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PRONOSTICOS BAYESIANOS USANDO
SIMULACION ESTOCASTICA*

BAYESIAN FORECASTING USING STOCHASTIC SIMULATION

David F. Muiioz Negron'

RESUMEN

En este articulo se presenta un marco general para la construccién de pronésticos usando simulacién. El marco permite la incor-
poracién de datos disponibles en un modelo de prondstico, con la finalidad de cuantificar la incertidumbre en los pardmetros
del modelo a través de una distribucidn posterior, la que es utilizada para estimar un prondstico puntual en la forma de una es-
peranza condicional (dados los datos). La incertidumbre en el pronéstico puntual se mide a través de una varianza condicional
y un intervalo de prediccion. Se discute como construir intervalos de confianza asintdticos para evaluar la precision de los esti-
madores obtenidos por simulacidn, y se presentan dos ejemplos para ilustrar como este enfoque es consistente con las técnicas
bayesianas para prondstico. Se discuten resultados experimentales que confirman la validez de las metodologias propuestas.

Palabras clave: prondsticos, andlisis de experimentos por simulacién, estimacion bayesiana, estimacion de cuantiles.

ABSTRACT

In this article, we present a general framework to construct forecasts using simulation. This framework allows us to incorporate
available data into a forecasting model in order to assess parameter uncertainty through a posterior distribution, which is then
used to estimate a point forecast in the form of a conditional (given the data) expectation.The uncertainty on the point forecast
is assessed through the estimation of a conditional variance and a prediction interval. We discuss how to construct asymptotic
confidence intervals to assess the estimation error for the estimators obtained using simulation.We illustrate how this approach
is consistent with Bayesian forecasting by presenting two examples, and experimental results that confirm our analytical results
are discussed.

Key words: Forecasting, simulation output analysis, Bayesian estimation, quantile estimation.

* Esta investigacion ha sido patrocinada por la Asociacion Mexicana de Cultura A. C.
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8|  David F. Murioz Negrén

INTRODUCCION

La creciente necesidad de coordinacion entre los diferentes procesos de negocios, particularmente entre organi-
zaciones de la misma cadena de suministro, permite apreciar el importante papel que juegan los prondsticos en
la busqueda de la excelencia operativa (véase Fisher et al., 2000). Por otro lado, la busqueda de pronésticos mas
precisos y confiables ha motivado el desarrollo de modelos que incorporan informacién detallada del sistema bajo
estudio (véase Kalchschmidt et &l., 2006). La simulacién ha ganado un amplio reconocimiento de su capacidad
para modelar sistemas complejos, por lo que no es sorprendente que tenga un alto potencial como herramienta
de prondstico, cuando el modelo del sistema es complejo. Bajo estas consideraciones, el principal propésito de
este articulo es el de proponer un marco tedérico que combina estimacion de parametros (con base en informacion
muestral) y técnicas de simulacidn para construir prondsticos para una variable de respuesta (desempeno) del
sistema bajo estudio.

La principal dificultad para construir prondsticos con base en un modelo de simulacién es laincorporacién de la
incertidumbre sobre el valor de ciertos pardametros del modelo, los que a menudo (en las técnicas para prondstico)
se estiman a partir de datos muestrales (o histéricos) disponibles. Con la finalidad de incorporar la incertidumbre
paramétrica en un modelo de simulacion, se utilizard el marco de la estadistica bayesiana, que a su vez es un
marco apropiado para la construccidon de pronosticos con base en informacion muestral, y ha sido exitosamente
aplicada en mercadotecnia (véase Rossi et 4l., 2005). Actualmente ya se han propuesto métodos para el anélisis de
experimentos por simulacién incorporando la incertidumbre paramétrica, algunos de los cuales (véanse Cheng y
Holland, 1998 y 2004) son consistentes con métodos de la estadistica clasica («frecuentista»), ya que primero se cal-
cula un estimador puntual para los parametros, y luego se estima un valor esperado de laforma E [/ |© = é(x)],
donde ¥ es la salida de una simulacién (véase mas delante la ecuacion 3), ® es un vector de parametros, y 0 (x) es
el estimador puntual (una funcién de los datos muestrales x). Otras propuestas (Chick, 2001 y 2004; Zouaoui y Wil-
son, 2003) estiman la esperanza usando métodos bayesianos (la incertidumbre paramétrica se incorpora a través
de una distribucién posterior). Sin embargo, para producir un buen pronéstico, se requiere medir la incertidumbre
en el prondstico puntual, por lo cual en este articulo se discute también la estimacién de una varianza condicional y
cuantiles, que permiten la construccién de intervalos de prediccion (véase Bernardo y Smith, 2000) para la variable
de respuesta.

En la seccion 1 se introduce la notacion y los conceptos matematicos que permiten definir con precision los
problemas de estimacion que deben resolverse para construir prondsticos basados en experimentos por simula-
cién. Ademas, se ilustra esta notacion incluyendo dos ejemplos de la literatura sobre pronésticos bayesianos. En
la seccién 2 se discuten las metodologias para resolver los problemas de estimacion presentados en la seccién 1,
probando que dichas metodologias proporcionan estimadores consistentes, que permiten construir intervalos de
confianza que son asintéticamente (a medida que el nimero de repeticiones crece) validos para la estimacién de la
esperanza condicional, la varianza condicional, y cuantiles de la variable de respuesta. En la seccidn 3 se presentan
resultados experimentales que confirman los resultados tedricos, aplicando las metodologias propuestas a proble-
mas de estimacién con solucién conocida. Finalmente, en la seccidn 4 se presentan las conclusiones y se discuten
direcciones para posibles investigaciones en el futuro.

DEFINICION DEL PROBLEMA

El objetivo de esta seccidn es el de proporcionar un marco conceptual para construir prondsticos de una variable
de respuesta a partir de las salidas de experimentos por simulacion utilizando un modelo complejo (en el sentido
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PRONOSTICOS BAYESIANOS USANDO SIMULACION ESTOCASTICA I 9

que no se han obtenido expresiones analiticas para el prondstico). Se proponen dos pasos fundamentales (véase
el gréfico 1); el primer paso consiste en la cuantificacion de la incertidumbre paramétrica usando los datos (x) y una
funcién de densidad (probabilidad en el caso discreto) a priori p(0), de manera que la incertidumbre paramétrica
se expresa a través de la correspondiente funcion de densidad posterior p(@ | x). En el segundo paso se utiliza el
modelo de simulacién y la densidad posterior para estimar los pardmetros requeridos para pronosticar la variable
de respuesta (/). A continuacioén se explican estos pasos en detalle.

Estimacién bayesiana

Aunque la incorporacién de la incertidumbre paramétrica ha sido discutida extensamente en la literatura sobre
estadistica bayesiana, a continuacién se presenta una pequena revision de los conceptos y notaciéon que se requie-
ren para proponer métodos de pronéstico usando simulaciéon. Como en la mayoria de modelos para prondstico, la
salida del modelo de simulacién depende de un vector ® de parametros inciertos, donde algunos de ellos pueden
caracterizar componentes aleatorios del modelo de simulacion. Es conveniente remarcar que un componente alea-
torio (también llamado entrada aleatoria) de una simulacion estocastica es una secuencia U,, U,,... de cantidades
aleatorias que se requieren como entrada del modelo. Cuando las U, se asumen independientes e idénticamente
distribuidas, un componente aleatorio se identifica con la correspondiente distribucién de probabilidades, que
tipicamente es miembro de una familia paramétrica. Debido a que se desea incorporar la incertidumbre paramé-
trica, el vector de pardmetros es una variable aleatoria (denotada ®), y 6 € P denota un valor particular, donde P
es el espacio de parametros.

Paso 1
Estimacion bayesiana

basada en: » ® | x)

r(8)
L(x|0) ﬁ
Paso 2
Experimentos por simulacion r(x)

basados en: |:> % (x)

1) [y @)+ ()]
W=g(Y(s), 0<s<T;0)

Grdfico 1
Pasos para construir un prondstico usando simulacién

Se asume que la informacién (datos) sobre los parametros del modelo esta disponible a través de un vector de
observaciones x € R" que satisface una funcién de verosimilitud L(x | 0). Si p (0) es una densidad a priori para el
parametro ©, la funcion de densidad posterior (dada x) para @ resulta:
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10| David F. Mufioz Negrén

p(O) L(x | 0)
p(@]x) = , (M)

[, p(®) Lx | 6) a6

paraxe R y He P. Nétese que la formulacién discutida en Muioz y Muioz (2008) es un caso especial de
(1), y en particular, cuando x= (x;, X5...,X,) €5 UN conjunto de observaciones de una muestra aleatoria
X=(X,, X,,...,X ) de una funcion de densidad f (y | 0), la verosimilitud toma la forma:

Lx|0)=f(x;10)f(x,10) ... f(x, ] 6)

Noétese también que la existencia de p(6) no es restrictiva en la practica, ya que un prior para un pardmetro
puede obtenerse usando métodos «objetivos» (véase Berger et al., 2009) y también a partir de pronésticos basados
en opiniones de expertos (véase Kraan y Bedford, 2005).

Construccion de prondsticos usando simulacion

SeaY={Y(s), s>0; ®} el proceso estocastico (posiblemente multivariado) que representa la salida de un ex-
perimento por simulacion. Nétese que procesos en tiempo discreto pueden incorporarse a este marco haciendo
Y(s)=Y(Ls]), donde Ls] denota a la parte entera de s. Como se desea utilizar simulacion transitoria, se denota
por W=g(Y(s),0<s<T;0) alavariable de respuesta de interés, donde T es el tiempo de corrida, asumiendo
que T es un tiempo de detencion' con respecto al proceso Y.

Se asume que los datos (X) son independientes del experimento por simulacion, lo que significa que, si
h(w|x,0)y h(w|68)denotan a la funcién de densidad condicional (probabilidad en el caso discreto) de ¥ (dado
[X=x, ®=0]y [ ®=40], respectivamente), entonces:

h(w|x,0)=hw|0) , )

para we R, x=(x,,x,...,x,)€ R', y e P.
En general, un prondstico para W esta completamente definido por su funcion de distribucion acumulativa
(fda) F(w|x)=P[W<w]|X=x] (dado [X=x]). Sin embargo, desde un punto de vista practico, un pronostico

se expresa a través de prondsticos puntuales y medidas de la incertidumbre en el pronéstico, por lo que en este
articulo se considera la estimacion de los siguientes pardmetros de F (w | x):

Hx)=E[W|X=x] , 3)
VX)=E[W?| X=x]-E[W|X=x]" vy (4)
g, (x)=inf {w: F (w|x) > a} , (5)

donde 0 <a <1 esun valordado.

1. Del término inglés stopping time, véase la definicién en Asmussen, 2003.
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PRONOSTICOS BAYESIANOS USANDO SIMULACION ESTOCASTICA | 11

El valor esperado r(x) es una medida tradicional de tendencia central para la variable de respuesta W, por
lo que se considera el prondstico puntual, mientras que la varianza 7 (x) es una medida clasica de dispersion
(incertidumbre), y el a-cuantil g (x) permite construir intervalos de prediccion para 7 de la forma (95 ®),q 1 @),
el cual es llamado un intervalo de prediccién del (1 — £)100% debido a que:

P[q/;/g X <w< q; 42 @ | X=x]=1-5 s
siempre y cuando F (w | x) es continua en g x)y q1 4 (x).
La siguiente proposicién muestra como r(x) depende explicitamente de la funcién de densidad posterior

p(@]x),y serd requerida para establecer la validez de los procedimientos de estimacién propuestos en la sec-
cioén 2, sobre metodologia.

Proposicion 1. Si p(f | x) es la funcién de densidad posterior definida en (1), entonces:
rx)=l,r (@) p@|x)do

donde r,(0)=E [W|©® =0] y r(x) esta definida en (3).

Corolario 1. Bajo la misma notacién de la proposicién 1:

V) =lpr @ p@ ) do—ry
donde r,(0) =E [W?|®=0], r(x)esta definidaen (3)y ¥(x) en (4).

La prueba de la proposicién 1 requiere de (2) y es inmediata, por lo que se ha omitido. Los siguientes dos ejem-
plos de la literatura clasica de pronésticos pueden ser incorporados en el marco propuesto, e ilustran la notacion
presentada.

Ejemplo 1. Supdngase que W es una funcién de un vector y = (y],yz,...,yp) e R’ de variables de control,
un vector de parametros = (B, B,,.... B,) € R**,y un error aleatorio ¢, de acuerdo con:

W=w@,pB) +e , (6)

donde ¢ sigue una distribuciéon N (0, ¢°) (normal con media 0 y varianza ¢’),y w (v, f) es una funcion (posi-
blemente no-lineal). En particular, cuando p =%, y:

W(yaﬁ):ﬂ()"’_ﬁ]y] +~~+ﬁkyk s (7)

el modelo (6) corresponde al conocido modelo de regresion lineal. Cuando la variable de respuesta ¥ satis-
face (6), puede incorporarse al marco propuesto haciendo I'=0, Y (0) = (y,, ¥,,..., Yy €),Y:

0= By Bpes B @) (8)
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12| David F. Mufioz Negrén

En el analisis de regresidn, los parametros del modelo (6) se estiman a partir de un conjunto de observacio-
nes (w;, z,),..., (w,, z,) que satisfacen (6), es decir, w,= w(z,, B) + ¢, donde z, = (¥,;, ¥,5---» yip), i=1,2,..., r2n,
los ¢; se asumen independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribucion N (0, ¢),
y la funcién de verosimilitud toma la forma:

L(x | 6) = 2re>) " exp [‘21 (w,— w(z, B)* ) 20° ] ,

donde:
x=Wp,.0, W, , 2.0, 2,) , 9)

Ll

y 0 esté definida en (8). Para el caso particular del modelo (7) de regresioén lineal, cuando p(8) es no-informativa, la
densidad posterior p(€ | x) corresponde a la distribucién normal-gama-inversa, denotada NIG (a, b, u, V):

(a/Z)b/z (0_2)—(b+k+3)/2 N . ;
p(O]x)= exp[ta+ (B VB-py 2] (10)
(27r)(k+ 12 ‘ V|1/2 F(b/Z)

donde 0 y xestan definidasen (8)y 9),b=m—k-3,V=(Z'2)",a=2"[I-2Z"2y' 21w

w, 1 z,
i w, 1 z,
B=w'wy'w'z, w=| . o Z=

W;m 1

m

Notese que/? es el estimador clasico de minimos cuadrados para f en el modelo de regresién lineal (véase
Montgomery, 1998). Mas aun, cuando W corresponde a (6) y (7), los parametros (3), (4) y (5) toman segin O’Hagan
y Forster (2004) la forma:

@) = fxy, V) = 8% (22 %y 4, @ = 1)+ 04 ,M&Z A+x,22 %) (11)

donde x,= (l,yj,yz,...,yk)r, Yoom k1) €S el a-cuantil de una distribucién t-Student con (m — k— 1) grados
delibertad, 5 =a/(m—k—1),y a, ﬁ Z son como en (10). Nétese que el intervalo de prediccion definido en
(11) coincide con el intervalo de confianza (IC) clasico usado para pronosticar bajo el modelo de regresiéon
lineal (véase Montgomery, 1998). Sin embargo, debemos mencionar que un IC obtenido usando méto-
dos «frecuentistas» no necesariamente coincide con el intervalo de prediccion obtenido por métodos
bayesianos.

Ejemplo 2. El siguiente ejemplo es un modelo markoviano reportado en Mufoz et al. (2009), donde fue usado
para pronosticar la demanda por material educacional en un programa de educacién para adultos en México. Este
modelo tiene una solucién analitica que puede ser aprovechada para probar las metodologias a discutir en la
seccion 2. Sea U= {U,:i =0, 1,...} una cadena de Markov (CM) con espacio de estados finito £ = {0, 1,..., k}.

Cuad. Difus. 14 (26), jun. 2009



PRONOSTICOS BAYESIANOS USANDO SIMULACION ESTOCASTICA | 13

Supdngase que existen g clientes potenciales al tiempo ¢, y que el estado de cada cliente es conocido. Las transi-
ciones de cada cliente ocurren independientemente, de acuerdo con la cadena de Markov U. Cuando el cliente
potencial / esta en el estado Utl+ , altiempo ¢ + 1, el nimero de unidades que demanda de cierto producto es una
funcién no-negativa D(Ut[+ 1) de su estado. En el articulo mencionado se asume que:

1, siie A4,

D(i) =
@ 0, de otra forma,

donde 4 C E es el conjunto de estados donde el cliente demanda una unidad del producto. La variable de res-
puesta de interés es:

q
w=XDU!,).
=1

Como el estado de cada individuo al tiempo ¢ es conocido, W puede simularse a partir del conocimiento de:

t+1

0.=PIDU' Y=11U'==XP[U’ =jU'=1],
1 t+1 t jEA t

ieEt=1,2,...

Este modelo puede incorporarse a nuestro marco tomando el proceso Y en tiempo discreto y 7= 1, donde
1

Y())= (Uﬁj U,‘ij ). j = 0,1. Notese que el conocimientode Y (0) y 0=(6,,0,,...,0,) essuficiente para ge-

nerar W usando simulacion.

El estado 0 corresponde a los clientes nuevos, para los cuales no existe informacién disponible. Sin embargo,
para i = 1,..., k, lainformacion sobre 6, proviene del registro del comportamiento de »; clientes potenciales que
estuvieron en el estado i en periodos pasados, y toma la forma de x,= (x;;, x,,,..., xmi), donde x; es iguala 1siel
cliente potencial j demandé una unidad del producto, y 0 de otra forma. De acuerdo con (1) y (2), la funcién de
verosimilitud resulta:

k
L[ O=T107Q -0y "

i=1

donde ri=jE:flxl.j, 0=(0,0,..,0) y x=(x,Xx,...,x,). Usando la distribucion a priori de referencia (no-in-

formativa), puede mostrarse (véanse los detalles en Mufioz et 4l., 2009) que los parametros de prondstico
puntual y de incertidumbre propuestos en (3) y (4) tienen la forma:

k k n.,—1
r(x) =Zn,p,, V(x) =Zn, p.(1-p) |1 + ——— , (12)
i=1 i=l 2+n.

1

donde p,=(r;+ 1/2) / (n,+ 1). No se dispone de una expresién analitica sencilla para (5).
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14| David F. Mufioz Negrén

METODOLOGIA

En esta seccidn se discuten procedimientos basados en simulacién para la estimacion de los pardmetros definidos
en (3), (4) y (5). No solo se discute la estimacidn puntual de los pardmetros, sino también la construcciéon de un
intervalo de confianza asintético (véase Asmussen y Glynn, 2007) para medir el error de estimacion de la simu-
lacion.

La metodologia por discutir en el primer item de esta seccion estad basada en el procedimiento descrito en Chick
(2001) con la adicién de algunos calculos para permitir la estimacién de la varianza y de los cuantiles requeridos.
Aunque esta metodologia proporciona estimadores consistentes, se requiere de un generador de muestras de la
distribucion posterior p(@ | x), el que estara disponible cuando se ha reconocido la familia de distribuciones a la
que pertenece p(f | x) (como en los ejemplos de la seccidn anterior). Desafortunadamente, en muchas situaciones
no es posible (o es muy dificil) encontrar una expresién analitica para p(€ | x), y es por esta razén que en el
segundo y tercer item de esta seccion se discuten dos metodologias de estimacidn que no requieren de la gene-
raciéon de muestras de la densidad p(@ | x).

Construccion de prondsticos por muestreo de la distribucion posterior

En el gréfico 2 se presenta un primer algoritmo para la estimaciéon puntual de los pardmetros (3), (4) y (5). Este mé-
todo es apropiado cuando se dispone de un algoritmo para generar muestras de p(€ | x). Como las 7. del grafico
2 son independientes e idénticamente distribuidas, bajo débiles condiciones de regularidadz, estos estimadores
son consistentes y asintéticamente normales, de manera que los siguientes IC del 100(1 — )% de confianza son
asintéticamente validos para r(x), V(x) y g, (x), respectivamente:

For) 21 g S, (x) R+ 21 g S, (x) ’ (13)
m \m

Vo) - SO e - S,(x) ’ (14)
m \'m
[ Yn I 4 Ynz] s (1 5)

donde 7(x), I}(x) y 4, (x) estan definidas en el grafico 2, §,(x) = V I}(x), z, denota el a-cuantil de una distribucion
N(@O,1),para0<a<1,y:

S,(6) = J;_ gll[Wl. — ' = Vx), n, =Lma— 21y [ma(1 - 1), ny=Tma+ 21y Ima(1 - 0]

Es conveniente mencionar que la validez asintética del intervalo de confianza (15) se prueba en la seccién 2.6.3
de Serfling (1980).

2. Véanse los detalles en las secciones 2.2.4 y 2.3.3 de Serfling, 1980.
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PRONOSTICOS BAYESIANOS USANDO SIMULACION ESTOCASTICA | 15

Para i =1 hasta el nimero de repeticiones m:
a. Generar (independientemente) &, por muestreo de p(@ | x).
b.  Correr (independientemente) un experimento por simulacién con ® = 6, para obtener:
W.=g(Y(s), 0ss<T,;0)
Fin Loop

Calcular:

Ordenarlas W;: Y, <...<Y vy hacer §,(x)=Yp,.1-

Grdfico 2
Estimacioén puntual de r(x), V(x) y q,(x) por muestreo de la distribucién posterior

Construccion de pronodsticos usando muestreo por importancia

El muestreo por importancia (Ml) es una metodologia muy difundida que permite estimar (via simulacién) espe-
ranzas de la forma E [g(®) ] y cuantiles de una funcién de distribucion acumulativa F(8), sin generar muestras
de la variable aleatoria ® (véanse Glynn y Iglehart, 1989; Glynn, 1996). El Ml utiliza una muestra de otra variable
aleatoria (con densidad conocida ¢(#)) para estimar el pardmetro correspondiente. En esta seccién se discute
cémo el Ml puede aplicarse para estimar los parametros r(x), V(x) y g, (x) sin necesidad de generar muestras de
la distribucidn posterior p(@ | x).

Sea ¢(#) una funcion de densidad que es estrictamente positiva para @ € P,y cero para 8¢ P.Siguede (1) y la
proposicion 1 que r(x) puede verse como el cociente de esperanzas:

Io7(0) p(9) q(0) ' L(x| ©)q(9)do  E,[r/(6) p(6) 4(6) ' Lx | 6)]
r(x) =1, 7,(0) p0|x) do = ] = : , (16)
I P(6) 4(O) ' L(x| O)q(0)do E [p(0) 4(0) " L(x, | 0)]

y similarmente:
E [r6) p(0) ¢(6) ' L(x | 0)]

V(x) = — (%) . (17)
E [p(0) q(0) ' L(x | 0)

donde r,(0) se define en el corolario 1.
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16| David F. Mufioz Negrén

Para i =1 hasta el nimero de repeticiones m:
a. Generar (independientemente) 6. por muestreo de g(6).
b. Correr (independientemente) un experimento por simulacion con ® = ¢, para obtener:

W.=g(Y(s), 0<s<T;0).

c. Caleular:  V,=p(0) q(0) "' L(x|0), V,,= WV, V, =WV,

Fin Loop

Calcular:

I \¢E
~

IS

IMs
<

o

=

SN
|

’:[S(x) =

1=

I\ZE]

-~
N

Ordenarlas W,: Y, <...<Y vy hacer:

! m
@f(x)=Y,.,j=inf{z: X720l Vl}

i=1

Grdfico 3
Estimacion puntual de r(x), V(x) y q, (x) usando el muestreo porimportancia

A partir de (16) y (17) se aprecia que r(x) y ¥(x) son funciones no-lineales de esperanzas (las que pueden es-
timarse por simulacién), de manera que el procedimiento de estimacion puntual del grafico 3 solo proporciona
estimadores consistentes para los parametros de prondstico. Mas aun, bajo débiles suposiciones (véase el anexo),
los tres estimadores del gréfico 3 satisfacen un Teorema de Limite Central (TLC), donde las varianzas asintdticas
para r(x), V(x)y g, (x) son:

2
: M Ty 2U,
O =—%u+——-—% ; (18)
Ky 1o
2 2 2
21y Mg (21”2 M3 A, 2 4u, T35 A,
= - -—\0y-——0,,t—o0o,, | tT— 0,,+t————0 > (19)
v 3 ) 3 B 11 » Y12 13 4 Y22 2 3 723
My M Lﬂ] My My My M Mmoo By
o Co0) E LV, 1W< q, ()] - ’ 0)
! F'(q,®)|x)

respectivamente, donde Clx)= IPp(G) L(x | 6)do, u;=EV,1, 0 =E[(Vi = 1) (Vi — )],
i—1
Vﬁ = W/, Vo, jok=1,2,3,i=1,2,...,m,ylas V; estan definidas en el grafico 3. Nétese que:
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1 m
-3 Err-A(En)(30) , @

7, k=1, 2,3 son estimadores consistentes (cuando m — o) para MY Oy respectivamente, y en consecuencia
los siguientes IC del 100(1 — )% son asintéticamente validos para r(x) y V(x), respectivamente:

. ST . Sy (%) 22
rIS(x)_Zl—ﬁ/Zf > Tg (X) +Zl,/;/zﬁ ’ (22)
A S
, S0 - S, (%)
Vis(x) = Zipn : » Vig () + Z1n ’ (23)
o Vo
donde:
~ 2 ~
S,, 2u
Is 2 2 2
S =— Sy + PR Sia >
Hy By

~

200 Iy |25 g 44 2 442 S.. 40
e Il e T | ”35117i252+_sl o T N X B 3
i i |

1 1

/A‘i /}1 :“1 1y Hy oy

y ,&i, Sy » J»k=1,2,3 estan definidos en (21). Como la varianza asmtotlca a depende de F(g, (x) | x)
(tipicamente desconocida), es preferible no tratar de estimar aq, y proporaonar un IC asintético del
100(1 — )% de confianza para g, (x) en la forma de (15), donde las Y, se definen ahora en el gréfico 3, y:

i m 1 m
n,=inf|l:l_§ViZa1§lVi} , n2=inf1l:z V,ZaZZVi] , (24)
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Construccion de prondsticos usando la cadena de Markov Monte Carlo

Dada una funcién no-negativa 7 sobre P y una funcion real r sobre P, la técnica cadena de Markov Monte Carlo
(CMMC) ha sido usada para estimar parametros de la forma:

Er©)]=1,r0)n*0)do (25)
utilizando el estimador puntual:

Mz

7(Z,) , (26)

R 1
P =

m
donde Z,,Z,,..., Z, esunamuestrade una cadena de Markov con espacio de estados P, que tiene una distribucion
ergédica dada por z*(8) = n(6) / C,donde C = JP n(68)dO . Como se explica a continuacion, la CMMC puede aplicarse
para estimar los pardmetros de prondéstico (3), (4) y (5) tomando z(6) = p(0) L(x | ).

El algoritmo de Metropolis-Hastings es una implementacién particular de la CMMC que utiliza la técnica de
aceptacién-rechazo y una funcién de densidad de transicion g (z, | z,) para generar la siguiente observacion de la
cadena de Markov. Cuando Z, =z, la siguiente observacion Z , se generade ¢ (z,|z,)) yelvalor Z =z, es
aceptadosi U<c (z,, z;),donde U es un numero aleatorio independiente, y:

L L el
c(zy,z) = —mm—
" 7(2) 4 (2 | z))

de otraforma se hace Z ,, =z,.De acuerdo con el teorema 3.5 de Asmussen y Glynn (2007), cuando la cadena de
Markov definida por el algoritmo de Metropolis-Hastings es irreducible, el estimador puntual definido en (26) es un
estimador consistente para la esperanza (25).
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1. Generar z,de q(0).
2. Parai=1 hasta el nimero de grupos by para j = 1 hasta m, = m/b:

a. Generar (independientemente) z, de ¢(¢) y U uniforme en (0, 1).
pz) L(x|z)q(zy)

p(Z()) L (x| Z()) q(ZI)

b. SiU< hacerz, <z, .

c. Correr (independientemente) un experimento por simulacion con ® = z,, para obtener:

=g(Y(s), 0<s<T;0).

Fin Loop

Calcular:
,\_1 m, "_L o, A_Lmh )
ri_ﬁg i T, ,:21 vy V"_mbjz(W’Jir")

Ordenar las W, Y, < ... < Y’”b y hacer é; = YF’";,"J :
Fin Loop

3. Calcular:

b R 1 b
i, VMC()=;E] — P (%)

R 1
ye (x) = ;

Ordenar las W;: Z, < ... <Z_y hacer 9y ) =Z1,.1 -

Grdfico 4
Estimacion puntual de r(x), V(x) y q, (x) usando la cadena de Markov Monte Carlo

El muestreador independiente3 es un caso particular del algoritmo de Metropolis-Hastings que considera una
funcién de densidad de transicién de la forma ¢ (z, | z)) = ¢ (z,), donde ¢ (z,) > 0 cuando = (z,) > 0. El algoritmo
del grafico 4 es una implementacién del muestreador independiente, y en este caso:

n(z;)) q(z))  plz) Lx|z)) q(z))

c(z,,z,)
U az)aE)  pz) L)z q(z)

Notese que —aungque no se requiere para calcular los estimadores puntuales— se esta dividiendo el nimero
de repeticiones m en b grupos de longitud m,. Esta implementacion se sugiere para aplicar el método de prome-
dios por grupos* para producir un IC asintético para cada estimador puntual. Aunque se puede establecer un
Teorema de Limite Central para cada estimador puntual (bajo suposiciones débiles), es preferible no tratar de

3. Del término inglés independence sampler.
4. Del término inglés batch means.
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estimar la varianza asintética de cada estimador puntual, debido a que puede ser dificil, y el método de prome-
dios por grupos podria también requerirse (véase Song y Chih, 2008). En cambio, se puede escoger un nimero de
grupos b entre 5y 20 (como se sugiere en Schmeiser, 1982), de manera que —bajo suposiciones razonables— los
siguientes IC del 100(1 — )% de confianza son asintéticamente (cuando m — oo) validos para r(x), V(x)y g, (x),
respectivamente:

Mmc MC
" S Iy S (x
Tae () = g1 1 gy ! @, "ue () F 1 1) L ) g (27)
b b
[ S9w S0
Vie ) =41 152 2 O Ve )+l 10y 2 ® ’ (28)
b b
~ SMC R SMC
Qo )=ty gy 2 @, Q0 ) F gy g 23 ) ’ (29)
b Vb

donde ¢ denota el (1 — / 2)-cuantil de una distribucion t-Student con (b — 1) grados de libertad, ’:MC (x),

(b-1, 1-8/2)

V()Y 4, (x) se definen en el grafico 4, y:

1

. _ b o _ b
donde 7, V; y ! se definen enel gréfico4, V=5 VY q,= b g

En Mufoz y Glynn (1997) se proporcionan condiciones suficientes para que el IC (27) y el IC (28) sean asin-
toticamente validos. Similarmente, de acuerdo con la proposicion Xll1.4.3 de Asmussen y Glynn (2007), una
condicion para que la cadena de Markov del algoritmo del grafico 4 sea geométricamente ergddica es que
sup, . p 12(0) L(x | 0) q(0)"'} < o, que es suficiente para que el IC (29) sea asintéticamente vélido”.

5. Véanse los detalles en Muioz, 2009.
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PRUEBAS EXPERIMENTALES

Aunque las metodologias propuestas se extienden facilmente para el caso en que W es discreta (véase
Iglehart, 1976), por simplicidad, en esta secaon se considera eI ejemplo 2 modificado para que W sea

continua. Se desea pronosticar la demanda V= E D/ ,donde D’ queeslademanda del cliente ; al tiempo
t + 1 satisface:

17’ t+1

PID, <s|U'=i]=1-¢"",

para s>0,i=1, 2,...,¢q, donde Utj € {1,2,...,k} es el estado del cliente j al tiempo ¢ Se asume que
los datos sobre clientes pasados tienen la forma x = (x ... s Xy aeees Xpponeos Xy, ), donde x; es la demanda
del j- e5|mo cliente que estuvo en el estado i. Bajo esta notaaon la funC|on de ver05|m|I|tud resulta
Lx|0)= H Ve %], donde t,= Zx , por lo que asumiendo un prior constante, sigue de (1) que p(8 | x)
corresponde ala den5|dad conjunta de k variables aleatorias independientes, donde 6, sigue una
distribucion Gama (1 +n,, 1/¢,). Se puede verificar facilmente que:

O R : (30)

1- 0} (n,~ 1)

S

k

r(x) ==

Qb)l

donde éi:ni/ti ,n;, Yy n, soncomo en (12).

En todos los experimentos que se reportan en esta seccion se han considerado k = 5 estados, con n,=n,, = 10,
parai =1,...,5.Como cada experimento por simulacion depende solo de los valores ¢,, se decidi6 no simular valo-
res parax, asumiendo que ¢, = 10/i,i = 1,..., 5. Bajo estas suposiciones se puede verificar de (30) que r(x) = 22,8333
y W(x) = 32,5247. Por otro Iado se obtuvo qy,o(x) = 30,1875 —para un ancho medio del 90% de confianza de
0,0066— de una corrida con m = 10° repeticiones. Estos valores fueron considerados como los valores verdaderos
de los parametros, con la finalidad de calcular el cubrimiento empirico, error cuadratico promedio y sesgo para
cada conjunto de experimentos.

En los cuadros 1, 2 y 3 se presentan los resultados de tres conjuntos de experimentos correspondientes
a cada uno de los métodos propuestos en la seccién precedente. Los resultados reportados en el cuadro 1
corresponden al algoritmo de muestreo posterior del grafico 2, mientras que los resultados del cuadro 2 co-
rresponden al algoritmo de muestreo por importancia del grafico 3, donde ¢(6) corresponde a la distribucion
limite para p(@ | x) (véase Bernardo y Smith, 2000), es decir, una distribucién N (u, ¥ ') en el cual fueron
rechazados los valores negativos, donde u es el estimador de maxima verosimilitud para® y ¥ es la matriz
de influencia. Puede verlﬁcarse que el i-ésimo elemento de u es u; = n, /z‘,x y V' es una matriz diagonal con
elemento diagonal V,=n./ m . Por otro lado, los resultados reportados en eI cuadro 3 corresponden al algo-
ritmo de la cadena de Markov Monte Carlo del grafico 4 considerando el nimero de grupos b = 10. Cada con-
junto de experimentos consistié de M = 1000 repeticiones independientes del procedimiento de estimacion
correspondiente, con diferentes nimeros de repeticiones por experimento.
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Cuadro 1.Desempeiio del muestreo posterior para diferentes niimeros de repeticiones m y M= 1000

Ancho medio

Muestreo Parametro Cubrimiento Error
. . g s - . Sesgo
posterior estimado empirico . Desviacion cuadratico promedio
Promedio .
estandar
r(x) 0,901 0,9284 0,0956 0,3121 0,0207
m = 100 y ) ) )
M = 1000 (x) 0,823 9,9583 57213 47,6784 -0,3325
q, ) 0,901 2,3029 0,7271 1,7081 -0,1719
r(x) 0,907 0,4683 0,0248 0,0820 0,0002
m = 400
M = 1000 V (x) 0,871 5,4850 1,7765 12,0104 -0,0049
G0 () 0,906 1,1173 0,2534 0,4490 -0,0446
r(x) 0,910 0,2347 0,0065 0,0191 0,0035
m = 1600
M =1000 V(x) 0,880 2,8316 0,5617 3,2480 0,0841
qp9 (x) 0,918 0,5622 0,0884 0,1083 0,0009
Cuadro 2. Desempeiio de muestreo por importancia para diferentes nimeros de repeticiones m y M = 1000
o Parametro Cubrimiento Ancho medio Error Sesao
estimado empirico Promedio Desviacién estandar cuadrético promedio 4
7 (x) 0,848 1,2143 0,4044 0,8666 -0,0063
m = 100
0,817 9,3841 3,5467 48,2605 -1,0946
M =1000 Ve
9y o () 0,875 2,9426 8,2351 2,8352 -0,1874
7 (x) 0,876 0,7489 0,3980 0,4547 -0,0984
m = 400
0,844 5,5520 2,7428 20,2123 -0,4378
M =1000 Ve
999 x) 0,878 1,3265 0,9694 0,9570 -0,2016
r(x) 0,881 0,4863 0,3721 0,2640 -0,1553
m =1600
V 0,882 3,3241 1,8989 6,0338 -0,1961
M= 1000 )
o9 x) 0,866 0,7514 0,5240 0,3407 -0,2165
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Cuadro 3.Desempeiio de la cadena de Markov Monte Carlo para diferentes niimeros de repeticiones m, b =10 y M = 1000

Parametro Cubrimiento Ancho medio Error
CcMMC . . e . Sesgo
estimado empirico Promedio  Desviacion estandar  cuadratico promedio
7 (x) 0,844 1,3690 0,3624 1,1433 0,0045
m = 100
b 10 V (x) 0,799 11,6931 6,2616 63,4274 -0,9842
M= 1000
qyox) 0,804 2,2792 0,6621 3,2823 -0,2822
7 (x) 0,860 0,8393 0,3009 0,4705 -0,1089
m= 400
b= 10 V (x) 0,838 6,7660 2,7582 19,8071 -0,3002
M =1000
Gy o) 0,862 1,4558 0,4762 1,0639 -0,2193
7 (x) 0,870 0,5266 0,2835 0,2520 -0,1561
m =1600
b = 10 V(x) 0,871 3,7427 1,2736 6,2508 -0,1604
M=1000
qyo(x) 0,885 0,8463 0,4069 0,4159 -0,2229

Como puede observarse de los cuadros 1, 2 y 3, se obtuvieron cubrimientos razonables (cercanos al nominal de
90%) con un nimero relativamente pequeno de repeticiones para cada uno de los 3 algoritmos, confirmando la
validez asintotica de los intervalos de confianza (IC) propuestos. Los resultados muestran cémo el error cuadratico
promedio y el ancho medio decrecen consistentemente cuando se incrementa el nimero de repeticiones, con un
pequenio deterioro del sesgo para los métodos de muestreo por importancia (Ml) y de la cadena de Markov Monte
Carlo (CMMCQ).

CONCLUSIONES

En este articulo se muestra cdmo pueden incorporarse datos que proporcionan una medicién de la incertidumbre
paramétrica en un modelo de simulacién, para producir estimadores de los parametros necesarios para construir
prondsticos bajo un enfoque bayesiano, con la ventaja que bajo este enfoque se puede utilizar un modelo comple-
jo que incorpore informacién detallada sobre el sistema bajo estudio.

Se ha presentado un marco bayesiano para producir intervalos de prediccidn, asi como tres metodologias que
permiten estimar el intervalo utilizando simulacion. Para cada una de estas metodologias se muestra cdmo se
pueden construir intervalos de confianza asintéticos para medir el error de estimacion, e incrementar el nUmero
de repeticiones del experimento si fuera necesario.

La primera metodologia (muestreo posterior) requiere de un algoritmo valido para generar muestras de la dis-
tribucion posterior p(€ | x), mientras que las dos ultimas (muestreo por importancia y muestreo de la cadena de
Markov Monte Carlo) no requieren someter una muestra de p(@| x), por lo que son apropiadas cuando la familia
de distribuciones a la que pertenece p(f|x,) no ha sido identificada. Pruebas analiticas, asi como resultados
experimentales muestran que las metodologias propuestas producen estimadores consistentes e intervalos de
confianza asintoticamente viélidos para los pardmetros requeridos para pronosticar la variable de respuesta, y
como es de esperar, el error de estimacién (medido por el ancho medio del IC) tiende a cero a medida que el nu-
mero de repeticiones del experimento por simulacién crece.
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ANEXO
Teoremas de limite central para los estimadores puntuales del algoritmo de muestreo por importancia

Supdngase que "=" denota convergencia débil (a medida que m — ) y N (0, 1) denota una distribucién
normal estandar. En este anexo se presentan pruebas de las siguientes proposiciones.

Proposicion A.1. Supongase que 0;; <, para k,j=1, 2. Entonces:

\m [;,S (x) - r(x)] =0.N(0,1) ,
donde 0,y las 0, estan definidas en (18).

Proposicion A.2. Supdngase que 0); <, para k,j=1,2,3.Entonces:

Jm [P0 -Vw|=0,NO, D)

donde 0,y las 0,; estan definidas en (19).

Proposicion A.3. Supéngase que E[Vﬁ] <o, yque F(w|x) tiene derivada positiva en ¢, (x). Entonces:
Vm [3,°@ -9, @ ]|=0,N©,1) :
donde ¥, se define en el grafico3y F(w |x)escomo en (5).

La prueba de la proposicion A.3 sigue directamente del teorema 1 de Glynn (1996), nétese que el estimador a,
corresponde al estimador ¢, “(x) cuando F(w)=F(w|6),p=ay L,=Cx)"'V,.

Las proposiciones A.1y A.2 se probaran usando el método Delta, que se enuncia en el lema A.1 (se puede en-
contrar una prueba en la proposicién 2 de Muioz y Glynn, 1997).

Hipétesis A.1. Los vectores aleatorios ( p-variados) X, i= 1, 2,... satisfacen el Teorema de Limite Central:

m'"” [)?m - r]=> GN, (0.1) ,

donde r es un vector ( p-variado), )?m =m' glle., G esunamatriz p xp vy Np (0, I) denota una distribucion
normal ( p-variada) con media 0 y varianza / (la matriz identidad).
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Lema A.1. Supdngase que se cumple la hipotesis A.1y que la funcién f: R” — R es diferenciable en una vecindad
de r. Entonces:

m'[f&,)~f(")]|= 0N (O, 1) :

donde 0=+ Vf'(r) GG Vf () .

Usando la misma notacion que en (18),seanp =2, X, =(V,,, V,) , r=(u;, u,) , f(=u,/ 1, y

0, O

oo’ 5z
Entonces Vf'(u) = (u, /;412 , 71/,u])T y la proposicion A.1 sigue del lema A.1.
Notese que la hipotesis A.1 se cumple del teorema B de la seccién 1.91 de Serfling (1980).
Similarmente, sean p=3, X,=(V,., V,., V), r=(u;, 4y, u3), f(r)=(u; //‘1)_(/‘2//‘1)2 y

Oy 91 0y

T_
GG =|0;, 0y Oy
0,3 03 O3

Entonces Vf (1) = 2u, lu, —uylu,—2u,/u,*, 1u,)" yla proposicién A.2 sigue del lema A.1.
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