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PRONOSTICOS BAYESIANOS PARA REPUESTOS DE
AUTOMOVILES USANDO SIMULACION ESTOCASTICA

BAYESIAN FORECASTINGS FOR AUTOMOBILE PARTS
USING STOCHASTIC SIMULATION

David F. Muiioz Negrén'y Diego F. Mufioz Medina?

RESUMEN

Este articulo presenta el desarrollo y la aplicacion de un modelo de simulacién que fue utilizado para pronosticar la demanda
de repuestos de automoviles a partir de informacion obtenida de un distribuidor de automéviles y repuestos en México, D. F.
En particular, este trabajo ilustra, con un modelo sencillo, cdmo se pueden combinar la simulacién estocastica y la estadistica
bayesiana para modelar y resolver problemas complejos de pronéstico. El marco propuesto es suficientemente general para
aplicarse a modelos muy detallados del fendmeno en estudio. Los resultados obtenidos demuestran cémo se puede incorporar
la incertidumbre en los parametros del modelo, y su aplicaciéon usando datos reales, revela cémo la amplitud de la muestra
produce una distribucion posterior con poca influencia sobre la distribucién a priori.

Palabras claves: pronésticos, prondstico de repuestos, estimacion bayesiana, puntos de reorden, nivel de servicio.

ABSTRACT

This article presents the development and application of a simulation model that was used to forecast the demand of auto-
mobile parts using information from a car dealer in Mexico, D. F. In particular, this work illustrates, using a simple model, how
stochastic simulation and Bayesian statistics can be combined to model and solve complex forecasting problems. The proposed
framework is general enough to be applied to very detailed models of the system under study. The results obtained demon-
strate how uncertainty on the parameters of the model can be incorporated, and the application using real data shows how a
large sample size produces a posterior distribution that has little influence from the prior distribution.
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INTRODUCCION

El pronéstico de la demanda juega un papel funda-
mental en la estrategia de numerosas organizaciones
de manufactura o servicios. La elaboracién de pronés-
ticos es de gran ayuda en la programacion de la mano
de obra, la obtencidon de niveles de servicio adecuados
y la determinacion de los requerimientos de recursos,
entre otras aplicaciones (Makridakis et al., 1998). La ca-
pacidad para elaborar pronésticos con un alto grado
de precisién es un objetivo que adquiere creciente im-
portancia en un gran numero de empresas y, en par-
ticular, juega un papel fundamental para pronosticar
demandas que tienen un patrén esporadico.

Diversos autores como Wacker y Sprague (1998), y
Zotteri y Kalchschmidt (2007) consideran que la pre-
cision de un pronéstico depende, sensiblemente, de
la técnica cuantitativa que se emplea para elaborar-
lo. Por lo tanto, este articulo ha sido motivado por la
necesidad de formular y aplicar nuevas herramientas
para la elaboracion de pronésticos de la demanda vy,
en particular, para los casos en los que la demanda es
esporadica. De acuerdo con el trabajo de Caniato et al.
(2005) y Kalchschmidt et al. (2006), es indispensable
proponer técnicas de prondsticos que no solo tomen
en cuenta la serie de tiempo, sino también la estructu-
ra del proceso que genera la demanda (variabilidad no
sistematica). Por esta razon, el presente articulo mos-
trard cdmo se puede aplicar técnicas de simulacién y
estadistica bayesiana en un modelo que toma en cuen-
ta las caracteristicas especificas del sistema que se pre-
tende estudiar.

En la practica, un modelo de pronéstico puede lle-
gar a ser complejo, en el sentido que no es posible ob-
tener expresiones analiticas para los estimadores pun-
tuales y de variabilidad requeridos para el pronéstico.
A manera de ejemplo, puede mencionarse el modelo
de Croston (1972) propuesto para pronosticar deman-
da intermitente, cuyos resultados fueron corregidos
por Rao (1973) y, mas adelante, por Syntetos y Boylan
(2001). Por esta razén es relevante proponer metodo-
logias que permitan incorporar un modelo complejo
de pronéstico utilizando la simulaciéon para estimar
los parametros necesarios para construir el prondsti-
co. Curiosamente, hasta el dia de hoy se habia estado
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utilizando simulacién para comparar el desempefio de
diferentes técnicas de prondsticos (véase Bartezzaghi
et al., 1999; Zotteri & Kalchschmidt, 2007a y b). Sin em-
bargo, la literatura sobre el uso de la simulacién como
herramienta para construir pronésticos todavia es es-
casa. Una de estas pocas referencias es Willemain et al.
(2004), donde se utiliza un modelo de simulaciéon para
pronosticar demandas con patrones intermitentes y se
obtiene mejores resultados que con los métodos de
Croston y de suavizamiento exponencial, aunque en
este trabajo no se incorporé la incertidumbre paramé-
trica en el pronéstico.

Es conveniente remarcar las ventajas que presenta
el enfoque bayesiano usado en este articulo, en com-
paracién con las alternativas tradicionales (“frecuentis-
tas”), cuando se utiliza un modelo complejo para cons-
truir pronosticos. En primer lugar, en las aplicaciones
tradicionales donde se utiliza la simulacién estocastica
como herramienta de analisis se suele fijar el valor de
los parametros de las distribuciones de probabilidad
(reemplazandolos, por ejemplo, por estimadores de
maxima verosimilitud); en este caso, el método tra-
dicional no es capaz de incorporar la incertidumbre
paramétrica en el pronéstico y puede subestimar el
riesgo del mismo. Por otro lado, si bien existen mé-
todos tradicionales que consideran la incertidumbre
paramétrica, en algin momento se ven forzados a
sustituir el valor del pardmetro por un estimador pun-
tual; por ejemplo, Cheng y Holland (2004) proponen
que al utilizar simulacién estocastica, la incertidumbre
paramétrica puede incorporarse utilizando bootstrap
paramétrico, que consiste en remuestrear (a través de
simulacion) los estimadores de maxima verosimilitud
de la distribucion de probabilidades que se obtiene al
reemplazar el valor de los pardmetros por el estima-
dor maximo verosimil que se calculé a partir de una
muestra de observaciones (reales). En cambio, como se
ilustra en este articulo, un enfoque bayesiano permite
incorporar la incertidumbre paramétrica de manera
natural, sin necesidad de asumir algun valor particular
para los parametros.

Debido a las consideraciones mencionadas, la cons-
trucciéon de prondsticos bajo un enfoque bayesiano es
aconsejable cuando el investigador estd interesado en
cuantificar la incertidumbre paramétrica (por ejemplo,
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porque los datos provienen de muestras de un peque-
fio tamaro), como se ilustra en Alba y Mendoza (2007),
donde los autores presentan la aplicacién de un método
bayesiano para datos estacionales y muestran que este
método se desempeiia mejor que los de series de tiem-
po tradicionales cuando la serie de tiempo es corta.

Este articulo presenta el desarrollo y la aplicacién de
un modelo de simulacién que fue utilizado para pro-
nosticar la demanda de repuestos de automéviles que
experimenta un concesionario en México, D. F. Asimis-
mo, se ilustra el potencial de la simulacién como una
poderosa herramienta para elaborar prondésticos utili-
zando un modelo complejo del sistema en estudio. La
metodologia utilizada puede ser vista como un ejem-
plo de cédmo es posible atacar problemas de pronéstico
cuando la complejidad del modelo no permite obtener
expresiones analiticas para los estimadores de pronds-
tico puntual y de la incertidumbre en el pronéstico.

El articulo se compone de cuatro secciones. En la
primera seccidn se presenta un marco tedrico gene-
ral para la aplicacién de la simulacién y la estadistica
bayesiana para construir prondsticos y se revisan las
técnicas disponibles para producir los estimadores de
los parametros requeridos para pronosticar. En la se-
gunda seccién se presentan dos modelos simples que
pueden ser utilizados para producir prondésticos de
repuestos que siguen un patréon de demanda espora-
dica. En la tercera seccion se utilizan datos reales de la
demanda de embragues, obtenidos de un distribuidor
de automoviles y repuestos en México, D. F,, para im-
plementar uno de los modelos descritos en la segun-
da seccién con las técnicas de simulacién presentadas
en la primera seccién. En particular, se ilustra cdmo se
estiman la demanda esperada y el punto de reorden
para la demanda de embragues durante el tiempo de
demora de una orden de suministro. Finalmente, en la
cuarta seccion se presentan las principales conclusio-
nes de este trabajo y se discuten direcciones para futu-
ras investigaciones.

DEFINICION DEL PROBLEMA

En esta seccién se hace una pequena revision del mar-
co y de las técnicas presentadas en Munoz (2009), que
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seran aplicadas en este articulo. En dicho articulo se
proponen dos pasos esenciales para la construccion
de pronésticos utilizando simulacién. El primer paso
consiste en la evaluacion de la incertidumbre sobre los
parametros del modelo utilizando la informacién dis-
ponible (x) y una densidad a priori p(6). En el sequndo
paso se utilizan el modelo de simulacién y la densidad
posterior para estimar los pardmetros requeridos para
hacer prondésticos sobre la variable de respuesta.

La densidad a priori p(0) refleja la incertidumbre
inicial sobre el vector de parametros 0, y existen fun-
damentalmente dos puntos de vista para proponer
p(0). El primero consiste en usar una densidad a priori
no informativa, la cual es apropiada cuando se desea
que no se “favorezca” ningun valor posible de ® so-
bre otro, y este constituye un punto de vista “objetivo”
(una reciente discusion sobre este tema puede verse
en Berger et al., 2009). Las densidades a priori no infor-
mativas han sido muy estudiadas, y varios libros sobre
estadistica bayesiana (por ejemplo, Bernardo & Smith,
2000) publican la correspondiente densidad a priori
no informativa (de referencia) para las distribuciones
mas usadas. El segundo enfoque es un punto de vista
“subjetivo”y consiste en establecer la densidad a priori
con base en opiniones de expertos, véase por ejem-
plo, Kraan y Bedford (2005) para una discusién sobre
la construccion de una densidad a priori con base en
prondsticos de expertos.

Luego de identificar la densidad a priori p(0), la in-
certidumbre paramétrica se cuantifica por medio de la
densidad posterior p(@ | x):

p(0) L(x | 6) Q)
I p(0) L(x| 6) dO

p@|x) =

parax € R"y 0 € P, donde L(x | 0) es la funcién
de verosimilitud, que para el caso particular en que
X = (X}, X5,...,X,) €sun conjunto de observaciones de
una muestra aleatoria X = (X,, X, ..., X)) de una fun-
cién de densidad f(y | 0), la funcién de verosimilitud
toma la forma:

Lx[0)=f ;10 f(x,10)... f(x,]6) (2)
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En general, un prondstico para la variable de res-
puesta W queda definido por su funcion de distribu-
cién acumulada (fd.a.) F(w |x) =P [W<w| X =x].
Sin embargo, desde un punto de vista practico, un
prondstico se expresa en términos de un prondstico
puntual y una medida de la incertidumbre de dicha
estimacion. El pronéstico puntual mas usado en esta-
distica bayesiana es la esperanza:

r(x)=E[W|X=x] 3)

Otra medida de desempefio de importancia practi-
ca es el a-cuantil definido por:

g, (@) =inf {w: F (w|x) >} @

para 0 < a < 1. Los a-cuantiles son utiles para evaluar
la incertidumbre del pronéstico puntual 7(x), ya que
permiten construir un intervalo de prediccién del
(1 — £)100% (donde 0 < £ < 1), que toma la forma
de [qﬁ/z x), 914 (x)]. Dicho intervalo es llamado
un intervalo de prediccion del (1 — £)100% porque
P [Qﬁ/z ()=w< ;1 p (x) [X=x]=1-p, siemprey
cuando F' (w | x) sea continua en g2 x)y q1 5 (x).

Los cuantiles también son utiles para calcular pun-
tos de reorden para la administracién de inventarios.
En este caso, cuando W es la demanda durante el tiem-
po de demora del suministro, el a-cuantil g, (x) puede
ser interpretado como el punto de reorden para alcan-
zar un nivel de servicio (tipo-I) del 100a% (véase, por
ejemplo, Chopra & Meindl, 2004).

Cuando las expresiones analiticas para los para-
metros del prondstico definidas en las ecuaciones (3)
y (4) no pueden ser obtenidas (o es muy complicado
hacerlo), se puede hacer una estimacion de estos para-
metros utilizando simulacién. En el gréfico 2 de Mufoz
(2009, p. 15) se presenta un primer algoritmo, que sera
llamado muestreo posterior (MP), debido a que se ge-
neran valores del pardmetro ® a partir de la densidad
posterior p(@|x) paraluego obtener observaciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas de la varia-
ble de respuesta W que permiten estimar el pronéstico
puntual r(x)y el a-cuantil g, (x). Como es bien sabido,
dichos estimadores son consistentes, lo cual implica
que se aproximan al parametro a medida que se incre-
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menta el nimero de repeticiones m. Sin embargo, cabe
mencionar que el nimero de repeticiones necesarias
para alcanzar un nivel de precisién predeterminado
depende en gran medida del problema. Por lo tanto,
es una buena practica calcular una medida de preci-
sion del estimador puntual e incrementar las réplicas
del experimento hasta obtener la precision deseada.

El procedimiento mas difundido para evaluar la pre-
cisién de un estimador puntual obtenido por medio de
simulacion consiste en calcular el ancho medio de un
intervalo de confianza (IC) asintotico. El ancho medio
de un IC de 100(1 — )% de confianza apropiado para
el estimador 7 (x) obtenido por MP esta dado por:

Hy 7)) =z, 5, %) 5)
m

donde S(x) =m™ 2 [ W, —F(x) ]* vy z, 4, denota
el (1 — p/2)-cuantil de una distribuciéon normal estan-
dar. Una interpretacion simple de un ancho medio es
que el parametro r(x) se halla entre 7 (x) Hﬂ[ 7(x) ]
con una confianza del 100(1 — £)%. Por ello, un ancho
medio resulta muy util para evaluar la precisién de un
estimador puntual. Andlogamente, un ancho medio
del 100(1 — )% de confianza para el estimador g, (x)
obtenido a través del MP esta dado por:

Hy[4,(0]1=(Y, +7,)/2 (6)
donde Y, < Y, < ... < Y, resultan de ordenar
las W, , n, =L ma - zy g Ima(l — a)] 2]y
ny = ma+ 2y gy [ma (1~ )]"2 . Una prueba de
la validez asintética de este ancho medio se puede
hallar en Serfling (1980).

La técnica clasica para analizar experimentos por si-
mulacién transitoria adopta un algoritmo muy similar
al algoritmo MP, con la diferencia de que el valor de ®
esfijoy, porello, no se requiere el muestreo de p (6| x).
Por lo tanto, la varianza de la variable de respuesta bajo
un enfoque clasico toma la forma:

RO =E[W?|X=x,0=0]-

E[W|X=x,0=0])? 7)
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donde 6 € P es el valor que se ha fijado para ©®. Por
otro lado, bajo el enfoque bayesiano, la varianza de la
variable de respuesta es:

02 = E[W2|X=x]—(E[W|X=x])? ®)

de manera que sumando y restando el término
E [rl2 (®) | X=1x]en (8), se puede verificar que:

2 = 52 2
O0p=0,%05 9)

donde 0§=E [r?2(@©) | X=x]-(E[r,(©®) | X=x])?
r(O)=E[W|X=x,0=0],02=E[0*(©)|X=x],
y 0% (0) esta definido en (7). Nétese que 0, =0 y 03
= 02 (0) bajo un enfoque tradicional, razén por la cual
0, es llamada la varianza paramétricay o2 es llamada
la varianza estocéstica.

Para implementar el algoritmo MP, se requiere de
un método para generar muestras de la densidad pos-
terior p(@ | x), el cual puede estar disponible si se ha
identificado lafamilia de distribuciones correspondien-
teap(f]x).Sin embargo, en muchas situaciones puede
ser dificil obtener una expresion analitica que permita
identificar esta familia de distribuciones. En este caso,
se puede aplicar una técnica conocida como la cadena
de Markov Monte Carlo (CMMC(), la cual no requiere de
un algoritmo que genere muestras de p(@ | x).

En este articulo se aplicara el algoritmo del grafico
4 de Mufoz (2009, p. 19), que es una implementacién
de la CMMC conocida como el muestreador indepen-
diente, pues deben generarse muestras de una den-
sidad auxiliar g(6) (donde g(6) > 0 cuando p(6) > 0).
Diversos autores (por ejemplo, Asmussen & Glynn,
2007) concuerdan en que este algoritmo se desempe-
fAa mejor cuando ¢(6) es parecida a la densidad poste-
rior p(8 | x).

Nétese que, a pesar de que no es necesario para
calcular los estimadores puntuales, el algoritmo CMMC
por utilizar divide el nimero de réplicas m en b grupos
de longitud m, . Esto porque se propone el uso del mé-
todo de promedios por grupos para producir interva-
los de confianza asintdticos para los estimadores pun-
tuales, como se explica a continuacion.
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Habiendo escogido un nimero b de grupos entre
5y 20 (como sugiere Schmeiser, 1982), los siguientes
anchos medios del 100(1 — )% de confianza son asin-
téticamente validos (a medida que m — o) para r(x)
y q,(x), respectivamente:

. Sycx)

Hy [Pac @) ] =14, 1-5/2) T y (10)
SMC(X)

Hﬁ [ éMC(x) 1= t(b,], 1-B/2) (T (11)

donde 7, , 152) denota el (1 — f/2)-cuantil de una
distribucién t-Student con (b — 1) grados de libertad,
Fae (0 ¢M(x) son los estimadores puntuales del al-
goritmo CMMC, y:

donde 7, y g’ son los estimadores por grupos defini-
b
. P s | A
dos en el algoritmo CMMC, y q,= b El ql. Para una

discusién sobre la validez de los intervalos de confian-
za presentados en las ecuaciones (10) y (11), se puede
consultar Muioz (2009, p. 20).

Como ya se menciond, el muestreador indepen-
diente presenta un mejor desemperio cuando ¢(6) es
cercana a la densidad posterior p(é | x). Por ello, puede
proponerse un procedimiento para seleccionar la den-
sidad ¢(0) tomando en cuenta que, bajo condiciones
de regularidad, una densidad posterior satisface un
teorema de limite central (a medida que el tamafo de
muestra n — o0), donde la distribucion limite es una
normal (multivariada). Por lo tanto, una propuesta ra-
zonable para g(f) es una densidad correspondiente
a una distribucién normal multivariada con un vector
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de medias u, y una matriz varianza-covarianza V, ,
donde los parametros u, y V, pueden determinar-
se de acuerdo con las caracteristicas particulares de

p(0|x).

Los siguientes pasos para seleccionar los pardme-
tros u, y V, estdn basados en el teorema 5.14 de
Bernardo y Smith (2000), y pueden ser implementados
cuando la funcion de verosimilitud tiene la forma que
se presenta en la ecuacion (2).

1. Hacer u, igual al vector que minimiza
L (0) “ log [p(x|0)], resolviendo
= VL,(0) | 0=y~ 0.

2. Hacer V, =[-L,»(u,)]", donde

def (02L (0)
Lh = n 6= n

es la matriz Hessiana, la cual tiene que ser po-
sitiva definida para que este procedimiento sea
valido.

En la tercera seccién se presenta un ejemplo senci-
llo de la implementacién de este procedimiento para
proponer una distribucién de muestreo ¢ (6) para el
muestreador independiente.

MODELOS DE PRONOSTICO PARA DEMANDA
DE REPUESTOS

En esta seccién se presentan dos modelos sencillos
que pueden usarse para pronosticar la demanda de
repuestos, y seran utiles para ilustrar codmo se pueden
aplicar las técnicas mencionadas en la seccion anterior.
En ambos modelos se asume que las fallas ocurren
aleatoriamente, y la Unica diferencia radica en la forma
en que estan disponibles los datos, como se explica a
continuacion.

En ambos modelos se tienen £ maquinas durante
el periodo de pronéstico, y las fallas ocurren indepen-
dientemente con la misma tasa ® € P = (0, ©) para
cada maquina. Existe incertidumbre en la tasa de fa-
llas ©, reflejada en la densidad a priori p(6), y para
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i=1,2,...,k, N;={N,(t):t=0; ©} denota el proce-
so de fallas para el componente i, los que se asumen
condicionalmente independientes dado ® (véase la
definicién, por ejemplo, en Chung, 1974), y:

PN, (t+5)-N,(1)=
j|®’Ni(”)aO§MSt] =

e*G’S(G) S) J
J!

para j=0,1,....,¢t,5>0, i=1,2,..., k es decir,
los procesos de fallas son procesos de Poisson con la
misma tasa ©.

Un modelo con datos de tiempos entre fallas
sucesivas

En este modelo, la informacion disponible correspon-
de a los tiempos entre fallas sucesivas de cada parte.
En consecuencia, las observaciones provienen de una
muestra aleatoria X = (X}, X,,..., X)) de la distribu-
cién exponencial con densidad:

e, y>0,

0
f(y|9)={0’

de otra forma

y de (2) sigue que la funcién de verosimilitud esta dada
por:

Lx|6)=0" e?Zxi (12)

Se sabe que la distribucion no informativa para una
densidad a priori exponencial (véase, por ejemplo, Ber-
nardo & Smith, 2000) es p(8) = 8!, por lo que sigue de
(1M y(12) que:

(ﬁ:xj)n 0 n—1 efaglxi
PO 0= (13)
(n—1)!

expresion que corresponde a una distribucion Gama
(n- Xxi), donde para B, ,> 0, Gama (B, ;) denota
=1

la distribucion gama con esperanza 8, 8,71
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Se desea pronosticar el nimero de componentes
que fallaran durante un periodo de tiempo de longitud
t,, por lo que la variable de respuesta a pronosticar es:

k
W=Z:J]Nl.(t0) (14)
dado [ X =x].

Con la finalidad de obtener una expresion analitica
para 7(x), se puede aplicar la Proposicion 1 de Mufoz
(2009, p. 11), teniendo en cuenta que 7,(0) =E [W | ©
=0]=kt,0,seobtiene:

) =y @ pO1x)d0 =ke,n(TH)" (s)

Para el caso en que ¢, corresponde al tiempo de
demora de una orden, el punto de reorden para un ni-
vel de servicio tipo-I del 100a% es g, (x), definido en
la ecuacion (4). Debido a que no se dispone de una ex-
presion analitica sencilla para este parametro, el uso
del algoritmo MP puede ser apropiado para estimar
g, (x) usando simulacion.

Supdngase ahora que se tienen Q unidades del re-
puesto en inventario al inicio de un periodo de longi-
tud ¢, . En este caso, dos medidas de desempefio de
importancia para la administracion de inventarios son
el nivel de servicio tipo-I (100a,%), y el nivel de servi-
cio tipo-II (100a,%), donde:

a,=P[W<Q|X=x] vy
a,=E[min {1,/ W}| X=x] (16)

Como puede apreciarse de estas ecuaciones, am-
bas medidas de desempefio tienen la misma forma de
la esperanza r(x), para una variable de respuesta apro-
piadamente definida. Nuevamente, obtener expresio-
nes analiticas para estas medidas de desempefio no es
una tarea facil, por lo que se justifica la aplicacion del
algoritmo MP para estimar o, y ., .

Un modelo con datos de censo

Supdéngase que no se tienen registros de los tiem-
pos entre fallas sucesivas, pero en cambio, para cada
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periodo de tiempo i=1, 2,..., p, se ha registrado el
numero k; de maquinas en operacion durante el pe-
riodo i , y el nimero de fallas por maquina durante
el periodo i . En este caso, los datos toman la forma
de x = (x,p..., Xpgpeess Xppoeeos xpkp), donde X, es
el numero de fallas de la j-ésima maquina durante
elperiodoi, j=1,2,....,k; i=1,2,...,p (eneste
cason = Zplkl.).
£

Para simplificar la notacion, se asume que cada pe-
riodo tiene la longitud de una unidad de tiempo, lo que
se logra expresando la tasa de fallas en la escala apro-
piada (fallas por unidad de tiempo). Como los procesos
de fallas se asumen condicionalmente independientes
dado ©, el vector de datos x puede considerarse como
el conjunto de observaciones de una muestra aleatoria

X=(X,, X,,..., X,) de una distribucion de Poisson, de
acuerdo con una funcién de probabilidades (discreta):
e
S(r10)= y=0.1, ...,
!
y sigue de (2) que la funcién de verosimilitud resulta:
o5k S k'
37 El i 0 E]Elxii (17)
Lix|6)= T
JIRIE

Como se sabe (véase, por ejemplo, Bernardo & Smi-
th, 2000), la densidad a priori objetiva para la distribu-
cién de Poisson es p(0) = 07172, por lo que sigue de (1)
y (17) que;

Pk Pk
Y Y 2 0 Y Exy—l/267n9

i=1j=1" i=1j=1
p(O]x)=—> — ! (18)
r{

Y X+ 1/2]

i=1j=1 *

quekcorresponde a la distribuciéon Gama
r kK
(ZZx,+12, n).
i=1j=1 Y

Como en el modelo anterior, aqui se desea pronos-
ticar el nimero de componentes que fallan durante un
periodo de tiempo de longitud #,, por lo que la variable de
respuesta obedece a la ecuacién (14). Teniendo en cuen-
ta que ahora la densidad posterior p(€ | x) esta definida
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en (18), se puede proceder como en la ecuacién (15)
para obtener una expresion analitica para 7(x):

) =17 r(0) p(0] ) d6 =

1 2 &
n ki, (El,,«glxﬁ 112) (19)

En este caso también el algoritmo MP puede ser
utilizado para estimar el punto de reorden g, (x), o el
nivel de servicio definido en (16).

Notese que en los dos modelos presentados no se
ha requerido utilizar el algoritmo CMMC, debido a que
se ha podido reconocer la familia de distribuciones a
la que pertenece la densidad posterior (en ambos ca-
sos es gama). Sin embargo, si no se usara la densidad
a priori objetiva en estos modelos, pudiera ocurrir que
la familia de distribuciones a la que pertenece la densi-
dad posterior p(8 | x) no fuera facil de reconocer, y en
este caso el algoritmo CMMC seria de utilidad, como
se ilustra mas adelante en el segundo acépite de la si-
guiente seccion.

PRUEBAS EXPERIMENTALES

En esta seccion se aplica el modelo que considera datos
de censo para pronosticar la demanda de embragues
(de un modelo particular) que experimenta un distri-
buidor de autos. Se ilustra la aplicacién de los métodos
descritos en secciones previas utilizando datos de la
demanda de embragues de un distribuidor de autos y
repuestos en México, D. F.

Aplicacién de la técnica muestreo posterior (MP)
para calcular puntos de reorden y niveles de servicio

El modelo de autos A es el modelo de una linea que ha
tenido mucha acogida, y que se continuia produciendo
y vendiendo actualmente. En el Cuadro 1 se presentan
datos disponibles sobre la demanda de este modelo,
que incluyen la demanda de autos y de embragues
para cada mes del aflo 2008. Con la finalidad de aplicar
el modelo con datos de censo, se asume que los clien-
tes que compran su auto en un distribuidor particular
son los mismos clientes que compran los repuestos de

December 2009

embrague en dicho distribuidor. En consecuencia, el
numero k; de autos en operacion al final del periodo i
es igual a la cantidad de autos del modelo A vendidos
por el distribuidor hasta dicho periodo, de manera que
k;=k_, + S, donde S; es la cantidad de autos ven-
didos en el periodo i. Como puede observarse de los
datos del Cuadro 1, el afio 2008 empez6 con 337 autos
en operacion del modelo A (de acuerdo con las ventas
de los anos anteriores).

Cuadro 1. Demanda de Autos y Embragues para
el Modelo A en 2008

Ventas de Autos en Demanda de
Mes autos operacién embkr,agues
® (s) (k) Ex,)
Enero (1) 4 341 3
Febrero (2) 1 342 3
Marzo (3) 6 348 2
Abril (4) 9 357 3
Mayo (5) 6 363 3
Junio (6) 15 378 3
Julio (7) 7 385 3
Agosto (8) 2 387 1
Septiembre (9) 8 395 4
Octubre (10) 16 411 3
Noviembre (11) 20 431 3
Diciembre (12) 15 446 2
Total 109 4,584 32

Fuente: Datos proporcionados por un concesionario de autos en México, D. F.

Se desea pronosticar la demanda W, de acuerdo
con la ecuacion (14), cuando £,= 0.5 y k=500, ya que
se asume que la demora de una orden de embragues
es de aproximadamente 15 dias y existen 500 autos en
operacion durante el periodo de pronéstico.

Usando (19) se calculé el prondstico puntual de la
demanda de embragues durante la demora del pedido
y se obtuvo 7(x) = 1.82702. Posteriormente, se aplicé el
algoritmo MP para estimar g, ,(x), el punto de reorden
para un nivel de servicio de 90%. Los resultados para
la estimacion de r(x) y g,, (x) usando m = 10° re-
peticiones se resumen en el Cuadro 2. El ancho medio
para r(x) indica que el error en la estimacién de 7(x)
es menor que 0.00228, aunque ya sabemos que la di-
ferencia entre 7(x) y #(x) tiene menos de 4 decimales
significativos.
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Cuadro 2. Estimacién de Pardmetros Usando MP con
m = 10° Repeticiones

Parametro Estimacion por simulacion Ancho medio
7 (x) 7 (x) = 1.82695 0.00228
9.9 (X) Gpo() =4 0.0

En el caso de la estimacién de ¢, , (x), se puede
apreciar del Cuadro 2 que el ancho medio es de 0, lo
cual no es sorprendente si se toma en cuenta que la va-
riable de respuesta W es discreta, y su funcién de dis-
tribucion acumulada es constante por tramos. Notese
también que P[ W< g, (x) | X=x ] no necesariamente
es igual a a (como lo es cuando W es una variable
aleatoria continua), por lo que es interesante estimar el
verdadero nivel de servicio correspondiente a g, , (x).

En el Cuadro 3 se reportan las estimaciones de los
niveles de servicio tipo-I (probabilidad acumulada)
para diferentes valores de O, obtenidos luego de apli-
car el algoritmo MP con m = 106 repeticiones. A partir
de los datos del cuadro se puede apreciar que el nivel
de servicio correspondiente a g, , (x) = 4 es aproxima-
damente 95.74%

Cuadro 3. Niveles de Servicio Estimados para Diferentes
Valores de O Usando MP con m = 10°

Inventario Nivel de serviciotipo-I .
inicial (Q) estimado (a,) Ancho medio
1 0.460923 4.09E-04
2 0.722068 3.30E-04
3 0.881953 1.71E-04
4 0.957420 6.71E-05
5 0.986648 2.17E-05
6 0.996307 6.05E-06
7 0.999127 1.43E-06
8 0.999789 3.47E-07
9 0.999956 7.24E-08
10 0.999989 1.81E-08
1 0.999999 1.64E-09
12 1.000000 0.00E+00

Como puede apreciarse de los Cuadros 2y 3, el nu-
mero de repeticiones m = 106 fue lo suficientemente

Mufioz Negrén y Muiioz Medina: Prondsticos Bayesianos para Repuestos de Automdviles 15

grande para obtener errores de estimacién peque-
Aos para cada uno de los pardmetros, lo cual podria
no ocurrir para un nimero pequeio de repeticiones.
Para ilustrar cémo este numero afecta el cubrimiento
y el ancho medio, se repitié el experimento de estima-
cién M = 1,000 veces para diferentes valores de m, y
se calcularon el cubrimiento empirico, el promedio y
la desviacion estandar de los anchos medios, el error
cuadrético promedio y el sesgo para cada conjunto de
experimentos. Para calcular estas medidas, se requiere
de los valores tedricos (verdaderos) para los parame-
tros r(x) y q,, (x), por lo que se tomaron los valores
r(x) = 1.82702y g, , (x) = 4 obtenidos anteriormente.
Los resultados se presentan en el Cuadro 4.

Como puede apreciarse de los datos del Cuadro 4, el
cubrimiento empirico se aproxima al nominal de 90% a
medida que el numero de repeticiones crece, y para m
= 1,600 ya se obtiene un cubrimiento aceptable. N6tese
también que para m = 1,600 se obtiene un sobre cubri-
miento en la estimacion de g, ,(x), lo que se explica por
el hecho de que la variable de respuesta W es discreta.
Es conveniente notar que al incrementarse el tamano
de la muestra se aprecia una reduccién del error de
estimacion, reduciéndose consistentemente el ancho
medio, el error cuadratico promedio y el sesgo.

Aplicacién de la CMMC para incorporar una densidad
a priori subjetiva

Como se indicé en el segundo acapite de la segunda
seccion, cuando se usa la densidad a priori no infor-
mativa (gama) para el modelo con datos de censo, se
pudo identificar que la distribuciéon posterior es tam-
bién gama, por lo que se pudo aplicar el algoritmo MP
para la estimacion de 7(x) y g, (x). En esta seccion se
ilustra cdmo se aplica la CMMC cuando se usa una den-
sidad a priori subjetiva, para la cual no se ha podido
identificar la familia de distribuciones a la que pertene-
ce la distribucion posterior.

Se consideré una densidad a priori uniforme en
[ a, b ], donde los valores de a y b son proporcionados
por el usuario. La identificacion de la distribucion pos-
terior con esta densidad a priori no es tarea facil, por lo
que se justifica el uso del algoritmo CMMC en este caso.
Para la implementacion del algoritmo, se considerd la
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Cuadro 4. Desemperio de MP con Base en M = 1,000 Experimentos para Diferentes Valores de m
Ancho medio Error
Numero de Parametro Cubrimiento -
.. . L. L cuadratico Sesgo
repethones estimado empirico . Desviacion .
Promedio . promedio
estandar
00 7 (x) 0.878 0.2269 0.0187 0.0211 0.0064
m=1
9.9 (x) 0.679 0.5585 0.2467 0.3400 -0.3340
r(x) 0.898 0.1139 0.0045 0.0047 0.0022
m =400
9.9 (x) 0.869 0.3360 0.2348 0.1310 -0.1310
7 (x) 0.904 0.0570 0.0011 0.0012 0.0003
m=1,600
) (x) 0.987 0.1295 0.2191 0.0130 -0.0130

distribucion de muestreo g(6) que resulta de aplicar el
procedimiento sugerido al final de la primera seccion,
como se explica a continuacién.

Como p(0)=1,para a<6 < b,siguede(1)y(17)
que:

L(0)=log[p(0]x)]=

p k P P k
>Yx log(@)—0% k—log|[]
i=1=1 Y =1t =1 j=1
Pk
ID)
por lo que ==

p K
1 _2
Por otro lado, como L, "(6) = —6 21 2 X; , se ob-
. . i=1j=1
tiene la varianza:
2
H,

27 » -1 —
o==[-L,"(u,)] T 1)

i

XXx,

i=1j=1 Y

Finalmente, considerando que p(f@ | x) es cero
cuando 0 <a o 6> b, setomd ¢(0) igual ala den-
sidad correspondiente a la distribucion N ( u,, , 0?)
truncadaen [a,b ], donde u, y 0 2 estan definidas
en (20) y (21), respectivamente.

Usando la densidad ¢(6) asi definida, se implemen-
t6 el algoritmo CMMC para pronosticar la demanda
W definida en (14). Los parametros de la densidad a

priori se fijaronen a=0 y b=0.02 para t,= 0.5
y k= 500. Los resultados de la estimacion de »(x) y
qyo(x) usando m = 10° repeticiones se resumen en
el Cuadro 5.

Cuadro 5. Estimaciones Obtenidas Usando la CMMC con
m = 10° Repeticiones

Parametro Estimacion por simulacion Ancho medio
r(x) Fe () =1.86013 0.00254
9o (¥) q (%C(x) =4 0.0

Como se aprecia de los Cuadros 2 y 5, los estimado-
res obtenidos con la densidad a priori subjetiva (uni-
forme) y con la densidad a priori objetiva (no informa-
tiva) son muy parecidas (diferencia menor de dos cifras
decimales en el caso de 7(x) y exactamente iguales en
el casode ¢, ,(x)). Este resultado no es sorprendente
si se toma en cuenta (del Cuadro 1) que el tamafo de
muestra ( ﬁlkl. = 4,584 ) es grande, y en este caso la
distribuciélr_wlposterior tiene poca influencia de la dis-
tribucion a priori.

Otra interesante consecuencia de disponer de un
tamano de muestra grande es que se reduce la in-
certidumbre paramétrica, y la varianza ofy, definida
en (9), estd dominada por la varianza estocdstica
of . Para ilustrar esta propiedad, nétese que en este
modelo se tiene que r,(0) = o> (0) = k t, 0, por
lo que, bajo la densidad a priori objetiva (gama) se
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puede verificar facilmente que o= (k1,)* B, 5,7,y
_ p Kk _p
0’=kt,B, B, donde g, = lelxg y B, = Lk Es-
i=1j= j=
tos resultados permiten verificar que, para los datos
del Cuadro 1, la varianza estocastica o2 representa el
94.82% de la varianza total 02 .

Para proporcionar un ejemplo de cémo estos mé-
todos bayesianos pueden desempenarse de otra for-
ma, dependiendo del conjunto de datos disponible, se
simul6 un conjunto diferente de datos para el mismo
problema de estimacién. El nuevo conjunto de datos
se presenta en el Cuadro 6, y fue obtenido consideran-
do un ndmero fijo de maquinas en operacion k; = 10,
i=1,2,..., 12, yfallas distribuidas segun una distribu-
cién de Poisson con tasa de fallas de € = 1 por mes.

Cuadro 6. Datos Simulados para 10 Mdquinas y Tasa
deFallas 0=1

Mes (i) ::)ae?:cllr;a: (ekn) Fallas ( gﬁ)
Enero (1) 10 8
Febrero (2) 10 13
Marzo (3) 10 13
Abril (4) 10 14
Mayo (5) 10 9
Junio (6) 10 14
Julio (7) 10 12
Agosto (8) 10 8
Septiembre (9) 10 1
Octubre (10) 10 13
Noviembre (11) 10 13
Diciembre (12) 10 16
Total 120 144

Las estimaciones de 7(x) y g, , (x) usando m = 10°
repeticiones, k=10 y 7,=1 seresumen en el Cua-
dro 7 para los métodos MP y CMMC. Para el algoritmo
MP se consideré la densidad a priori objetiva (gama),
y para el algoritmo CMMC se considerd la densidad a
priori uniformeen [0.8,1.21].
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Cuadro 7. Estimacién de Pardmetros Usando MP y CMMC
con m = 10° Repeticiones

Método Est!maC|or|lpor Ancho
simulacion medio
Muestreo r (x) =12.0449 0.00594
posterior Gy () =17 0.0
Cadenade Fae () = 11.2499 0.00529
Markov ,
Monte Carlo é;’; x)=16 0.0

En el Cuadro 7 se resumen los resultados de las esti-
maciones de r(x) y ¢, , (x) usando densidades a priori
diferentes. En el caso de MP, la densidad a priori no in-
formativa asume poco conocimiento a priori sobre el
valor del pardmetro ©. Por otro lado, para el caso de
la CMMC, la densidad a priori uniforme en [0.8,1.2]
proporciona mayor informacion sobre ®. Como pue-
de observarse en el cuadro mencionado, la influencia
de la densidad a priori en el valor de los parametros es
mucho més grande que la observada con los datos del
Cuadro 1. En la Figura 1 se presentan las graficas de
la funcién de distribucién acumulada de W obtenidas
bajo las dos diferentes densidades a priori, donde se
puede apreciar con mayor claridad la diferencia. Note-
se que la distribucidon de W bajo la densidad a priori
no informativa tiene una varianza més grande, lo que
refleja una mayor incertidumbre en el pronéstico.

CONCLUSIONES Y DIRECCIONES PARA
INVESTIGACIONES FUTURAS

Este articulo ilustra cobmo se puede combinar un mo-
delo de simulacién con técnicas de estimacion baye-
siana para estimar parametros de pronéstico en pro-
blemas de administracion de inventarios de repuestos.
La ventaja de usar la simulacion como una técnica de
pronéstico radica en el hecho de que se pueden utili-
zar modelos muy complejos, que incorporan informa-
cion detallada del sistema, con la finalidad de producir
pronésticos mas confiables.
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Figura 1. Distribucion acumulada de la variable de respuesta usando datos

de fallas simulados

Se han ilustrado las aplicaciones potenciales de
los métodos de muestreo posterior y de la cadena de
Markov Monte Carlo como técnicas para construir pro-
noésticos utilizando simulacion estocéstica. El método
de muestreo posterior (MP) requiere de un algoritmo
para generar muestras de la funcién de densidad pos-
terior p(@ | x), mientras que el método de la cadena
de Markov Monte Carlo (CMMC) puede ser aplicado
aun cuando no se haya identificado la familia de dis-
tribuciones a la que pertenece p(@ | x). La aplicacién
de estos métodos se ilustré proponiendo dos mode-
los sencillos para el pronéstico de fallas de repuestos;
el primer modelo considera la existencia de datos de
tiempos entre fallas sucesivas, mientras que el segqundo
considera datos de censo, y en ambos casos se utilizé
un marco bayesiano para el pronéstico de la demanda
de repuestos.

Se aplicé el modelo con datos de censo, utilizando
datos reales de un distribuidor de autos y repuestos
de México, D. F,, y ambas metodologias, MP y CMMC,
cuando fueron necesarias. Para aplicar MP se consideré
la distribucion de referencia (no informativa), mientras
que para la CMMC se considerd una distribuciéon uni-
forme (subjetiva). Los resultados de la aplicacion de

estos métodos han permitido establecer las siguientes
conclusiones.

En primer lugar, el error de estimacién (medido por
elancho medio), asi como el sesgo y el error cuadratico
promedio disminuyen a medida que crece el nimero
de repeticiones m del experimento de estimacién por
simulacién. En consecuencia, desde el punto de vista
de la aplicacion, es importante establecer el nimero
de repeticiones m que posibilita obtener el grado de
error permitido, y el calculo del correspondiente ancho
medio es importante para medir la magnitud del error
de estimacién de la simulacién.

En segundo lugar, los resultados obtenidos usan-
do datos reales ilustran cdmo un tamano grande de
la muestra permite que la distribucién posterior tenga
poca influencia de la distribucion a priori. El prondsti-
co obtenido con la densidad a priori objetiva resulté
muy similar al que se obtiene con una distribucién mas
informativa, debido a que, en este caso, la densidad a
priori tiene poca influencia en la distribucion posterior.
Para ilustrar esta propiedad, se simulé otro conjunto de
datos con un tamafo de muestra mas pequefio y una
tasa de fallas mas grande. En este caso, la influencia de
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la densidad a priori se hizo mas evidente, obteniéndo-
se pronosticos considerablemente diferentes.

Finalmente, la relevancia de las metodologias ilus-
tradas en este articulo depende de la habilidad del
modelo propuesto para imitar el sistema real, la que
estd relacionada con una adecuada seleccién de los
parametros para los cuales existe informacién mues-
tral, asi como de las relaciones entre los componentes
aleatorios que generan la incertidumbre estocastica.
En esta direccidn, los modelos propuestos en la segun-
da seccién pueden modificarse para reflejar mejor el
sistema en estudio, por ejemplo, asumiendo una fami-
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lia diferente de distribuciones para los tiempos entre
fallas del repuesto. Similarmente, estos métodos que
combinan la simulacién con un enfoque bayesiano de
pronéstico podrian ser apropiados para resolver pro-
blemas de prondstico en cadenas de suministro (véa-
se, por ejemplo, Kalchschmidt et al., 2006).

Es conveniente remarcar que, si bien en este arti-
culo se utilizaron modelos relativamente sencillos, el
mayor potencial de las metodologias ilustradas radica
en su posible aplicacion con modelos de simulaciéon
que incluyen informacién detallada sobre el proceso
de generacién de la demanda.
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