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Resumen

El presente articulo pretende desarrollar soluciones alternativas a dos diferentes problemas que contienen
la razon aurea: 1) en un circuito eléctrico con infinitas resistencias éhmicas se presenta una solucion
inductiva mediante la secuencia de Fibonacci y se corrobora ademas el resultado usando fracciones
continuas; y 2) en la formulacidon newtoniana para el disefio de un cono truncado de minima resistencia
aerodindmica se propone una solucién numérica para probar la bondad del modelo. Ambos ejercicios
tienen poder didactico en asignaturas como ingenieria eléctrica, mecanica vectorial, analisis numérico y
algebra superior. El trabajo representa una ayuda en el estudio de temas asociados al logro de habilidades
matematicas.

Palabras clave: razén aurea, serie de Fibonacci, escalera semi-infinita, resistencia aerodinamica.

The Fibonacci Sequence and the Golden Section in Electrical
Engineering and Numerical Analysis

Abstract

This article claims to develop alternative solutions to two different problems which contain the golden
section: 1) in an electrical circuit with infinite ohmic resistances this paper provides an inductive solution by
Fibonacci sequence and results are corroborated using continue fractions; and 2) in the design of a frustum
of a cone with minimum aerodynamic resistance a numerical solution is proposed to check the goodness of
the model. Both exercises have didactic power on subjects such as electrical engineering, vectorial
mechanics, numerical analysis and advanced algebra. This paper represents a contribution to the study of
subjects associated to improve mathematical skills.

Keywords: golden section, Fibonacci sequence, semi-infinite ladder, aerodynamic resistance.

Formacioén Universitaria — Vol. 6 N°2 - 2013 23



La Secuencia de Fibonacci y el Niumero de Oro en Ingenieria Eléctrica Figueroa

INTRODUCCION

Existe en la ciencia contemporanea una corriente de investigaciones sobre la secuencia de Fibonacci y la
razén aurea. Sus principales manifestaciones son el foro: International Conference on Fibonacci Numbers y
la revista The Fibonacci Quaterly; ademas se dispone en la literatura especializada de un conjunto de
trabajos, donde muchos han producido grandes hazafias cientificas de la fisica y las mateméaticas —ejemplo
de ello es la relacion con la dimensidn fractal de Mandelbrot, o la fraccién continua de Ramanujan—. En el
tema de sus aplicaciones, uno de los autores mas entusiastas es Stakhov (2005), menciona en forma
especifica su uso en ciencia e ingenieria.

Stakhov, establece y justifica un nuevo enfoque que denomina matematicas armonicas, incluye teoria de
nameros, teoria de funciones hiperbodlicas basada en nimeros de Fibonacci, asimismo de matrices aureas;
pero lo mas interesante, él sefiala que esa nueva teoria es la fuente de creatividad en botanica, biologia,
ciencias de la computacion, ingenieria de sistemas en comunicacion, educacién en matematicas y en la
teoria de fisica de altas energias de particulas. Pero independientemente de las consideraciones de
Stakhov, se han generado abundantes resultados histéricos como geometria de objetos &aureos,
cuaterniones, numeros complejos y por supuesto, la dimensién fractal. Objetos como las mufiecas
matriuskas, que encajan una dentro de otra, ejemplifican los fractales; el matematico Benito Mandelbrot
acufié el término el afio de 1975, que constituye un concepto capital en la geometria, y en sistemas
extremadamente irregulares conocidos como caos. Los fractales representan un intento extraordinario para
describir las formas del mundo real, Livio (2006). A continuacién se describe su relacién con el nimero de

1+\/§

oro representado usualmente como ¢ = .

2
La relacion entre nimero de sub-objetos n, el factor de reduccién f y la dimensién D es
1 D
n=|—| . Q)
f

Walser Hans (2001) presenta la relacion entre naturaleza y los fractales; ademas a partir de la construccion
de un arbol aureo, determina su dimension que resulta 1.4404, es decir no es un entero, sino un nimero

Lo . , 1 , . D .
irracional. Para el arbol dureo f == se satisface la condicién2 = ¢~ , entonces es facil ver que

D=1992 4 4404. )

log ¢

Ademas Walser mediante una geometria aurea ilustra rectangulos, otros poligonos, elipses, poliedros y las
relaciones trigonométricas generadas ahi.

Los cuaterniones son los nimeros hipercomplejos que significan salir del plano complejo y construir el
espacio 3D complejo, hecho que genera nuevas algebras como la de Clifford. Serpil Halici, (2012), sefala
la existencia de los cuaterniones de Fibonacci. Es decir, existen relaciones de la variable compleja con
secuencia de Fibonacci.

Algunos matematicos consideran a la razén &aurea parte de una familia de ndmeros con propiedades
comunes, por ejemplo, tienen similitudes al demostrar matematicamente su irracionalidad, usando calculo
infinitesimal, Huylebrouck (2001); son los denominados nimeros metélicos o POEM, que significa Pth Order

Extreme Mean. Irracionales distinguidos de ese conjunto son el nimero de Euler e, zeta de Riemann & y

+4/13

3
7. De los nimeros metalicos se tiene el de plata 1+ «/Ey el de bronceT, gue surgen de una forma

de generalizar la secuencia de Fibonacci. Como irracionales que son, se pueden representar en fracciones
continuas infinitas; a principio del siglo XX, Srinivasa Ramanujan encontr6 una expresion que incluye ¢, € y

7« tal que

-2 (3)
J2+4-¢ +e¥ 5 =11 ee_M
1+7e_6”
1+
1+-.
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La Secuencia de Fibonacci y el Niumero de Oro en Ingenieria Eléctrica Figueroa

Por otro lado, en el mundo de fisica la relacién con ciertos fendmenos es abundante. Por ejemplo, en los
estudios de los procesos de desintegracion, que van de sistemas de equilibrio a no equilibrio, como puede
ser el caso de decrecimiento de poblaciones, desintegracién de rocas, o devaluaciones de moneda, se
formulan con un mecanismo llamada cumulative diminuations, tal como lo sefialan Buyukkhc y Dimirhan
(2008); ellos en su trabajo utilizan los llamados conjuntos de Cantor, que conducen a una dimension fractal.
Dicho método, conforma una teoria que probo6 su utilidad en fisica de altas energias.

En cosmologia y astronomia se menciona el nUmero de oro en la estructura del universo, la magnitud del
sistema solar y de los anillos de Saturno, Bennett (1999).También se reporta en la relaciéon de los radios de
la tierra y el sol entre otros. En mecanica cuantica se tiene presente en la relacion de frecuencias de un par
de osciladores armoénicos como lo demuestra Bleher (1990). También en fisica del estado sélido y
cristalografia, se han encontrado materiales como el manganeso de aluminio, con estructuras moleculares
un tanto ambiguas, que no son amorfas ni periddicas, son los llamados cuasi-cristales; estos tienen su
explicacion fisica en un modelo matematico con base a una configuracién aurea, tales como los mosaicos
de Penrose, Livio (2006). Por otro lado también se ha comprobado su presencia en el factor de Landé del
magnetismo. A continuacion se explica el caso de estructuras hidden llamado grupo ES8.

En magnetismo hay trabajos como el de Affleck (2010) y Coldea (2010) que reportan la razén dorada en
materiales magnéticos compuestos, ya que en una coleccién de particulas de estados ligados la masa es
reducida. El calculo de estados relativistas incluye rotaciones cercanas a la velocidad de la luz dada en
términos de E = mc?. Dado que amerita un analisis relativista, determinar la razén de masas es un
problema mayor. Una alternativa es mediante métodos de teoria cuantica de campos. En sistemas de baja
dimensionalidad existen soluciones exactas. Coldea reporta resultados de un experimento con el material
cobalto de niobato C,Nb,0, donde hay una razén de masas en términos del nidmero de oro. Estas se
relacionan a las estructuras llamadas E8 (hidden), una de las mas excepcionales e interesantes de los
llamados grupos de Lie. El experimento de Coldea demostrd la relacion de masas de dos cuasiparticulas de
baja energia del cobalto de niobato, se aproximan a la razén aurea. El experimento corroboré los resultados
del calculo con base a cuantica de campos y considerando un sistema de una dimension, se determin6
solucion exacta.

Sin embargo, existen autores como Falbo (2005) y Markowsky (1992), ellos tienen un punto de vista
diferente pues dudan de las cualidades desmesuradas asignadas al numero de oro. Aqui hay declaraciones
como la de Markowsky que dice: “generalmente las propiedades matematicas son correctamente
declaradas, pero muchas veces las presentadas en arquitectura, literatura y estética son falsas o
enganosas”. Dice que se ha forjado varios mitos que se repiten muchas veces, y sefala errores en la
historia del nimero de oro, ademas como ciertos patrimonios arquitectonicos y artisticos como la gran
piramide de Egipto, el Partendn de Grecia, o el edificio de la ONU en Nueva York, pinturas de Leonardo Da
Vinci, no exhiben dimensiones aureas. Asimismo Falbo se refiere a una especie de “culto” al nimero de oro.
También demuestra como en ciertos casos, la afirmacién de que la proporcién de oro tiene un lugar especial
entre los nimeros, aunque como una descripcion valida de la naturaleza no es compatible. Ademas, refuta
la idea de que se presenta con frecuencia en el arte y arquitectura. Por ejemplo, al tomar medidas,
encuentra que no hay ninguna base para decir que el nUmero de oro se reproduce naturalmente en las
conchas marinas. En particular, no hay ninguna base para afirmar que se presente en los nautilos. También
discute su desacuerdo con Mario Livio de que la razén aurea es "El nimero mas asombrosos del mundo."

Sin embargo, el tema puede ser plausible si se remite al trabajo de Stakhov, donde lo correcto es pensar en
la serie de Fibonacci como un principio general que pueda abrirse a aplicaciones tecnoldgicas concretas y
especificas. Nuestro trabajo trata dos problemas que pueden ayudar en la ensefianza de las mateméticas y
de la fisica, ademas de tener efectos tecnoldgicos. Se sabe que una escalera semi-infinita de resistencias
en serie y en paralelo, tiene aplicacién en metrologia digital; y con respecto a estudios de resistencias
aerodinamicas, se efectiian en la industria automotriz y aeroespacial.

Primeramente se analiza un popular ejercicio de textos de fisica llamado el problema de circuitos eléctricos
tipo escalera, o también la escalera semi-infinita de resistencias. Dicho caso es tratado en infinidad de
libros como por ejemplo el de M. Alonso y E. Finn (1967), y el de problemas para olimpiadas de fisica
(2007). También en la literatura especializada se tienen los trabajos de Wérner (1999) cuyo trabajo usa
fracciones continuas, ademas de determinar en forma elegante los voltajes de todo el circuito. Asimismo
Sanjinés (2010) presenta soluciones utilizando la representacion matricial de la frecuencia de Fibonacci y el
calculo de eigenvalores. Ambos trabajos constituyen formas novedosas de resolver el mismo problema.
Aqui nuestra tarea para el circuito con infinitas resistencias en serie y paralelo agrega un analisis inductivo
con base a la serie de Fibonacci, asimismo se puede comparar esa solucién con las fracciones continuas
usadas por Woérner.
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Enseguida, con base a los trabajos de Cruz et.al. (2010), donde se determina el cono truncado aureo de
minima resistencia aerodinamica aplicando una solucién algebraica, se presentan sus principales resultados
mismos que requieren un analisis previo, pues los trabajos de ese grupo de investigacidon contienen un
conjunto de demostraciones que pueden enriquecer las lecciones de mecéanica vectorial y algebra superior;
nuestra contribucion intenta complementar dichos analisis con un tratamiento numérico utilizando Matlab. El
andlisis es generado para un cono de dimensién particular, a partir de los resultados calculados por ese
grupo, con el objetivo de facilitar los calculos a través del uso del Matlab.

Nelly Amatista Ledn Goémez (2006), refiere al estudio de temas como criptografia o teoria de ndmeros, lo
cual puede dar a los estudiantes la oportunidad de acercarse a las mateméaticas de una manera ligera, para
motivar la busqueda del conocimiento. Los problemas aqui tratados y discutidos pueden ser expresados en
forma didactica y lograr ese propdsito.

DESARROLLOS MATEMATICOS
Razén aurea y secuencia de Fibonacci

Walser es uno de los autores que mejor demuestra los conceptos. Si se define la razén del segmento mas
pequefio entre otro mas grande se tiene la ecuacion de segundo grado

x 1 X*-1=x . (4)
1+x X

Con raices tales que

= # ~1.618 (5)

~0618 X, = #

1

La longitud debe ser positiva por tanto se escoge X, . Walser usa el reciproco de esta como la razon dorada.

De la ecuacién cuadréatica y de ambas raices, se observan muchas propiedades que pueden ser usadas
para derivar otros resultados. Por ejemplo si se hace

-1++/5 1+45
p:—\/_zo.618 , T= \/_zl.618 . (6)
2 2

Se tiene que
=1 T+p= \/g

, : (7)
T—p=1 T°=71+1
La dltima puede generalizarse a
z_n+2 — 7'_n+l + z,n (8)
Aplicando linealizacién de potencias se obtienen en los coeficientes de la linealizacion los nimeros
de Fibonacci, tal que

©)

t"=ar+a,, ne 234, - ,
gue satisface la relacion de recurrencia
an+2 = a'n+1 + an (10)
Si se definen los valores iniciales como a, =1 @, =1se tiene la secuencia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,---
gue puede generalizarse de varias maneras.
Por dltimo del cociente sucesivo de los niumeros de Fibonacci, puede obtenerse el valor del limite,
H A
lim _==7- (11)

n—w n

Circuito eléctrico de infinitas resistencias en serie y en paralelo.

26 Formacion Universitaria — Vol. 6 N°2 - 2013



La Secuencia de Fibonacci y el Niumero de Oro en Ingenieria Eléctrica Figueroa

En la figura 1 se describe un circuito con una cantidad infinita de resistencias de igual valor R. Se puede
probar que el circuito equivalente es de la forma R,; = OR.

R R R R

a N MAN AN

€q

b

Fig.1. Circuito eléctrico de infinitas resistencias.

Para una primera demostracion inductiva se parte de un circuito de sélo 3 mallas, tal circuito se establece en
la figura 2a.

R R R R
a —AW— a AANV

;v‘v

Py

Py

v;.x

v;;*.
Py

b b
Fig. 2a.Circuito de 3 mallas. Fig. 2b. La ultima malla tiene dos resistencias en
serie las cuales estan en paralelo con su adyacente.

En la figura 2b, se aplica la férmula de resistencia equivalente para circuitos en paralelo, de tal forma que

1 1 1 2 12
— ==+ — RengR. ( )

8 v a ——ww-
< <
SR %R SR $ R
b b
Fig. 3a. Se observa el mismo proceso: dos Fig. 3b. Nueva configuracién resultante.

. . . 2
resistencias en serie (R +§R), las cuales
estan en paralelo con la adyacente.

La figura 3b permite determinar otra resistencia equivalente de la forma

. (13)

1 5
—=—+ Reg==R.
Req R 8

w>|3m| -

El proceso para resolver el problema de tres mallas tiene por ultimo las siguientes configuraciones.

R R
a —AAM— a

‘g s, R ‘é 3R

<

b — b
Fig.4. Resistencia equivalente para tres mallas.

Aplicando solucién a este ultimo se llega a
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5 13 (14)
Req=R+§R =§R .

21
En un circuito de cuatro mallas la solucion es Re =T3R . Se identifica la presencia de la serie de Fibonacci,

Woérner hace una demostracién con base a fracciones continuas, usando el hecho de que todo numero
irracional puede representarse como fraccién continua infinita, de tal forma que el nimero de oro se escribe

1 (15)
—

1
1+---

=1+
1+
1+

Para el caso del circuito de la figura 3b se puede expresar como

R (16)
= :1+#1:1+L1:1+%:§,
R 1+ — 1+ s 3
1+1 2 2
y por Ultimo para el circuito de la figura 4,
R a7)
eq:E=1+§=l+%=l+ 13=1+ 11 =1+ 11 :
R 8 8 —= 1+— 1+—2 1+ 1
S S 1+— 1+71
3 1+ —
1+1

Una demostracion mas formal es la efectuada en el libro de problemas olimpicos, ahi se propone separar el
circuito en dos secciones como se muestra en la figura 5.

R ’ R R R
a AAAA 0 a a’
Req R Req R R R
b o b’ b ©

Fig. 5. Otra forma abreviada para configurar el circuito de infinitas resistencias.

La parte derecha de la figura 5 sigue siendo una coleccion infinita de resistencias y tiene R,, pues es igual a
la figura 1. Tal situacién se puede representar como en la figura 6. Por tanto, puede plantearse de la
siguiente forma:

A _ 1, 1 _ RtRe _ RReq (18)
Req R Req RReq €4 R+Req
R .
ao AAAN a
Re R € Req
bo b’

Fig. 6. Circuito que contiene en la resistencia equivalente todas las demas.

Asimismo se define una nueva variable tal que R, =R + R.,. Considerando el lado derecho de esta
ecuacion como la resistencia equivalente buscada, entonces se tiene

2 19
Req = R + ot = 120 R% — RReq —R* =0 (19

R+Req R+Req
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Que al resolver ésta Ultima se llega a R., = @R. Falta la tarea de buscar los voltajes y las corrientes en cada
elemento del circuito.

Resistencia que ofrece al movimiento un cono truncado.

El problema aerodinamico de Newton para conos truncados, como el del lado izquierdo de la figura 7, la
solucion tiene una agradable sorpresa y es que se puede demostrar, segun Cruz et al. (2010), que el cono
de minima resistencia es aquel que se construye con proporciones aureas. En ese trabajo se encuentra una
funcién para representar la resistencia aerodinamica como a continuacion se describe en forma general.

Se supone que el cono permanece inmovil y las particulas se mueven hacia abajo con velocidad constante
v. Primero se analiza el caso de un cilindro de radio r y altura h, lado derecho figura 7, los momentos
lineales antes y después del choque seran p, = mvyp, = —mv .

7
. oy ’ . r , ’ . 7 . e
Fig. 7. Cono truncado y cilindro, este Ultimo es de mas facil y rapida solucion.
Con v = v. Solamente las particulas que se encuentran a una distancia menor a vAt de la base superior
del cilindro pueden chocar con ésta en el tiempo At. Sea p la densidad del medio y V es el volumen del

cilindro de radio r y altura vAT. Los autores definen R,;como la resistencia del cilindro y demuestran
claramente que esta dada por R, = 2mpv?r?.

Para el caso de un cono truncado de altura h con base inferior de radio r y base superior de radio x, las
colisiones pueden ocurrir en la base superior y en el costado. Lado derecho de la figura 8.

Sea R, la resistencia sobre la base superior y R, la resistencia sobre el costado, entonces se tiene la
resistencia total R x serdlasumade ambas R x = R; + R,.

s }_; :17:-17,

h R, [ !

D,

Fig. 8. El resultado del cilindro es util para resolver el cono truncado.

Cuando x =r setiene que R, =0 portanto R r = R.;; ademas usando el resultado para un cilindro, se
calcula en ese trabajo, que la resistencia de la superficie es R, = 2mpv?x?.

Para obtener la resistencia del costado R, se puede observar como las particulas que chocan contra el
costado del cono en un tiempo At son las que estan en un “cilindro” hueco, como el del lado izquierdo de la
figura 8, cuyo volumen es el mismo que el del cilindro hueco de altura vAt, de radio exterior ry radio
interior x. Bajo consideraciones similares al primer caso, agregando un andlisis de algebra y trigonometria
basica, una funcion tal que R, = 2mp 7> — x? v2cos?a.

Alsumar R; y R. se obtiene R x = 2mpv? x2+ r?—x? cos’a .
Usando la relacién del coseno en la figura 8,

r—x (20)

cosqt = —————— .
r—x 2+ h?
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Asimismo si se define K = 2mpv? se tiene entonces la funcién de la resistencia aerodinamica,

2
r—x (21)
Rx =K X2+ rz—xz —_—
r—x 2+ h?
Para buscar el cono truncado de minima resistencia se tiene que encontrar el valor minimo de R(x) en el
intervalo 0 < x < r. Equivale a encontrar el minimo de la Ec. (21). Para modificar un poco la funcién se
suma y resta h? en el numerador se tiene entonces,

r? — x? 22
fx =T2—h2T2+hz 0<x<r ( )

Y por lo tanto, minimizar f(x) para 0 < x < r equivale a maximizar
o rt—x? 0<x< (23)
9% = 21 n2 Sx<r.

Nuestra contribucién ahora puede ser planteada, se trata de generar un cono particular y poder facilitar el
célculo; por lo tanto, se propone una solucién con el método gréfico. De la ecuacién se establece un caso tal
que h =r =1, alsustituir en la Ec. (23), la funcién a derivar es

o 1-x? (24)
9% =1 %241
Primero se genera su graficaen 0 < x < 1, tal y como se muestra en la figura 9, que tiene un maximo entre
0.30 y 0.40. Al derivar la Ec. (24) e igualar a cero, problema que equivale a buscar la raiz de la ecuacion
derivada. Aplicando los comandos apropiados de Matlab, se obtiene el cero de la funcién.

dg x _ 2x%2—6x+2 _ _ (25)
ax = xi—axirexi-toxea O x =0.3820.

Si se grafican la ecuacion (24) y (25), se observa su validez en la figura 10.

dgix)idx

02 04 06 0g 1

‘0 4 06 08

Fig. 9 Grafica de g(k)con un maximo

cerca a 0.40 Fig. 10. Se observa la raiz cerca a 0.40

Para construir un cono de altura H y base de radio r , que al truncarlo a la altura h produzca un cono de
minima resistencia, se procede de acuerdo a la figura 11. Es facil determinar que la altura H debe estar
dada por

(26)

. 1+ 5
Sise hace h =r, entonces H=1r.Con 1= -5

Para el caso del cono de dimension particular »r =1, h =1, se utiliza a la figura 11, donde se puede
observar como la dimension del rectangulo aureo es consistente con el caso particular. Por tanto, el cono de
minima resistencia posee dimensiones aureas. En la figura 12 se presenta el rectangulo del caso particular
propuesto.

30 Formacion Universitaria — Vol. 6 N°2 - 2013



La Secuencia de Fibonacci y el Niumero de Oro en Ingenieria Eléctrica Figueroa

Tr

h 7

Fig. 11. Método de construccién de un rectangulo aureo.

0.618

0.38

58.28°

Fig. 12. Rectangulo aureo que prueba la validez del método reportado

Ahora otra forma de corroborar el resultado es usar el angulo de un rectangulo aureo, donde se puede
observar que tan(90° —58.28°)=1/¢4 ; la tarea siguiente es demostrar el resultado sin Matlab, es decir
mediante andlisis algebraico.

DISCUSION DE RESULTADOS

De los resultados analizados para cada problema se obtiene un analisis complementario de los autores
consultados. En el circuito de la escalera semi-infinita de resistencias 6hmicas, la solucién inductiva puede
conectarse con el uso de representacion en fracciones continuas que hace Worner. En la solucién del
problema olimpico faltan eslabones por probar, principalmente al construir la ecuacion de segundo grado.
También es posible resolver el problema si se tiene una fuente de voltaje. En otras referencias hay
tratamientos de ese tipo. Queda pendiente el calculo de energia e intensidad en todo el circuito.

En el problema del cono truncado de minima resistencia se presenta un analisis, con base al método de
Jaime Cruz Sampedro. Nuestra aportacion prueba la validez de la propuesta aplicando su resultado a un
caso particular, esto nos permite facilitar el calculo de la derivada; ademas, posibilita graficar y verificar
mediante una tarea numérica la veracidad de las formulas consultadas. Es importante en este caso efectuar
todas las demostraciones generadas en la obra de consulta, pues constituye una leccion ejemplar. La tarea
faltante es probar la ecuacién (21), (22) y (23) mediante un camino diferente.

CONCLUSIONES

La divergencia de ideas entre Falbo, Markowsky y Stakhov, tiene efectos positivos en el estudio del tema
pues los primeros logran despojar el halo magico atribuible; sin embargo, es deseable que prospere la
fundamentacién de las mateméticas armoénicas, lo que implica un desafio mayor. Nuestro trabajo intenta
demostrar el papel creciente de la secuencia de Fibonacci en la didactica de la fisica y las mateméticas de
una manera agradable, por tanto se consideran los dos problemas con utilidad en ese contexto. El
problema del circuito puede extenderse, al hacer otras configuraciones de escaleras semi-infinitas de
capacitores o calculos de voltajes. Para el caso de aerodinamica, nuestro planteamiento se basa en la
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gréfica y la derivada resuelta. Nuestra colaboracion consiste en demostrar el resultado consultado. El valor
que maximiza la funcidn, se incluye al trazar un rectangulo aureo. Nuestro analisis tiene valor demostrativo
con uso de software. Es menester aclarar la posibilidad de salir del contexto newtoniano y explorar otros
métodos. Por ultimo, no soslayar el comentario de las habilidades matematicas formativas involucradas en
ambos ejercicios, y las oportunidades que se abren para invitar a explorar maravillas como los fractales de
Mandelbrot y el legado de Ramanujan.
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