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Resumo

Matematicos e fisicos foram encontrando ao longo dos tempos analogias
entre matematica e musica. Paralelamente, musicos tém-se suportado na
matematica para descrever a sua arte. Este artigo consiste numa
sistematizacéo das ligagbes entre conteudos matematicos e musicais. Os
conteudos musicais foram divididos nas seguintes tematicas: 1) Teoria e
andlise musicais, 2) Acustica e 3) Composi¢cao musical. Subsequentemente,
em cada uma destas tematicas, as associacdes a matematica foram
sistematizadas tendo em conta a organizacao dos Programas de Matematica
e respetivas Metas Curriculares do Ensino Bésico (3° ciclo) e dos Programas
de Matematica A e B do 11° e 12° anos do Ensino Secundario portugués:
Concluimos que os elementos e conceitos musicais que se associam..a
matematica distribuem-se pelas areas da Aritmética, Algebra, Trigonometria e,
em especial, Geometria.
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Introducao

A associagdo entre mulsica e matemética é conhecida desde a
Antiguidade (Garland & Kahn, 1995; Harkleroad, 2006; Walker & Don, 2013),
quando os pitagoricos exploraram a sua ligagao (Harkleroad, 2006). Ao longo
dos tempos, a musica tem vindo a acompanhar a Histéria da humanidade,
exercendo diferentes fun¢des. Encontra-se presente em todas as regides do
mundo, sendo transversal a culturas e épocas. Paralelamente, a matematica
também é universal, transpondo fronteiras culturais, histéricas e intelectuais
(Garland & Kahn, 1995). Embora a musica e a matematica possuam fungbes
dissemelhantes na sociedade, diriamos mesmo aparentemente opostas,
estdo mais relacionadas do que possa parecer (Beer, 2008). Ambas partilham
diversas variaveis, cujas ligacdes emergem entre determinados contetdos da
matematica e conteudos musicais. Apesar da presengca dos conceitos
matematicos na musica, estes encontram-se essencialmente no ambito da
teoria da musica e ndo na musica em geral (Bahna-James, 1991).

Matematicos e fisicos como Pitagoras, Euclides, V. Galilei, G. Galilei,
L. Euler e J. Kepler, entre outros, sentiram as analogias entre matematica e
musica. Por outro lado, os musicos recorreram a matematica para descrever
a sua arte, tais como J.-P. Rameau, J. S. Bach, F. Chopin, A. Schéenberg, J.
Cage e I. Xenakis, entre outros (Rothstein, 2006). A musica grega
desempenhou um papel importante na evolugdo da matematica pura.
Pitagoras protagonizou as experiéncias efetuadas no monocérdio,
destacando-se a constru¢do da escala musical com base nas razdes perfeitas
entre numeros naturais (Rodrigues, 2006). No tempo de Pitagoras, os estudos
das propor¢bes e razdes harmonicas estabeleceram a esséncia da masica.
Porém, no final da Idade Média, esta perspetiva foi perdendo relevancia a
medida que a musica se foi tornando mais complexa (Beer, 2008).

A divisdo das ciéncias matematicas em quatro partes pertence a
escola pitag6rica: Aritmética, Geometria, Musica e Astronomia. Com base
nesta categorizacdo estabeleceu-se o Quadrivium, parte fundamental das
sete artes liberais do curriculum medieval, que se completa com o Trivium
(Gramética, Dialética e Retdrica) (Devlin, 2002; Monteiro, 2012; Rodrigues,
2006). No contexto do Quadrivium a masica assumiu uma posicao relevante.
A permanéncia do Quadrivium na Peninsula Ibérica nas universidades
(portuguesa e salmantense) e mosteiros (Santa Cruz de Coimbra, S&o
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Vicente de Fora de Lisboa e Santa Maria de Ripoll, entre outros) deu-se até
finais do século XV e decénios do XVI, para além da presenga noutros paises
(Monteiro, 2012).

De facto, matematica e mausica tém interagido até ao presente
(Harkleroad, 2006). No decurso do século XX, a linguagem musical foi
matematizada (Lima, 2006), surgindo ideias matematicas usadas pelos
compositores como ferramentas basicas, desde a linha dodecafénica de A.
Schéenberg e os quadrados méagicos de P. M. Davies até ao uso da teoria dos
grupos, fractais e superficies geodésicas por |. Xenakis (Cross, 2006;
Rothstein, 2006).

Nao obstante alguns estudos identificarem ligagbes entre matematica
e musica, carece-se de literatura que elenque de forma sistematica estas
relacbes abarcando simultaneamente outros dominios, tais como os
programas escolares. Para além do estudo de Kells (n.d.), que fornece alguns
exemplos a partir do documento Curriculum Focal Points for Prekindergarten
through Grade 8 Mathematics da National Council of Teachers of Mathematics
(2006), ndo nos foi possivel encontrar outros estudos que compendiassem
aquelas associagbes combinadas com programas ou recomendacgdes sobre
organizagdo de programas escolares de matematica. Deste modo, a
sistematizacéo que elabordmos, e que é objeto deste estudo, é de nossa
exclusiva autoria. Pretendemos, assim, constituir e contribuir com uma sintese
de associagbes que sirva de base de trabalho para investigagées futuras que
se debrucem sobre as ligagdes entre matematica e musica. Entre as possiveis
areas de intervencdo destacamos o ensino e a aprendizagem da matemética
por meio de aulas integradas de matemética e musica, assim como a
associagao entre aprendizagem musical e desempenho matematico.

No seio da tematica das aulas integradas de matematica e musica,
alguns estudos tém verificado que as licdes que visam a inclusédo de
atividades musicais nas aulas de matematica tém efeitos positivos na
aprendizagem desta disciplina (An, Kulm, & Ma, 2008), dado o ensino
integrado ser desenhado através das ligagbes entre conteddos das duas
areas (Still & Bobis, 2005). Exemplificando, no estudo de An e colaboradores
(2008) foram selecionados aleatoriamente 35 alunos do 6° ano de
escolaridade e submetidos a sessbes de matematica de 90 minutos com
musica integrada. Os estudantes aprenderam a compor musica pop e
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recorreram a notacgao gréafica com o intuito do ato de composicéo ser baseado
em regras matematicas simples. Como resultados, os autores observaram
uma melhoria nos alunos ao nivel da atitude e crenca relativamente a
aprendizagem da matematica. Mais recentemente, An, Tillman, Boren, e
Wang (2014) conduziram uma investigacdo com pré e pés-teste em criancas
do 3° ano do Ensino Basico, com grupo experimental (classe de alunos com
licdes integradas de musica e matematica) e grupo de controlo (classe
equivalente de alunos, mas apenas com aulas de matematica convencionais),
para avaliar e comparar as suas disposi¢cbes para aprender matematica. Os
grupos eram semelhantes no pré-teste no referente as variaveis em estudo.
Porém, as medi¢cbes no pOs-teste mostraram que, apés a intervengdo com
aulas integradas no grupo experimental, estes alunos obtiveram pontuagdes
mais elevadas em crengas, atitude, utilidade, sucesso e confianga. Numa
andlise referente apenas ao grupo de estudantes de musica, as mudancgas
das disposi¢des para a matematica do pré para o pds-teste revelaram uma
subida significativa nas seis medidas (motivacao, atitude, crencgas, utilidade,
confianca e sucesso; efeitos experimentais classificados de médios a
elevados). Os autores recomendam aos professores que dinamizem
atividades musicais como contexto de aprendizagem da matematica, criando-
se assim um ambiente de aprendizagem aliciante e agradavel, conducente a
melhorias nas disposicbes para aprender matematica. Adicionalmente, e na
continuagdo da mesma linha de investigagéo, An e Tillman (2015) concluiram
que "the students’ mathematics achievement improved throughout the music
mathematics lesson interventions" (p. 56). Num estudo dedicado ao modo
como os professores integram atividades musicais nas aulas convencionais
de matematica dos 1° e 3° anos do Ensino Basico, An, Capraro e Tillman
(2013) mostraram que esta integragéo conduziu a resultados positivos em
diversas aptiddées matematicas, designadamente ao nivel do sentido
numeérico, algebra, fungdes, medida, geometria, estatistica, analise de dados,
probabilidades e raciocinio matematico.

Paralelamente a area de investigagdo agora apresentada, referimos
outra que respeita aos contributos da aprendizagem musical no desempenho
académico, em particular matematico. De forma abrangente, os estudos
apontam para uma associagdo positiva entre ambas as areas (Cabanac,
Perlovsky, Bonniot-Cabanac, & Cabanac, 2013; Helmrich, 2010; Hille &
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Schupp, 2015; Schellenberg, 2006; Southgate & Roscigno, 2009). E de
realcar que € possivel continuar a observar uma associagdo positiva entre
aprendizagem musical e performance matematica mesmo quando se controla
o efeito do desempenho matematico prévio (Helmrich, 2010; Southgate &
Roscigno, 2009), da inteligéncia (Schellenberg, 2006) e do nivel
socioeconomico (Hille & Schupp, 2015; Southgate & Roscigno, 2009).

Face ao exposto, o presente artigo tem por objetivo apresentar
ligacbes entre conteldos da matematica e conteudos musicais. Em particular,
pretendemos sistematizar associa¢des entre topicos/temas ou dominios de
contetdos matematicos e elementos/conceitos musicais tendo por base os
Programas de Matematica dos Ensinos Basico (3° ciclo) e Secundario
portugueses.

Metodologia

O artigo consiste numa analise qualitativa da literatura que identifica
ligacGes entre matematica e musica, e posterior sistematizacéo da relagcao
entre conteudos da matematica e conteudos musicais. Os procedimentos
adotados que permitiram constituir as bases para a identificagcdo e exame das
relagbes entre conteddos matematicos e musicais foram os seguintes: (1)
pesquisa de artigos e livros em repositérios de bases bibliogréaficas (e.g., B-
on, Web of Knowledge, Emerald, Ebsco), usando a palavra-chave no titulo e
no abstract "Matemética e Musica", e (2) consulta de artigos e livros centrados
na musicologia histérica e sistematica (Duckles et al., 1980); os
procedimentos (1 e 2) permitiram revelar ligagdes intrinsecas entre
matematica e musica no ambito das tematicas da Teoria e analise musicais,
Acustica e Composicdo musical. Seguidamente, procedeu-se a
sistematizacdo das relagbes entre matematica e musica atendendo a
organizacdo por: a) dominios de contelddos matematicos e contetdos
matematicos do Programa de Matematica do Ensino Basico (3° ciclo) (Ponte
et al.,, 2007), e respetivas Metas Curriculares definidas pelo governo
portugués para o Ensino Béasico da Matematica (Bivar, Grosso, Oliveira, &
Timo6teo, 2012); e b) topicos e temas matematicos dos Programas de
Matematica A e B dos 11° e 12° anos do Ensino Secundario portugués (Silva,
Fonseca, Martins, Fonseca, & Lopes, 2002a, 2002b, 2002c, 2002d).



276 | Carlos dos Santos-Luiz et al.

No ambito deste trabalho, a palavra "musica" & usada no contexto da
musica erudita Ocidental, ou seja, no sistema musical utilizado na Europa
Ocidental e Américas (Grout & Palisca, 1994).

Resultados

Expomos a ligagéo entre conteudos matematicos e musicais repartidos
por trés tematicas musicais e que identificamos no &mbito das Teoria e analise
musicais, Acustica e Composi¢cdo musical. Em cada secg¢éo fazemos uma
sintese dessa relacdo apresentando a literatura em que nos suportdmos.
Finalizamos com uma exposicdo em quadro, que sistematiza as ligacbes
entre conteudos da matematica e conteudos musicais segundo os Programas
de Matematica dos Ensinos Basico (3° ciclo) e Secundario portugueses.

Teoria e analise musicais

No que concerne a teoria e analise musicais, o vinculo entre conteudos
da matematica e conteludos musicais & exposto sob varios aspetos na
literatura, a seguir elencados:

(a) os intervalos musicais estdo associados a relagbes numéricas e
proporcdes (Beer, 2008; Benson, 2008; Ferreira, 2005; Harkleroad,
2006; Henrique, 2014; Miller, Vandome, & McBrewster, 2010;
Wright, 2009), a operacdes aritméticas (adicdo, subtracéao,
multiplicacéo e divisdo) (Benson, 2008; Ferreira, 2005; Miller et al.,
2010; Rodrigues, 2006; Wright, 2009), a logaritmos (Benson, 2008;
Miller et al., 2010; Wright, 2009) e a exponenciais (Wright, 2009); e,
ainda, aos numeros racionais nas escalas Pitag6rica e Natural
(Benson, 2008; Wright, 2009), aos numeros racionais nas escalas
temperadas (Mesotonica e Temperamento igual), aos nimeros
irracionais nas escalas temperadas (Mesotdnica e Temperamento
igual) (Benson, 2008; Wright, 2009) e ao tritono (Rothstein, 2006);

—
O
-

as escalas Pitagérica, Natural e Mesotdnica ligam-se com as
relacbes numéricas e propor¢des (Beer, 2008; Ferreira, 2005;
Harkleroad, 2006; Henrique, 2014; Miller et al., 2010; Wright, 2009)
€ 0s numeros racionais (Wright, 2009);
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(c) as escalas temperadas (Mesotonica e Temperamento igual)
associam-se com 0s numeros irracionais (Beer, 2008; Wright,
2009) e os numeros racionais (Wright, 2009);

(d) os acordes ligam-se com as relagbes numéricas e proporgdes
(Beer, 2008; Rothstein, 2006);

(e) a harmonia relaciona-se com os mdltiplos inteiros (Beer, 2008) e as
relagbes numéricas e proporgcdes (Beer, 2008; Ferreira, 2005;
Harkleroad, 2006; Miller et al., 2010; Rothstein, 2006; Steinhaus,
1969);

(f) o timbre associa-se a fungbes trigonométricas (Harkleroad, 2006;
Wright, 2009).

A afinidade estrutural entre misica e matematica é visivel quando
fazemos uma analise relativa a representacdo simbolica e de padrdo. Na
execugdo de uma partitura, um musico tem de reconhecer simbolos proprios
e, seguidamente, converté-los numa agéo motora. De forma idéntica, a tarefa
da mateméatica consiste numa representacdo de padrbes, assim como de
relagbes, através de simbolos personalizados (Bahr & Christensen, 2000).
Deste modo, a matemética e a musica usam um sistema de notagéo
especializado (Wollenberg, 2006).

A representacgéo grafica da musica faz-se por meio de notagéo musical
numa partitura, sendo que os conceitos matematicos estdo evidentes na
sequéncia das notas em fungéo do tempo (melodia e ritmo). Isto &, na partitura
musical, a sucessao realizada da esquerda para a direita (eixo dos xx)
representa a passagem do tempo (ritmo/duragcdo), ao passo que o eixo
vertical (eixo dos yy) reproduz a melodia (altura do som/frequéncia). No caso
da matematica, o tempo é vulgarmente parametrizado pelo eixo horizontal
(eixo dos xx) (Bahr & Christensen, 2000; Rothstein, 2006; Wright, 2009).
Assim, o processo de leitura de musica tem paralelismo com o uso de graficos
por matematicos (Bahr & Christensen, 2000). Saliente-se, ainda, que as
notagcbes musical e matematica possuem configuragdes muito abstratas
(Devlin, 2002). Ao especificarmos o caracter simbolico da notacdo musical,
emergem conceitos associados ao tempo/duracdo (pulsagéo, figuras
musicais/duracdo das notas/sons, pausas, pontos de aumentacéo, ligaduras,
barras e compassos), ao ritmo (acentuagdo e agrupamento das notas em
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tempos) e a altura do som (claves, pentagrama e nota/frequéncia) que
integram um espaco musical bidimensional, ou seja, de altura do som e de
tempo (Geometria da musica) (Bahr & Christensen, 2000; Harkleroad, 2006;
Hodges, 2006; Nisbet, 1991; Rothstein, 2006; Wright, 2009). Adicionalmente,
Hodges (2006) propde a intensidade do som/sensacao de intensidade como
pretendente a terceira dimensdo do espago musical, a qual & observavel na
partitura através dos sinais de dindmica (sinais de gradacéo de intensidade).

Sistematizando o agora mencionado, a associag¢ao entre contetdos da
matematica e conteldos musicais emerge da seguinte forma:

(a) o tempo associa-se com relagdes numeéricas, proporgdes racionais

e proporg¢éao irracional/proporgéo dourada (Ferreira, 2005);

(b) a duragdo das notas (figuras musicais)/sons relaciona-se com

multiplos inteiros (Scimemi, 1999), relagcbes numéricas (Scimemi,
1999), proporcbes (Wright, 2009) e operagdes aritméticas nas
notas (multiplicagéo e divisao) (Miller et al., 2010), notas e pausas
(adicdo, multiplicagédo e divisdo), tercina (diviséo) e ligaduras de
prolongacao (adi¢éo) (Wright, 2009);

(c) os compassos ligam-se a relagbes numéricas (Nisbet, 1991);

(d) o ritmo associa-se com rela¢gdes numéricas e propor¢oes (Ferreira,

2005);

(e) a nota musical/som/frequéncia/altura do som liga-se com multiplos

inteiros (Benson, 2008; Harkleroad, 2006; Miller et al., 2010),
operagdes aritméticas na Escala do Temperamento igual
(multiplicacdo e divisdo) (Miller et al.,, 2010), funcbes
trigonométricas (Harkleroad, 2006; Wright, 2009) e logaritmos
(Benson, 2008; Everest & Pohimann, 2015; Howard & Angus, 2009;
Wright, 2009);

a intensidade/sensacdo de intensidade relaciona-se com

logaritmos (Benson, 2008; Everest & Pohlmann, 2015; Henrique,
2014; Howard & Angus, 2009).

No que se refere aos padrdes geométricos/musicais ("frisos") e aos
motivos musicais classificados pelas suas simetrias, assim como as séries de
12 sons, como elementos integrantes de composi¢cdes musicais de certos
compositores, 0s mesmos enquadram-se no dominio das ideias geométricas



Relacéo entre matemética e musica | 279

(Bahr & Christensen, 2000; Benson, 2008; Harkleroad, 2006; Hodges, 2006;
Rothstein, 2006; Simdes, 1999, 2006; Wright, 2009). A titulo de exemplo de
obras e compositores citem-se: fugas de J. S. Bach (Hodges, 2006), Sonata
n° 2 em Fa M para piano, KV 280, de W. A. Mozart (Simbes, 2006), Le courlis
cendré do Catalogue d’oiseaux de O. Messiaen (Hodges, 2006) e Concerto
para piano e orquestra, Opus 42, de A. Schéenberg (Simdes, 1999).

Segundo Wright (2009), o conceito de simetria aplica-se em musica
associado aos fendmenos de transformacado (repeticdo de padrdes) e de
repeticdo de seccdes. Nas transformacgdes encontramos a transposicéo, a
retrogradagcdo e a inversdo (Harkleroad, 2006; Hodges, 2006; Rothstein,
2006; Scimemi, 1999; Simdes, 2004, 2006; Wright, 2009) em varias obras, tais
como nas de compositores de musica de 12 sons (ex., A. Schéenberg e M.
Babbitt). No que diz respeito a repeticdo de secgdes, a palavra simetria €
aplicada ao conceito de forma musical (Benson, 2008; Hodges, 2006; Wright,
2009), como é o caso da forma binaria (AABB) e da forma ternaria (ABA)
(Wright, 2009). Estas tematicas remetem-nos para a composicdo musical,
adiante abordada.

Os numeros de Fibonacci (sequéncia de numeros inteiros) e o0 nUmero
de ouro sdo conceitos matematicos também interessantes (Beer, 2008;
Harper, 2007), apesar de Wright (2009) mencionar que a associa¢do entre
matematica e musica através destes contelidos parece distante. No entanto,
alguns estudiosos encontraram o numero de ouro em pecgas musicais,
nomeadamente ao nivel da composicdo musical (ex., divisbes formais e
desenvolvimento de uma linha melédica) (Ferreira, 2005; Garland & Kahn,
1995). Como exemplo, este conceito foi observado em determinadas sonatas
de D. Scarlatti (Harper, 2007), entre outras obras.

Acustica

Na mdusica, durante o século XVII, ocorreu um processo de mudanca
no sentido da mesma mudar de ciéncia para arte, apesar de manter um
vinculo com as duas areas. E possivel encontrar varias ligagdes entre ciéncia
e musica neste periodo. Foi no século XVII que se iniciou a ciéncia acustica
moderna, considerada a ciéncia do som (Wollenberg, 2006).
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A musica é uma arte que usa o som (Miller et al., 2010), sendo que este
€ considerado a matéria-prima da musica e o fundamento da sua estrutura
(Henrique, 2014). Na produc¢éo, propagac¢éo e percec¢éo do som e da musica
encontramos relagbes sonoras e simbdlicas que podem ser relacionadas com
as ciéncias matematicas (Lima, 2006; Rodrigues, 2006). Através da fisica
concretiza-se um contacto evidente entre matematica e musica. Por outro
lado, a vertente acustica da musica recorre a andlise por meio da matematica
(Harkleroad, 2006; Henrique, 2014). Adicionalmente, Henrique (2014) refere
que a acustica musical, ao ser uma area de carater cientifico, necessita da
fisica e da matematica para abordar com rigor a maioria dos temas que dela
fazem parte.

De seguida, recorrendo a literatura especifica, mencionamos alguns
trabalhos que focam conteudos e temas no circulo da acustica musical.
Henrique (2014) expde uma panoplia de assuntos, dos quais se destacam os
fundamentos fisicos do som, a acustica dos instrumentos musicais
(cordofones, aerofones, membranofones e idiofones), a acustica de salas, a
percecao dos sons musicais, e a afinagcdo, intervalos, escalas e
temperamentos. Sempre que possivel, o autor explora a associacédo entre
matematica, fisica e musica. O trabalho de Bibby (2006) explana também os
temas da afinagéo e temperamento, reportando que na Grécia Antiga os sons
musicais considerados consonantes associavam-se a relagdes numéricas
simples. O autor analisa esta questéo associada a transposicao musical até a
adogdo da Escala do Temperamento igual. Ainda na esfera da tematica da
afinacédo, escalas e temperamentos, Harkleroad (2006), Benson (2008) e
Walker e Don (2013) apresentam e comparam determinados sistemas de
afinacdo. Para além do ja mencionado por Wright (2009) acerca dos intervalos
musicais, o autor foca também a medicdo destes através dos cents, assim
como a conversao dos cents em relacdo mateméatica e a converséao da razao
de um intervalo musical em cent. Entre outros aspetos abordados,
encontramos a aplicacdo da escala logaritmica a altura do som, bem como a
associagao de funcgdes peridédicas a Trigonometria. O trabalho de Benson
(2008) expde uma série de assuntos onde € possivel observar uma ligagéo
com a matematica, particularmente no que se refere a caracterizagdo do som
puro, a analise de Fourier, a teoria da consonancia e dissonancia, aos
instrumentos musicais, a musica digital e a sintese de sons musicais. De
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modo semelhante, Walker e Don (2013) fornecem informac&o sobre sintese
de audio digital. Taylor (2006) descreve varios temas dedicados a fisica do
som, aos fendbmenos acusticos, a psicoaclstica e a aspetos associados a
acustica dos instrumentos musicais. Henrique (2006) aborda igualmente os
instrumentos, expondo 0s aspetos lineares e ndo-lineares concernentes ao
comportamento dos mesmos do ponto de vista fisico. A acustica do espaco,
sendo este considerado um prolongamento do instrumento musical, € relatada
por meio dos painéis de Schroeder, os quais sdo fundamentados na teoria dos
nameros.

Composicao musical

No ambito da composicdo musical, a matematica pode assumir uma
fungéo relevante. Apesar de muitos compositores terem construido obras
tendo por base aspetos puramente musicais, as mesmas pecas podem
também ser descritas segundo principios matematicos. Como exemplos,
refira-se a técnica de transposicdo aplicada a um determinado padréo
musical, como no caso da melodia da primeira marcha Pomp and
Circumstance de E. Elgar, ou da combinacdo da transposicdo com outras
operagcbes. Neste Ultimo caso, mencione-se Das Musikalische Opfer (A
Oferenda Musical) de J. S. Bach, em que a segunda metade da pecga consta
da primeira metade mas tocada de forma retrograda. Noutras situagdes, o0s
compositores usaram a matematica de forma explicita nas composicdes
musicais (Harkleroad, 2006). Rafael (2006) chega a referir que uma
composicdo musical pode ter um resultado interessante mesmo que seja
baseada em elementos matematicos simples.

Como supradito, a presenca da matematica na composi¢cdo musical
apenas se impds no século XX (Lima, 2006). Deste modo, e ao longo do
tempo, o proprio conceito de musica foi sendo ampliado paralelamente ao
alargamento dos horizontes no campo da composicdo musical (Henrique,
2014). A. Schénberg foi o primeiro compositor que aplicou de forma evidente
a matematica na composicdo musical, nomeadamente por meio do
dodecafonismo, um método de composigcdo com 12 sons (Lima, 2006).
Contudo, "o primeiro grande caso na historia da musica onde a composi¢céo
musical estd (...) associada a acustica, a musicologia, a filosofia e as
matematicas é o de lannis Xenakis, que realizou (...) uma sintese genial entre
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arte e ciéncia" (Lima, 2006, p. 46). Outro compositor de aplicagcdo explicita da
matematica na composicdo musical é M. Babbitt, utilizando a teoria de grupos
de um modo muito complexo (Harkleroad, 2006).

Refira-se o trabalho de determinados investigadores onde é possivel
encontrar alguns aspetos que associam a matematica a composi¢cao musical.
Comecando por Rafael (2006), o autor declara que "ao nivel da composicao,
as relagbes mais importantes, entre a matematica e a musica, encontram-se
essencialmente ao nivel das alturas (...), ao nivel dos timbres (...), mas
também fundamentalmente ao nivel dos ritmos, duragdes e forma (temporal)"
(pp. 116-117). Grattan-Guinness (1999) aborda a utilizagdo da numerologia
em pecgas musicais de W. A. Mozart e de L. van Beethoven, bem como da
gematria em obras de W. A. Mozart. Simdes (1999, 2001, 2002, 2004), numa
série de trabalhos, descreve algumas regras de composicao propostas por
determinados compositores no decurso do século XX, sendo que estas regras
podem ser expressas em termos matematicos. De modo idéntico, algumas
propriedades musicais resultam daquela representacdo matemética. A autora
apresenta as regras de composi¢cdo no seio da musica dodecafénica, do
serialismo integral, da musica minimal e da musica estocéastica. Harkleroad
(2006) relata diversas técnicas de composi¢cdo musical. Analisa técnicas
usadas para variar temas, assim como alguma matemética que permite
compreender a forma como essas técnicas se encontram relacionadas entre
si, como acima aflorado. Cite-se a transposicdo, a inversdo ou a
retrogradacéo de um determinado padrdo musical, bem como a composi¢ao
por meio de 12 sons aplicando ou n&o a teoria de grupos. Do mesmo modo,
Oliveira (2009) utiliza a matematica explorando a teoria de grupos. Harkleroad
(2006) consagra, ainda, um capitulo ao modo como certos compositores
utilizam a aleatoriedade e a probabilidade. Através da analise de obras,
Patriarca (2006) apresenta a mausica espectral como um sistema
composicional relevante do final do século XX e inicio do século XXI, o qual
utiliza a série de harmonicos. Expde também a aplicacao de fractais no ambito
da composicao espectral.

Na secc¢éo seguinte apresentam-se em quadro os resultados analiticos
acima expostos, que reportam as relagbes existentes entre mateméatica e
musica identificadas na literatura. Pretende-se que cada quadro sistematize
as ligacOes entre conteudos da matematica e contetdos musicais seguindo
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os Programas de Matematica do 3° ciclo do Ensino Bésico (e respetivas
Metas Curriculares) e do Ensino Secundario.

Sistematizacao dos resultados de acordo com os programas
nacionais de matematica dos Ensinos Basico (3° ciclo) e
Secundario

O Quadro 1 foi elaborado a partir da associagdo dos dominios de
conteudos matematicos e contetdos matematicos do Programa de
Matematica do Ensino Basico (3° ciclo) (Ponte et al., 2007) e das Metas
Curriculares (Bivar et al., 2012) com os elementos e conceitos musicais
mencionados na bibliografia especializada supracitada. O Quadro 2 resultou
da combinacdo dos topicos e temas matematicos dos Programas de
Matematica A e B dos 11° e 12° anos do Ensino Secundario (Silva et al.,
2002a, 2002b, 2002c, 2002d) com os elementos e conceitos musicais
igualmente mencionados na literatura supradita. Foram excluidos dos
quadros os conteddos matematicos que ndo pertencem aos Programas de
Mateméatica dos Ensinos Basico e Secundario portugueses, apesar desses
conteudos terem sido identificados nas rubricas anteriores.
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Quadro 1- Relacao entre dominios de conteudos matematicos
provenientes do programa e metas curriculares de matematica do
Ensino Basico, e elementos/conceitos musicais

Dominio de Contetidos — Numeros e Operagées (NO)

Conteludos matematicos

El

Numeros naturais

Relages numéricas

Nota/som/frequéncia/altura do som
Intervalos

Acordes

Harmonia

Escalas Pitagérica, Natural e Mesoténica
Tempo

Duragé&o das notas (figuras musicais)/sons
Ritmo

Compassos

Nameros inteiros (7+)

Intervalos

Mudiltiplos inteiros

Harmonia
Nota/som/ffrequéncia/altura do som
Durac&o das notas (figuras musicais)/sons

Ndmeros reais

NUmeros racionais

Intervalos (Escalas Pitagérica, Natural e Mesoténica)
Intervalos (Escalas temperadas — Mesoténica e Temperamento igual)
Escalas Pitagérica, Natural e Mesoténica

Numeros irracionais

Intervalos (Escalas temperadas — Mesoténica e Temperamento igual)
Escalas temperadas — Mesoténica e Temperamento igual
Tritono

Aritmética/Operagdes aritméticas

Adigéo Intervalos
Duragédo das notas (figuras musicais)/sons/pausas
Ligaduras de prolongagédo
Subtragao Intervalos
Multiplicag&o Nota/som/frequéncia/altura do som
Intervalos
Duragédo das notas (figuras musicais)/sons/pausas
Divisao Nota/som/frequéncia/altura do som

Intervalos
Duragé&o das notas (figuras musicais)/sons/pausas
Tercina

Dominio de Conteuidos — Geometria e Medida (GM)

Conteudos matematicos

Elementos/conceitos musicais

Transformacdo geométrica

Transformagdo e repelicao de secgoes

Simetrias

Isometrias simples — translagdes, reflexdes e rotagdes
Padrdes geométricos que envolvem simetrias

Frisos

Lugares geométricos (mapas)

Padrées musicais (“frisos”) e motivos musicais classificados pelas suas
simetrias — transposigao, retrogradagéo e inverséo

Séries de 12 sons (dodecafonismo)

Forma musical

inio de Conteuidos — Algebra (ALG)

Conteudos matematicos

Elementos/conceitos musicais

Proporgdes racionais

Intervalos

Acordes

Harmonia

Escalas Pitagérica, Natural e Mesotonica
Tempo

Duragéo das notas (figuras musicais)/sons
Ritmo

Sequéncias (Numeros de Fibonacci e Numero de ouro)

Forma musical (divis&o da)

Linha melédica (desenvolvimento de uma)
Tempo

Ritmo (mudancas de)
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Quadro 2 - Relacao entre tépicos/temas matematicos, provenientes dos
programas de matematica A e B dos 11° e 12° anos do Ensino
Secundario, e elementos/conceitos musicais

Tema - Fungbes

Tépicos matematicos Elementos/conceitos musicais
Fungdes trigonométricas (trigonometria) Nota/som/frequéncia/altura do som
Timbre

Fungdes exponenciais e logaritmicas (logaritmo) |Nota/som/frequéncia/altura do som
Intervalos
Intensidade/sensagéo de intensidade

Discussao e conclusoes

Com o presente artigo pretendeu-se contribuir para o entendimento
abrangente da ligagédo entre "ciéncia do numero" e "arte dos sons", ou seja,
entre matematica e mdusica. Especificamente, procurou-se apresentar
conteudos matematicos e musicais que apontam para esta relagéo.

Os contedudos matematicos e musicais foram identificados em trés
tematicas musicais no seio da musicologia historica e sistematica, ou seja, ao
nivel da Teoria e andlise musicais, Acustica e Composicdo musical. Como
acima mencionado, Bahna-James (1991) considera que as semelhancas
entre matematica e musica ocorrem sobretudo ao nivel da teoria musical. O
nosso estudo encontra-se em linha com o deste autor, dado termos
identificado a maioria das associagdes no ambito desta temética.
Adicionalmente, Bahna-James (1991) reporta que a correlagdo entre
matematica e teoria musical € maior quando a matematica & considerada a
um nivel elementar, designadamente no que toca & Aritmética, & Algebra e a
Geometria.

Da sistematizacdo das ligagcdes entre conteldos matematicos e
musicais segundo a organizac¢édo dos Programas de Matematica do 3° ciclo do
Ensino Basico (e respetivas Metas Curriculares) e do Ensino Secundario,
sobressairam quatro areas da matematica, isto é, a Aritmética, a Algebra, a
Trigonometria e, especialmente, a Geometria. No nosso estudo, foi possivel
identificar uma série de contelidos matematicos e musicais que se enquadram
no tema da Geometria e que tornam a relacdo entre matematica e musica
muito percetivel, concretamente no que toca a ligagdo da transformacéo
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geométrica (conteudos matematicos) com a transformacado e repeticéo de
secgOes (elementos e conceitos musicais). Um dos conteludos refere-se aos
padrdes, aspeto que Bahr e Christensen (2000) consideram importante na
sobreposicdo da matematica com a musica, como acima mencionado. Tanto
a musica como a matematica utilizam simbolos e desenvolvem padrbes
(musicais no caso da musica e numéricos no referente a matematica) e
ambas baseiam-se em construgbes abstratas (Bahr & Christensen, 2000;
Devlin, 2002). A compreensdo do simbolismo e dos padrbées € crucial as
tarefas dos musicos e & uma regra usada na resolugdo de problemas
matematicos (Bahr & Christensen, 2000). Segundo estes autores,

(...) the more advanced the musician becomes, the greater is their capacity for
comprehension of complexity, and the requirement to decipher and act upon the
presentation of these abstract symbols. (...) As for the musician, as a
mathematician becomes more advanced their capacity to abstract from and
comprehend complex symbolic representations increases (Bahr & Christensen,
2000, p. 192).

Concretamente, o sistema de notagdo musical ao ter uma
representacao simbdlica (Bahr & Christensen, 2000) tenta retratar os
fenébmenos auditivos de um modo espacial, permitindo aos musicos a
exploragdo da associagcdo visdo-audigdo (Harkleroad, 2006). Os aspetos
relacionados com o tempo e a altura do som correspondem a duas dimensbes
do espaco musical (Geometria da musica) e encontram-se registados por
meio de um sistema de representacao escrita denominado partitura (Hodges,
2006). Para além da representagdo simboélica, uma composicdo musical
(Lewin, 2011; Rothstein, 2006), assim como a matematica (Rothstein, 2006),
explora o espaco através de uma topologia propria (Lewin, 2011; Rothstein,
2006). No caso especifico da musica refira-se, como exemplo, os fenbmenos
de transformagédo de melodias, por meio de padrbes e motivos musicais,
operados por compositores que utilizaram abundantemente ideias
geomeétricas, tais como J. Desprez, J. S. Bach, L. van Beethoven, B. Bartdk e
A. Schéenberg (Hodges, 2006).

Além desta ligagdo da musica com a Geometria, concluiu-se também
pela existéncia de associacbes entre um conjunto de conteudos da
matematica e conteldos musicais que se enquadram na esfera de outras
areas da matematica, tais como a Aritmética, a Algebra e a Trigonometria. As
areas tematicas da Aritmética, da Geometria e da Trigonometria tinham sido
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ja identificadas por Santos-Luiz (2007). Ao nivel de uma analise mais fina, isto
é, da ligagdo entre alguns conteldos matematicos e musicais, 0 Nnosso
estudo, apesar de mais abrangente, suporta o de Bahna-James (1991). A
investigacédo deste autor consistiu numa analise as respostas a um inquérito,
aplicado a 124 estudantes de musica de uma escola do Ensino Secundario,
sobre as ligagcdes entre matematica e musica. Os resultados revelaram-se
coincidentes com 0s nossos, embora apenas se tenham centrado ao nivel da
altura do som com a Aritmética, das relagdes tonais com a Aritmética e
Algebra, dos acordes com a Algebra, e do ritmo com a Algebra.

Apesar das limitacGes inerentes a qualquer investigacdo de natureza
qualitativa, este estudo pretendeu ser um avango no que toca a
sistematizacdo entre conteldos da matematica e contetdos musicais. O
enquadramento, atendendo aos Programas de Matematica dos ensinos
Basico e Secundario portugueses, apresentou, também, um carater inovador.
Como proposta de investigagdo futura pretendemos dar continuidade a esta
investigacdo estendendo-a a outros niveis de ensino, designadamente ao
Pré-escolar, aos 1° e 2° ciclos do Ensino Basico e ao Ensino Superior. Outra
proposta consiste em sensibilizar os agentes educativos para as vantagens
decorrentes do processo ensino-aprendizagem da matematica através de
aulas integradas de matematica e musica, onde a ligagcéo e a sistematiza¢édo
entre conteldos da matematica e da musica sejam aplicadas.
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MATHEMATICS AND MUSIC: SYSTEMATIZATION OF ANALOGIES BETWEEN
MATHEMATICAL AND MUSICAL CONTENTS

Abstract

Over time, mathematicians and physicians have found analogies between
mathematics and music. At the same time, musicians have found support in
mathematics to describe their art. This article consists of a systematization of
the connections between mathematical and musical contents. Musical content
was divided into the subjects of: 1) Musical theory and analysis, 2) Acoustics
and 3) Musical composition. Subsequently, within each of these subjects, the
associations with mathematics were systemized based on the organization of
Programmes of Mathematics in Basic Education and their Curriculum Targets
(3rd cycle) and of Programmes of Mathematics A and B of the 11th and 12th
years of Portuguese Secondary Education. We conclude that the musical
elements and concepts associated with mathematics are distributed over the
areas of Arithmetic, Algebra, Trigonometry and, especially, Geometry.

Keywords
Mathematics and music relationship; Mathematics contents; Music contents;
Mathematics programmes

MATEMATICAS Y MUSICA: SISTEMATIZACION DE SIMILITUDES ENTRE
CONTENIDO MATEMATICO Y MUSICAL

Resumen

Matematicos y fisicos han encontrado a lo largo de los tiempos analogias
entre las matematicas y la masica. Al mismo tiempo, los musicos se han
apoyado en las matematicas para describir su arte. Este articulo consiste en
una sistematizacion de las conexiones entre contenidos matematicos vy
musicales. Los contenidos musicales fueron divididos en los siguientes temas:
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1) Teoria y analisis musicales, 2) Acustica y 3) Composicion musical.
Posteriormente, en cada uno de estos temas, las asociaciones con las
matematicas se sistematizaron basandose en la organizacion de los
Programas de Matematicas de la Educacion Bésica y sus Objetivos
Curriculares (3er ciclo) y de los Programas de Matematicas Ay B de los 11y
12 afos de la Educacion Secundaria Portuguesa. Llegamos a la conclusion de
que los elementos musicales y los conceptos que se asocian con las
matematicas se distribuyen en las areas de la Aritmética, Algebra,
Trigonometria y, en particular, Geometria.

Palabras-clave
Relacion entre las matematicas y la musica; Contenidos de matematicas;
Contenidos de musica; Programas de matematicas
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