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RESUMO

Um dos problemas da Geodésia é determinar o campo de gravidade externo as
massas, além da superficie limitante, bem como a variagdo temporal do mesmo.
Stokes propds no século XVIII uma formulagdo para a solugcdo desse problema,
porém implicava em algumas dificuldades. A formulagdo proposta por Molodensky
em meados do século XX abriu uma nova perspectiva para a solu¢do do problema.
Ao longo dos anos, na Geodésia, a relevancia do Problema de Valor de Contorno da
Geodésia (PVCG) tem sido reconhecida como base tedrica para essa disciplina.
Além disso, o PVCG ganhou novo impulso com a era espacial e com o passar dos
anos algumas alternativas foram elaboradas (super determinado, misto, solugdo de
Brovar). Este trabalho tem como objetivo retratar as formulagdes de Stokes e
Molodensky, bem como as principais alternativas do PVCG.

Palavras-chave: Geodésia; Problema de Valor de Contorno; Superficie limitante.

ABSTRACT
One of the Geodesy’s problems is to determine the masses external gravity field,
beyond the boundary surface, as well as the temporal variation. Stokes proposed a
formulation in the 18™ century to solve this problem, however some problems were
implied. The formulation proposed by Molodensky in the middle of the -20™
century opened a new perspective to solve this problem. Throughout the years, in
Geodesy, the relevance of the Boundary Value Problem of Geodesy (BVPG) has
been recognized as a theoretical basis for that discipline. In addition, the BVPG
gained new impulse with the spatial era and in the maentime, many alternatives
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have been developed (overdetermined, mixed, Brovar’s solution). This paper aims
at presenting Stokes’ and Molodensky’s formulations as well as the main BVPG
alternatives.

Keywords: Geodesy; Boundary Value Problem; Boundary surface.

1. INTRODUCAO

A componente altimétrica sempre foi uma das preocupagdes da Geodésia.
Com efeito, o advento da era espacial tornou possivel obter as coordenadas
cartesianas (X, ¥, Z) que podem ser transformadas em coordenadas geodésicas (¢, 4,
h). Anteriormente, as componentes planimétricas eram estabelecidas a partir da
triangulagdo e poligonagdo e a componente altimétrica por meio de nivelamento
geométrico, o que ocasionava uma dicotomia entre as redes planimétrica e
altimétrica. Hoje, a altitude elipsoidal também pode ser determinada a partir de
observagdes de satélites e esta referenciada a um modelo geométrico utilizado para
os calculos geodésicos (elipsoide) e que ndo possui um significado fisico. Isso faz
com que essa componente nao atenda a uma pequena quantidade de tarefas da
Engenharia. Logo, percebe-se a necessidade de uma altitude adequada as exigéncias
usuais.

O estabelecimento de um referencial altimétrico estd associado a definigdo e a
realizagdo do mesmo. A escolha de uma superficie de referéncia adequada
juntamente com um sistema de altitude constitui a definicdo de um referencial
altimétrico. A realizagdo pode ser conduzida através da determinacdo do nivel
médio dos mares durante um determinado periodo a partir de observagdes
maregraficas. Além disso, deve-se efetuar corre¢des referentes a carga oceanica e
atmosférica, ao movimento da crosta terrestre e as marés ocednicas. Na Geodésia, as
altitudes se classificam segundo a sua determinagdo, a aplicagdo ¢ o modelo
matematico ou fisico considerado na sua defini¢ao. Desse modo, elas se distinguem
em altitudes com caracteristica geométrica e altitudes com caracteristica fisica.
Além do auxilio das técnicas espaciais, a altitude de um ponto também ¢ obtida a
partir de um procedimento conhecido como nivelamento. Esse pode ser
barométrico, trigonométrico ou geométrico.

Listing, em 1873, caracterizou a forma da Terra como sendo um geoide. A
superficie geoidal é equipotencial do campo de gravidade coincidente com o nivel
médio dos mares ndo perturbado em um dado instante. Uma das preocupagdes da
Geodésia ¢ o estudo do geoide e sua determinacdo realizada por meio do
conhecimento do campo de gravidade que envolve a distribuicdo de massa e o
efeito rotacional da Terra e que permite deduzir a sua forma. Para se determinar a
fungdo potencial do referido campo ¢ necessario envolver o que se denomina de
“Problema de Valor de Contorno da Geodésia (PVCG)” (FREITAS; BLITZKOW,
1999).

Existe uma relagdo direta entre o conceito de altitude e o PVCG, a qual deve
ser analisada tanto do ponto de vista geométrico quanto fisico. Contudo, deve-se
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levar em conta a superficie eleita como origem para as medigdes altimétricas, além
do seu significado como superficie de referéncia do campo de gravidade. Ademais,
¢ necessario considerar os efeitos seculares e periddicos sobre as observacdes
maregraficas na materializagdo da superficie de referéncia (BLITZKOW;
CAMPOS; FREITAS, 2007).

2. ATEORIA DO POTENCIAL

A atracdo fisica que um determinado corpo exerce sobre objetos proximos a
ele € o resultado da forca gravitacional. Isaac Newton formulou a Lei Universal da
Gravitacdo em sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicada
em 1687, que descreve também as Leis de Newton — leis do movimento dos corpos
celestes, base da mecanica classica.

Duas particulas se atraem mutuamente com uma forga proporcional ao produto
de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que as separa:

m,m
F=GTe (1)

onde G € a constante universal da gravitagdo, cujo valor no Sistema Internacional
(SD) é:

G =(6,67384£0,00080)*10 "' m’kg "5
E conveniente, para evitar possivel ambiguidade, considerar uma das

particulas como “atrativa” e outra como “atraida”, atribuindo massa unitaria a
ultima. Desta forma:

m

e expressa a atragdo gravitacional, gerada pela particula de massa m, que atua sobre

uma massa unitaria situada a uma distancia /. O potencial gravitacional de atragdo
ou newtoniano ¢ uma fun¢ao escalar definida por:

V=67 3)

No caso de um sistema discreto de particulas:
n m.
V=G )
i=1 i
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Introduzindo um sistema de coordenadas cartesianas, considerando o potencial de
atragdo V, as correspondentes derivadas parciais de primeira ordem sdo (GEMAEL,
1999):

Z(xx)

ov m,‘(y_yi)

a:‘GZT’ ®
ov " m,(z—-z,)

T _ oy ieT )

oz ; ?

i

e as de segunda ordem:

2 n n _ "2
g ’2/ -Gy ’;’; —3sz"(xls )
i=1 ¢ i=1 i

_Gz

111

oV 5 m,
2 :G;ls

\2
362 m; (y]; yl-) (6)
1 mi<z - Z; )2
= N

somando membro a membro a equagdo (6) tem-se:

oV o'V o
st = Z 3
ox oy oz° Pl =

()

ou, simplesmente:
V=0 ®)

A equacio (8) ¢ conhecida como equacao de Laplace. Ela traduz o fato de que
o laplaciano do potencial gravitacional é nulo fora das massas atrativas. Por essa
razdo ela é denominada fungdo harmonica, pois satisfaz a equagdo de Laplace em
todos os pontos no exterior do corpo.

3. O PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DA GEODESIA
O conhecimento de valores de uma determinada variavel sobre uma superficie
limitante ¢ a partir dai, a determinagdo de uma fungdo que se relacione aquela
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variavel, conduz ao que ¢ chamado de “problema de valor de contorno”
(BLITZKOW, 1996). Em suma, no PVC o que se busca determinar ¢ uma fungao
para um dado corpo.

O problema de valor de contorno ¢ determinar o campo de gravidade externo
as massas sendo que a superficie limitante ¢ desconhecida. Stokes propds uma
formulag@o para obter o potencial perturbador em fungdo da anomalia de gravidade
sobre a superficie geoidal. Entretanto, essa proposi¢do implica em algumas
dificuldades, pois ¢ um problema interno as massas. Uma nova formulagdo do
problema fundamental da Geodésia foi proposta por Molodensky. Trata-se de um
problema externo as massas que utiliza a superficie fisica como limite. Com isso
ndo € necessario o conhecimento, mesmo que aproximado, de um modelo de
distribui¢do de densidade no interior da crosta entre a superficie fisica e o geoide.
No entanto, essa superficie ndo tem o mesmo significado fisico que a superficie
geoidal, pois ndo é uma superficie equipotencial.

A teoria do potencial apresenta trés problemas de valor de contorno:

e  Primeiro problema (Dirichlet): a partir do conhecimento dos valores de
uma fun¢do T sobre uma superficie S, determina-se essa funcdo 7 de tal
maneira que ela seja harmonica no interior ou no exterior de S quando sdo
conhecidos os valores que a fungdo assume sobre a superficie:

(€))

AT=0 r>R
T=T r=R

e Segundo problema (Neumann): a partir do conhecimento dos valores da
derivada normal da fungdo T sobre a superficie S, 0T /0r, determina-se a
fungdo 7 de modo que ela seja harménica interna ou externamente a S:

AT =0 F>R

al:_é‘ r=R
or g

(10)

e Terceiro problema (Hilbert): a partir dos valores da combinagdo linear da
funcdo T com sua derivada normal sobre a superficie S, determina-se a
fungdo T nas condi¢des anteriores:

AT =0 r>R
8l+g :_Ag r=R (11)
or r
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Tais problemas ndo apresentam solu¢do unica, pois infinitas distribuicdes de
massa podem gerar o mesmo potencial. O terceiro problema tem relevancia para a
Geodésia, uma vez que a determinagdo do potencial perturbador de certa forma se
relaciona a ele. A anomalia de gravidade ¢ representada como uma combinago
linear entre o potencial perturbador e sua derivada normal e é expressa por uma
equagdo diferencial conhecida como “equagdo fundamental da Geodésia™:

or 1oy
+——=T
Oh y Oh (12)

A Figura 1 representa um ponto P no espago com coordenadas geodésicas (4, @, L)
referidos ao elipsoide e um ponto P’ com coordenadas esféricas (r, ¢, A) referidos a
esfera, sendo » = R. Essa aproximagdo consiste em calcular o ponto P’ como se
fosse o ponto P. Isso pode ser conduzido a partir de uma linearizagdo envolvendo o
potencial perturbador e quantidades similares. Segundo Moritz 1980, o erro em
fun¢do do ndo achatamento da esfera, que ¢ de 0,3% pode ser negligenciado. Isso ¢
usualmente permitido, por consequéncia, a aproximacdo esférica é utilizada na
formula de Stokes (e.g. GOLDANI; QUINTAS, 2010) e (e.g. TOCHO et al., 2008),
em solugdes praticas do problema de Molodensky e também na colocagdo por
minimos quadrados (e.g. SOUZA; SA, 2008).

Figura 1 — Aproximacdo esférica.
Fonte: Adaptado de Moritz (1980).

/ : h :r
N

3.1 A Formulacéo de Stokes

A concepcao classica do PVCG ¢ devida a Stokes. A férmula ou integral de
Stokes publicada em 1849 ¢ considerada a de maior importancia para a Geodésia. O
problema classico pode ser resolvido em termos do potencial perturbador por meio
da referida integral, que numa aproximagdo esférica assim se expressa:
(HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2005).
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T= ﬁ [, [AgS(y)do

onde o vetor anomalia de gravidade (Figura 2) ¢ definido por:
Ag=g(P)-7(0)

g(P) = vetor gravidade num ponto P da Terra real
7(0) = vetor gravidade num ponto Q da Terra normal

Figura 2 — Vetores g € 7 .
Fonte: Blitzkow (1996).

n Y

e a fungdo de Stokes S(y) € dada por:

S(z//):;—6sen%+l—5cosy/ —3coswln[senl/2/+sen2 Vz/j
sen(wj

Considerando o teorema de Bruns:

v=L
v

chega-se a:

- R

N =
4y

ﬂAgS((//)dO'

led

613

(13)

(14)

(15)

(16)

a7
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614 Problema de valor de contorno da Geodésia: Uma abordagem conceitual

onde N ¢ a ondulagdo geoidal.

A férmula de Stokes na sua forma original equagdes (13) e (17) somente se
aplica a um elipsoide de referéncia que (1) tenha o potencial de gravidade U, sobre

o elipsoide igual ao potencial W, sobre o geoide; (2) cuja massa seja

numericamente igual 4 massa da Terra; e (3) com mesma velocidade angular (@)
(HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2005).

3.2 A Formulag&o de Molodensky

O desconhecimento de um modelo de distribuicdo de densidade no interior da
crosta terrestre levou Mikhail Molodensky, em 1945, a propor a superficie fisica
como superficie limitante. Neste caso, substitui-se o conceito de geoide pelo quase-
geoide. A anomalia de gravidade e as deflexdes da vertical referem-se & superficie
fisica e ndo mais a superficie geoidal. Além disso, as anomalias de altura tomam
lugar antes ocupado pelas ondulagdes geoidais e a superficie limitante agora ndo
possui um significado fisico, ndo sendo equipotencial. A formula de Gauss, equacao
(18), bem como as identidades de Green estdo entre as equagdes basicas na teoria
do potencial e integram a fundamentagdo matematica para a formulagio “moderna”
do PVCG.

” divFdv = LIF”dS (18)

onde v ¢ o volume delimitado pela superficie S, F, ¢ a proje¢do do vetor F na
superficie externa normal n e divF ¢ a chamada divergéncia do vetor F.

A partir das seguintes relagcdes (maiores detalhes em HEISKANEN; MORITZ,
1967):

F:al e F=VJV (19)

" on

chega-se a integral de Gauss para o potencial:

INES 15 as 20)

As identidades de Green sdo derivadas a partir da equacdo 18. A terceira
identidade aplicada ao potencial de gravidade W, para um ponto sobre a superficie
da Terra S (p=27) € ap6s algumas transformac¢des (HEISKANEN; MORITZ,

1967) chega-se:
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o1y 1ow 2 2 2 (Lrav
=27 + ||| W —| - |-——— |dS + 270" \x" + ¥y~ )+ 2w —=0 21

Iﬂ ﬁn(lj l@n} %) ml @h
onde S ¢ a superficie fisica da Terra; / ¢ a distancia entre o ponto fixo P ¢ o
elemento da superficie dS; n a normal a superficie, orientada para fora de S; (@) é a

velocidade angular; [/’ é a distancia entre o ponto P e o elemento do volume dv;
OW / &n a componente do vetor g normal a S.
Esse conceito retrata a determinagdo da forma da Terra S a partir de medidas

de g e W. A combinagdo do nivelamento com medidas de gravidade em um ponto P
resulta no potencial de gravidade ¥, a menos de uma constante 7.

P
W=w,- jo gdn (22)

As incognitas a serem determinadas sdo S e W, ja que a componente normal
OW /én do vetor gravidade g ¢ determinada por medidas de gravimetria e sua

direcdo estabelecida por coordenadas astronomicas. A equagdo (18) caracteriza-se
por uma forma integral ndo-linear, impondo sua lineariza¢do para uma solugdo.
Detalhes acerca da linearizagdo podem ser encontrados em (HEISKANEN;
MORITZ, 1967) e (BLITZKOW, 1996). Apds o processo de linearizagdo tem-se a
seguinte equacdo (HEISKANEN; MORITZ, 1967):

1ol 0 (1) 10ycosp 1 el
T‘z,,fzf{an[lj—ya,fc; }TdkMLII[Ag—y(ftan/o’l+ntanﬂz)]COSﬂd2 (23)

sendo T a incognita, &eryas componentes do desvio da vertical e S, e [3,0s
angulos de inclinag@o do terreno em relag@o a horizontal respectivamente segundo
um perfil norte-sul e leste-oeste. O angulo f representa a inclinagio maxima.

A equagdo (23) retrata o PVCG segundo a concep¢do de Molodensky. Para
tanto, algumas consideragoes devem ser enfatizadas para a compreensdo do
problema. A Figura 3 ilustra as quantidades envolvidas no espago real e de Helmert,

onde SIE (Secondary Indirect Effects) sdo os efeitos indiretos secundarios e PIE
(Primary Indirect Effects) os efeitos indiretos primarios.
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Figura 3 — Quantidades envolvidas no espago real e de Helmert.
Fonte: SHGEO software package (2005).

Real Space | Helmert Space

) ”_,....---——-—-_.._______\- )

topography /—/:? /_"/E‘T topography
<
/*/.L 1 Helmen
= | [ —dsig_ telturoid
telluroad — o =T
o . iy

L

geoid J/l

ellipsoid

co-geoid

ellipsoid

A anomalia de altura { pode ser considerada como a distincia entre a
superficie fisica e a superficie do teluroide. Ela é obtida por meio da seguinte
equagao:

¢ =

L (24)
v

A altitude normal H,,., substitui a altitude ortométrica H e a anomalia de
altura {"a ondulagdo geoidal N.

h = Hnorm + é’ (25)

Além disso, a superficie de referéncia utilizada passa a ser o teluroide
(HIRVONEN 1960, 1961). Trata-se de uma superficie cujo potencial normal U em
um dado ponto Q ¢ igual ao potencial de gravidade # em todos os pontos P da
superficie fisica, W, =U 0 Sendo assim o referido teluroide passa a ser

denominado de teluroide de Marussi. A altitude normal H,,,, ¢ obtida a partir do
nimero geopotencial C:

H,,. :7!%0 1+(1+f+m—2ﬁen2(p)aCyQ0+[a;0J } (26)

onde o potencial perturbador T é obtido pela solugdo da equagdo (23) e a anomalia
de gravidade pela (14). No caso da { ser plotada a partir do elipsoide, resultara em
uma superficie denominada por Molodensky de quase-geoide. A partir da Figura 3
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obtém-se as seguintes relagcdes apos considerar as curvaturas das diferentes linhas
de campo:

h = Hnorm + é’
h=H+N
N_é/anm‘m _H

A equagdo (23) pode ser aplicada ao geoide desde que um adequado processo
de regularizagdo cuide da remogdo das massas externas do mesmo. Nestas
condi¢des, ao invés do teluroide adota-se como superficie aproximada a do
elipsoide. Por outro lado, g, = 8, = =0 ¢ 0/0n =0/ 0h . Assim a equagdo (26)

reduz-se a:

Ve[ o(1) 10y1],,. 1 tAg
T‘mLf{ahU‘yahz}TdE‘mszdE @)

O fato de ndo conter as componentes da deflexdo ¢ e #, faz com que a equagdo
(27) se torne mais simples que a (23). No caso de uma aproximacao esférica, a
solucdo da (27) ¢ dada simplesmente pela integral de Stokes. Tal fato é verdadeiro,
uma vez que a formula de Stokes expressa 7 em termos de Ag .

4. IMPORTANTES CONSIDERACOES DO PVCG

E sabido que a determinagio do campo de gravidade da Terra a partir de dados
terrestres estd relacionada com a formulacdo dos problemas de valor de contorno.
Varias versdes do PVCG podem ser formuladas. Isso dependera do tipo de dados,
além do tipo e da quantidade de fungdes desconhecidas. Ademais, os dados ditos
“classicos”, tais como, potencial de gravidade e coordenadas astrondmicas
combinados com dados de satélites, contribuem para novas versdes do PVCG,
como: misto, super determinado (HECK, 1997) ¢ a solu¢dao de Brovar (HECK,
2011). Vale salientar que atualmente o PVCG ainda ¢ fonte de estudos na Geodésia
(VAL’KO, et al. 2008), (ARDALAN; KARIMI; BILKER-KOIVULA, 2010) e
(FERREIRA, 2010). Nos proximos paragrafos sera apresentada uma revisdo
conceitual dos trés problemas classicos: livre ou vetorial livre, escalar livre e fixo,
além do PVCG gravimétrico fixo.

O modelo fisico-matematico do PVCG pode ser formulado da seguinte forma
(HECK, 1988), (BLITZKOW 1996), (HECK, 1997):

(1) A Terra é assumida como um corpo rigido, ndo deformavel, com
velocidade uniforme ao redor de um eixo fixo no espaco. Toda a massa de atragdo
estd localizada no interior da superficie de contorno, no caso, a superficie fisica. O
potencial gravitacional newtoniano ¢ gerado a partir da atracdo dos elementos de
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618 Problema de valor de contorno da Geodésia: Uma abordagem conceitual

massa atuando sobre uma particula teste, sendo este regular no infinito e que
satisfaca a equag@o de Laplace no exterior as massas e a equagdo de Poisson no
interior.

(2) A fim de descrever as posi¢des no espago, além de quantidades como o
vetor gravidade, introduz-se a Terra um referencial fixo, com origem O no seu
centro de massa. O eixo x adjacente no plano do Meridiano Internacional de
Referéncia, o eixo z na dire¢do do eixo de rotagdo orientado para o norte e por fim o
eixo y jacente no plano do equador completa o sistema dextrogiro. O vetor de
gravidade g ¢é representado pela equagdo:

ow -
67 =—8 (28)
X

(3) A superficie de contorno S ¢ suficientemente suave. Além disso, assume-se
que tanto W quanto g sejam conhecidos sobre o contorno de forma continua.

(4) Como incognitas tém-se o potencial de gravidade W no exterior das
massas ¢ a geometria da superficie de contorno S.

4.1 O PVCG “Livre”

Antes do advento das técnicas espaciais, era impossivel determinar como um
todo a geometria da superficie terrestre com alta precisdo. O estabelecimento de
redes globais tri-dimensionais a partir de medidas de distdncias, angulos
horizontais, azimutes e distdncias zenitais ndo era possivel devido a dificuldade da
refracdo vertical. Perante essa situacdo originou-se a formulacdo do PVCG Livre,
também conhecido como problema de Molodensky.

Trata-se de um problema de valor de contorno ndo linear “livre” ou “vetorial
livre”, onde a “qualificagdo livre” esta ligada ao fato do vetor posi¢do ser uma
incognita. Nao existe informagdo com relagdo a superficie de contorno. As
observagdes que se tém sdo: W, g,® e A . Entretanto, a aplicagdo do PVCG livre
possui a restri¢ao de que o vetor posigdo esta relacionado as observagdes que sdo
basicamente coordenadas astronOmicas; estas ndo possuem uma distribuicdo

~

requerida e ndo atendem a precisdo exigida (o erro é da ordem de ~ 0,3” = 10m).

4.2 O PVCG “Escalar livre”

No passado a dificuldade na determinagdo das componentes horizontais do
vetor posi¢cdo levou ao desenvolvimento de um PVCG escalar livre. De fato, a
informag@o proveniente da posi¢do horizontal na superficie ndo pode ser extraida a
partir de solu¢des do chamado PVCG classico. Nos levantamentos geodésicos, as
coordenadas geograficas (¢,A) eram derivadas dos métodos de poligonacdo e

triangulagdo, a partir de medidas de angulos e distancias. A coordenada altimétrica
(altitude elipsoidal), geralmente nio era conhecida. Tal fato se deve a razdo de nao
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se realizar regularmente o nivelamento geométrico nas triangulagdes e
poligonacdes. O que se executa é o nivelamento trigonométrico, obtendo assim a
altitude ortométrica. Contudo, para se obter a altitude elipsoidal era necessario
conhecer a altura geoidal, sendo que esta ndo figura no problema de Molodensky.
Com isto a op¢do foi de se utilizar o PVCG escalar livre, uma vez que se conhecem
as coordenadas geograficas em todos os pontos P € § .

Ressaltando a diferenga deste com o problema livre: neste, as coordenadas
planimétricas da posi¢do de P sdo conhecidas sobre a normal em Q, sendo somente
necessario conhecer (h(gp,A)) para fixar a superficie desconhecida. Além disso,
para suprir a falta de informacdo, duas quantidades do campo de gravidade sdo
medidas: (W,g). Ao passo que no outro, ndo se conhece nada sobre a posicdo P,
sendo que 4 grandezas sdo medidas: W, g,® e A .

As condi¢des para a solugdo do PVCG escalar livre sdo assim enunciadas
(HECK, 1989a):

“Combinando as for¢as, gravitacional e centrifuga, o potencial de gravidade W
¢ determinado no exterior de S.

VW =20° (29)

E, além disso, deve-se admitir que # (a menos de uma constante W) e o modulo do
vetor gravidade H g|| sejam fornecidos na forma de uma fungdo continua, que seja

suficientemente suave sobre a superficie S. Admite-se também que as coordenadas
geograficas estejam vinculadas a um elipsoide de referéncia.”

Seja um elipsoide, com mesma velocidade angular e mesma massa da terra
real, na qual, o potencial U, constante sobre a superficie, seja igual ao potencial ¥,
sobre a superficie geoidal e com seu centro no centro de massa da terra. Esta figura
de referéncia ¢ denominada de terra normal. A esta vincula-se o potencial de
gravidade normal U e o vetor gravidade normal y .

Logo, esse PVC pode ser reformulado em termos de “pequenas” quantidades
elegendo o potencial normal U e uma superficie limite conveniente 2 com Qe X.

Os pontos PeSe QeX devem satisfazer uma correspondéncia biunivoca. Uma

defini¢do do teluroide consistente com a informagdo que ¢ inserida no PVCG
escalar livre é dada fixando P e Q ao longo da mesma normal passando por P
(HECK, 1989a).

Consequentemente, o vetor da posicdo ¢ expresso pela diferenca de altitudes
elipsoidais, chamada de “anomalia de altura”.

¢=h-H,, (30)
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Analogamente, pode-se transformar a observagdo sobre a superficie fisica em
“anomalia de potencial” AC e “anomalia de gravidade” Ay . Para tanto, ¢

necessario linearizar, pois ambas as anomalias dependem de fungdes ndo-lineares.
A série de Taylor conduz a forma linearizada (HECK, 1989a). Outros detalhes
acerca deste problema podem ser encontrados em (SACERDOTE; SANSO, 1986).

4.3 O PVCG “Fix0”

Essa alternativa do PVCG possui uma estreita relagdo com a era espacial. O
advento da mesma propiciou a determina¢do de coordenadas em um referencial
tridimensional geocéntrico. O surgimento de varias técnicas, aliado ao
desenvolvimento tecnologico, colaboraram para que se alcangassem alta precisdo no
posicionamento. Sao algumas destas técnicas: LLR, SLR e GNSS. O completo
conhecimento da geometria da superficie limite (@, A4, 4) faz com que somente uma

incognita permaneca indeterminada, o potencial de gravidade externo as massas
atrativas. Para tanto, assume-se que o modulo do vetor gravidade ] seja conhecido

de forma continua e suficientemente suave sobre toda a superficie S. O problema
continua sendo ndo linear, sendo que a ndo linearidade se deve exclusivamente da
norma a ser aplicada no vetor g. A escolha de um potencial de referéncia U permite
linearizar em fung¢@o do potencial perturbador (HECK, 1991).

Um aspecto relevante tanto na escolha do PVCG escalar livre quanto no fixo ¢
que, em ambos, a altitude empregada H,,, ndo possui sentido fisico e sim
matematico. Isso implicard na determinacdo do quase-geoide e ndo do geoide. Em
termos geométricos, a diferenca entre geoide e quase-geoide é que o primeiro ¢ uma
superficie equipotencial do campo de gravidade, enquanto o segundo ndo. Tal
escolha pode afetar trabalhos relacionados ao fluxo de 4gua, como a transposi¢do de
rios, construgdo de hidrelétricas, etc.

4.4 O PVCG “Gravimétrico Fixo”

O langamento de satélites com o objetivo de explorar o comportamento dos
oceanos, sobretudo aqueles com tecnologia por radar, contribuiu de forma
significativa para o estudo de mais um PVCG, o chamado problema gravimétrico
fixo.

A altimetria por radar tem auxiliado nas pesquisas sobre circulagdo oceanica e
suas variacdes espacgos-temporais, sendo que varios satélites tém colaborado para
isso. Os mais recentes, JASON-1, JASON-2 ¢ ENVISAT (Environmental Satellite),
possuem uma precisdo da medida de 2, 1 ¢ 3 cm, respectivamente (CHELTON et
al., 2001). O principio da medida esta associado em determinar uma distancia R
(Range) entre o satélite e a superficie do oceano. Para tanto, um pulso curto de
radiagdo de microondas ¢ transmitido do satélite até a superficie por um aparelho
denominado de altimetro, sendo que parte dessa radiagdo ¢ refletida de volta para o
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sensor. A distdncia ¢é calculada a partir do tempo de percurso do pulso (31)
(CHELTON et al., 2001).

R=R- AR, (31)

onde R =ct/2 ¢ a distancia calculada baseada na velocidade da luz no vacuo c e ¢ é
o tempo de propagac¢do (ida e volta); A R, (com j=1,...) sdo as corre¢des para as

varias componentes da refracdo atmosférica.
Desta forma, a altura da superficie do mar (Sea Surface Heigh) é determinada
pela seguinte expressao:

SSH =h—-R (32)

em que / ¢ a altitude da 6rbita em relagdo a um elipsoide de referéncia especifico do
satélite altimétrico e R ¢ a distincia entre o satélite e a superficie do mar. E evidente
que varias corre¢des precisam ser realizadas até obter o valor de uma medida final.
Mais detalhes podem ser encontrados em (CHELTON et al., 2001). A SSH esta
relacionada ao geoide por meio da seguinte expressao:

SSH =G + DT (33)

sendo G o geoide e DT a dinamica da topografia.

Com as recentes missdes espaciais de baixa orbita, CHAMP (CHAlleging
Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment) e
recentemente 0 GOCE (Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer),
a determinacdo do modelo geoidal nos oceanos tem sido cada vez mais precisa. A
missdo do satélite GOCE tem como objetivo determinar o geoide global com
acuracia de 1-2 cm para uma resolu¢do melhor que 100 km.

A diferenga deste para o PVCG fixo € a superficie de contorno. Além disso, a
Unica incognita € o potencial de gravidade externo as massas atrativas, que pode ser
determinado por meio de medidas gravimétricas a partir do auxilio de navios ou
aeronaves adaptados para esse tipo de levantamento. De fato, esse também ¢ um
problema nio-linear. Apés a linearizagio (CUNDERLIK et al., 2008), o resultado é
um PVCG gravimétrico fixo de derivada obliqua, sendo a direcdo da derivada na
superficie de contorno idéntica com a dire¢do normal do vetor de gravidade normal
y = gradU (HECK,1989b).

5 SINTESE DO PVCG
Apresentadas as duas formulagdes do PVCG e os aspectos relevantes do
mesmo, a indagagdo que surge ¢ saber qual a formulagdo a ser utilizada, ou melhor,
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qual a superficie em que se trabalhara. A resposta esta vinculada a possibilidade de
dispor dos dados sobre a superficie conveniente. Sera a partir dos mesmos que se
podera estabelecer subsidios para uma melhor determinacdo do geoide ou do quase-
geoide. A Tabela 1 apresenta um comparativo entre os PVCG.

Tabela 1 — Grandezas do PVCG.

PVCG Conhecido Desconhecido | Sup. de contorno
Livre DOAW, g 0, A,h superficie fisica
Escalar livre o, AW, g h superficie fisica
Fixo P, AhW.g - superficie fisica
Gravimétrico fixo o, A LHW,g - superficie geoidal

Com relagdo as teorias de Stokes ¢ Molodensky algumas considera¢des devem
ser ressaltadas: Stokes propos a determinagdo do geoide, enquanto Molodensky o
quase-geoide; no primeiro ¢ calculada a altura geoidal ja, no segundo, a anomalia de
altura. As anomalias de gravidade e as deflexdes da vertical estdo referidas ao nivel
dos mares (Stokes) e a superficie fisica (Molodensky). No primeiro, a superficie
limitante envolve o campo de gravidade, enquanto no segundo nao ¢ uma superficie
equipotencial. Por fim, a formulagdo de Stokes possui o problema do potencial
perturbador ndo ser harmonico entre o geoide e a superficie da Terra, além da
dificuldade das redugdes topograficas.

Uma discussdo do PVCG no contexto brasileiro e sul-americano diz respeito
ao datum vertical em vista do Projeto SIRGAS (grupo de trabalho GTIII). Para a
definicdo e a realizagdo de um sistema de referéncia vertical global ou regional é
necessario um modelo de gravidade da Terra baseado na combinagdo satelital e
dados de gravimetria terrestre (maritima e aérea). O EGM2008 atende esse
pressuposto. As inconsisténcias verticais entre os data locais provocados pelas
tendéncias presentes nos dados de gravidade terrestre fazem com que o PVCG
inclua valores de altitudes elipsoidais como uma nova observacdo, Além disso, sdo
inseridos dados de aceleracdo da gravidade, deflexdo da vertical e diferencas do
geopotencial que permitem a unificacdo de um datum vertical global ou regional.
Portanto, um sistema unificado deve compreender duas componentes: geométrica e
fisica.

A componente com caracteristica geométrica ¢ dada por uma superficie de
referéncia (elipsoide) e por altitudes elipsoidais (k). E importante que as altitudes
elipsoidais estejam de acordo com a realiza¢do de um sistema de referéncia (ITRS -
International Terrestrial Reference System ¢ ITRF - International Terrestrial
Reference Frame). Além disso, o elipsoide utilizado para derivar 4 a partir das
coordenadas geocéntricas X,Y,Z tem que ser o mesmo empregado para estimar as
ondulagdes geoidais ou anomalias de altura. Em relagdo a componente fisica, se a
superficie de referéncia ¢ baseada no geoide (altitudes ortométricas), deve-se
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reduzir as medidas gravimétricas para a superficie. Caso a superficie de referéncia
se baseie no quase-geoide (altitudes normais), esta sera unica e consistente, porém
ndo sera uma superficie equipotencial, ndo possuira significado fisico. Com o
objetivo de apresentar uma defini¢do consistente, livre de ambiguidades, e correta
do ponto de vista tedrico, a componente fisica do sistema de altitudes deve ser dada
em termos do numero geopotencial, i.e. a superficie de referéncia deve ter um valor
fixo para W, e as coordenadas verticais deverdo ter os niimeros geopotenciais
referidos ao mesmo W,

A determinacdo do numero geopotencial absoluto é possivel a partir de
restricdes adequadas. Para tanto, nessa aproximagéo considera-se o PVCG de duas
maneiras: no oceano adota-se o PVCG gravimétrico fixo, na qual o niimero
geopotencial estimado ¢ aquele que se melhor adapta a superficie média do mar.
Nos continentes emprega-se o PVCG escalar livre (aproximacdo de Molodensky),
desde que os dados estejam referenciados a diferentes data verticais. Desta forma
obtém-se tantos Wy; quanto sistemas de altitudes.
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