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RESUMO
O Data Snooping (DS) é o método mais bem estabelecido para identificar erros
grosseiros (outliers) em dados geodésicos, com uma determinada probabilidade. O
poder do teste do DS é a probabilidade deste identificar corretamente um erro
grosseiro, enquanto o intervalo de confianca do DS é a probabilidade deste néo
rejeitar uma observagdo ndo contaminada por erro grosseiro. Na pratica, o poder do
teste é sempre desconhecido. Desta forma, o objetivo deste trabalho é apresentar
uma revisdo tedrica sobre como determinar o poder do teste minimo e valores
limites para o intervalo de confianga do DS, em um cenério n-dimensional, ou seja,
considerando todas as observacfes envolvidas. Além da revisdo teorica, um
exemplo numérico envolvendo uma rede de nivelamento geométrico simulada €
apresentado. Os resultados obtidos nos experimentos foram concordantes com 0s
valores tedricos previamente calculados, ou seja, a metodologia revista apresentou
desempenho satisfatério na pratica. O exemplo apresentado também evidencia a
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importancia da metodologia revista na etapa de planejamento (ou pré-analise) de
redes geodésicas.
Palavras-chave: Poder o Teste; Intervalo de Confianga; Data Snooping.

ABSTRACT

Data Snooping (DS) is the best-established method to identify gross errors (outliers)
in geodetic data analysis, with a given probability. The power of the test is the
probability of DS correctly identifying a gross error, while the confidence interval is
the probability of DS not rejecting an observation uncontaminated by gross error. In
practice, the power of the test is always unknown. Thus, the objective of this paper
is to present a theoretical review of how to determine the minimum power of the
test, and bound values for the confidence interval of the DS procedure in an n-
dimensional scenario, i.e., considering all observations involved. Along with the
theoretical review, a numerical example involving a simulated leveling network is
presented. The results obtained in the experiments agreed with the previously
calculated theoretical values, i.e., the revised methodology showed satisfactory
performance in practice. The example also shows the importance of the revised
methodology in the planning stage (or pre-analysis) of geodetic networks.
Keywords: Power of the Test; Confidence Interval; Data Snooping.

1. INTRODUCAO

O Data Snooping (DS) é o método mais estabelecido para identificar outliers
em dados geodésicos (LEHMANN, 2012). O DS é um procedimento iterativo de
testes estatisticos que identifica observacfes suspeitas de estarem contaminadas por
erros grosseiros (outliers), inicialmente proposto em Baarda (1968), e que sera
descrito em detalhes na proxima secéo.

Um teste estatistico consiste em dividir o espago amostral (conjunto de todos
os resultados possiveis de um experimento) em duas partes, denominadas regido de
rejeicdo (regido critica) e regido de aceitacdo (ou de ndo rejeicdo) da hipotese de
teste (ou hipdtese nula). Se a estatistica calculada, em funcdo da amostra, se situar
dentro da regido critica, rejeita-se a hipétese em questdo. Caso contrario, ndo ha
evidéncias, na amostra observada, para rejeitar a hipétese nula (LARSON, 1974).

Portanto, quando o teste de uma hipétese estatistica é realizado e uma decisdo
é tomada, pode-se cometer dois tipos de erro na decisdo (LARSON, 1974):

. Erro Tipo |: Rejeitar a hipdtese de teste quando esta é de fato
verdadeira;
" Erro Tipo Il: N&o rejeitar a hipotese de teste quando esta de fato € falsa;

A probabilidade de cometer o Erro Tipo | é dada por a (nivel de significancia
do teste), e a probabilidade de cometer o Erro Tipo Il € dada por 8. Designando a
hipétese que se deseja testar por H, (hipétese nula), estas definicbes sdo
formalmente definidas por (LARSON, 1974):
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28 Como estimar o poder do teste minimo e valores...
{a = P(erro tipoI) = P(rejeitar Hy| Hy verdadeira)
B = P(erro tipo II) = P(ndo rejeitar Hy| H, falsa)

No caso do procedimento DS, a hipdtese nula (Hy) é a auséncia de erros
grosseiros nas observacOes, e para cada i-ésima observacdo do conjunto de dados,
defini-se uma hipétese alternativa (H;) como sendo a presenga de erro grosseiro
nesta i-ésima observacdo testada (BAARDA, 1968; TEUNISSEN, 2006). Ou seja, 0
DS é um procedimento de teste estatistico que possui multiplas hipéteses
alternativas a hipdtese nula (no caso, existéncia de um Unico erro grosseiro para
cada i-ésima observagdo testada individualmente).

Desta forma, por ser um procedimento de teste estatistico, e pelo fato que este
considera somente uma observagao suspeita de estar contaminada por erro grosseiro
por vez (isto é, sdo multiplas hipoteses alternativas a hipotese nula, uma para cada
observagao) 0 DS esta sujeito a trés tipos de erros (FORSTNER, 1983):

Erro Tipo 1: Identificar (erroneamente) uma observacdo como contendo
erro grosseiro (isto &, rejeitar Hy quando Hy é verdadeira);

= Erro Tipo 2: N&o identificar (erroneamente) uma observacdo como

contendo erro grosseiro (isto €, ndo rejeitar Ho, ou em outras palavras,
rejeitar H;, quando Hy é falsa, ou de maneira analoga, H; é verdadeira);

=  Erro Tipo 3: Identificar (erroneamente) uma outra observacdo como

contendo erro grosseiro, enquanto a observacdo contaminada ndo foi
identificada (isto é, aceitar uma hipotese alternativa H; falsa, enquanto a
hipétese alternativa verdadeira H; ndo foi aceita).

Além desses trés tipos de erros, tem-se ainda o intervalo de confianca (IC),
que ¢ a probabilidade de néo rejeitar a hipdtese nula (Hy), quando a hipétese nula é
verdadeira, e o poder do teste (y), que € a probabilidade de rejeitar a hipdtese nula
(ou em outras palavras, aceitar a hipétese alternativa), quando a hipétese nula é falsa
(ou de maneira analoga, a hipétese alternativa € verdadeira) (LARSON, 1974).

Como no caso do DS, tem-se n hipdteses alternativas a hip6tese nula (uma
para cada observacdo testada), para cada observagdo, o intervalo de confianga (IC)
se torna a probabilidade desta observagdo, caso ndo contaminada por erro grosseiro,
ndo ser identificada como outlier, e o poder do teste (y) se torna a probabilidade
desta observacgdo, caso contaminada por erro grosseiro, ser identificada como outlier
(ver, por exemplo, BAARDA, 1968, KAVOURAS, 1982, TEUNISSEN, 2006).

O poder do teste (y), naturalmente, ¢ sempre desconhecido na pratica, mas a
sua relacdo com os resultados obtidos aplicando o DS foi estudada inicialmente em
Baarda (1968), onde 0 mesmo autor propde as chamadas medidas de confiabilidade
para o DS, mas considerando apenas os efeitos do Erro Tipo 1 e do Erro Tipo 2 do
teste (ou seja, desconsiderando a ocorréncia do Erro Tipo 3).

Forstner (1983) estudou a relacdo do Erro Tipo 1, do Erro Tipo 2 e do Erro
Tipo 3 no DS, mas considerando apenas duas observagfes por vez, adicionando na
andlise original de Baarda (1968) o coeficiente de correlacdo entre as estatisticas de
teste de cada par de observagdes, ou seja, a chamada “analise de separabilidade”.
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Considerando o fato de que o poder do teste é sempre desconhecido na pratica,
Yang et al. (2013), utilizando os estudos de Forstner (1983), propdem uma forma de
se estimar o "poder do teste minimo" do DS, mas nesta abordagem, considerando
todas as observacBes envolvidas, ao invés de cada par de observagoes
separadamente, além de definir valores maximos e minimos para o intervalo de
confianca do DS (também considerando todas as observacdes envolvidas).

A analise dos erros tipo 1, 2 e 3, e, consequentemente, do intervalo de
confianca e do poder do teste, € muito importante na etapa de controle de qualidade
de redes geodésicas, pois, considerando os custos do projeto e a qualidade (acuracia)
final desejada para a rede, espera-se que apenas as observacBes de fato
contaminadas por erros grosseiros sejam devidamente identificadas nesta etapa.

Além disso, na prépria fase de planejamento ou pré-analise da rede, pode-se
desejar que a mesma, em funcdo da precisdo e geometria/redundancia das
observacdes, tenha uma protecdo razoavel para os erros tipo 1, 2 e 3, ou seja, que a
magnitude esperada para estes esteja dentro de uma determinada “margem de
seguranga” estipulada.

Desta forma, o objetivo deste trabalho é apresentar como se estima o poder do
teste minimo do procedimento DS, bem como valores limites para o intervalo de
confianca deste, por meio da exposicédo tedrica sobre o tema, além da aplicacdo e
comprovacdo da metodologia em um exemplo numérico empregando o método
Monte Carlo em uma rede de nivelamento geomeétrico.

E importante ressaltar que existem métodos alternativos & deteccdo de erros
grosseiros em redes geodésicas por meio de testes estatisticos como o DS, dentre 0s
quais se pode citar os métodos de estimacdo robusta (ver, por exemplo, KOCH,
1999), métodos de inferéncia bayesiana (ver, por exemplo, GUI et al., 2011), e 0
método QUAD (ver, por exemplo, GUO et al., 2007).

2. O PROCEDIMENTO DE TESTE DATA SNOOPING
No caso do procedimento de teste Data Snooping, proposto em Baarda (1968),
inicialmente, considera-se o seguinte modelo linear de ajustamento:

Lb = Ax + e, (1)

onde na Expressdo 1, Lb é o vetor das n observacdes, x é o vetor dos u pardmetros
incdgnitos do modelo (no caso de redes geodésicas, as coordenadas dos vértices), A
é a matriz design do ajustamento (ou matriz jacobiana), e e é o vetor dos n erros
aleatorios das observacoes.

Para os casos em que o modelo matematico € inicialmente ndo linear em
relacdo aos pardmetros, deve-se utilizar o modelo linearizado de Gauss-Markov
(ver, por exemplo, GUO et al., 2007).

Na Expressdo 1, assumindo que a esperanca matematica dos erros aleatérios é
igual ao vetor nulo (E{e} = 0), ou seja, por serem de natureza aleatoria, estes erros
ndo apresentam tendéncia, para cada i-ésima observacdo (Ib;) do vetor das n
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observacgdes (Lb), pode-se formular as seguintes hipoteses de teste (BAARDA,
1968; TEUNISSEN, 2006):

Hy: E{Lb} = Ax contra
(2)
HA: E{Lb} = Ax + CiVi' Vi * 0,

onde na Expresséo 2, ¢; € um vetor unitario contendo a unidade na linha da i-ésima
observagdo  testada e zero nas  demais linhas, ou seja:
C:[o 0 .. 0100 . o]T
' i nx
i-ésima observagcdo testada.

Desta forma, na hipétese nula (H,), assume-se que ndo existe erro grosseiro
nas observacdes, enquanto na hipdtese alternativa (H,), assume-se que a i-ésima
observagdo testada (Ib;) esta contaminada por um erro grosseiro de magnitude 7;.

A hipétese nula é rejeitada (ou em outras palavras, a hip6tese alternativa é
aceita), se a estatistica de teste da i-ésima observagdo testada (w;) exceder o
seguinte valor critico (BAARDA, 1968; TEUNISSEN, 2006):

, € V; é um (possivel) erro grosseiro na
1

cva

W, = /7, |Wi| > Ca0/2+ (3)
TPz, Pc;

onde na Expressdo 3, P é a matriz peso do ajustamento, v é o vetor dos residuos
ajustados, X, & a matriz de covariancia dos residuos ajustados, € c,q,, € 0 valor
critico tedrico na distribuicdo normal padréo, para um dado nivel de significancia «;
(teste bi-lateral).

Na pratica, adota-se um nivel de significancia para o teste (como por exemplo,
a, = 0,001 ou a, = 0,01), em funcdo do qual se obtém o valor critico tedrico
(cqo/2), € testam-se todas as observagbes individualmente (ou seja, i=
1,2,3,...,n).

Como cada observacdo € testada individualmente, a (Unica) observacdo
considerada contaminada por erro grosseiro sera aquela cuja estatistica de teste w;
satisfazer as seguintes condi¢es (BAARDA, 1968; TEUNISSEN, 2006):

lwi| > c0/2
{ - @
lw;| > |w|, vi#j

Identificada a observacéo suspeita de estar contaminada por erro grosseiro,
segundo o nivel de significancia estipulado («,), usualmente, exclui-se a mesma do
conjunto de dados e repete-se o ajustamento e o procedimento de teste DS até que
todas as observagdes suspeitas sejam devidamente identificadas, em um processo
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iterativo de ajustamento, identificagdo e remocdo de erros grosseiros (um por vez).
Para mais detalhes sobre este procedimento, ver, por exemplo, Baarda (1968),
Kavouras (1982), Koch (1999), Teunissen (2006) e Lehmann (2012).

3. NIVEIS DE PROBABILIDADE ASSOCIADOS AO DATA SNOOPING
CONSIDERANDO DUAS HIPOTESES ALTERNATIVAS

Conforme ja mencionado, ao se aplicar o procedimento de teste DS, podem
ocorrer trés tipos de decisBes falsas: Identificar (erroneamente) uma observagéo
como contendo erro grosseiro (Erro Tipo 1); ndo identificar (erroneamente) uma
observagdo como contendo erro grosseiro (Erro Tipo 2); e identificar
(erroneamente) uma observacdo como contendo erro grosseiro, enquanto a
observagéo contaminada néo foi identificada (Erro Tipo 3).

A probabilidade de cometer o Erro Tipo 1 é chamada de nivel de significancia
do teste e € dada por «; a probabilidade de cometer o Erro Tipo 2 é dada por 8; e a
probabilidade de cometer o Erro Tipo 3 é dada por «.

Em contrapartida, o intervalo de confianca (IC) é o complemento do Erro Tipo
1, ou seja, é a probabilidade de néo identificar (corretamente) uma observacdo como
contendo erro grosseiro (IC = 1- «a), enquanto o poder do teste, designado por y,
€ o complemento da soma das probabilidades do Erro Tipo 2 e do Erro Tipo 3
(y = 1- (B + k)), ou seja, é a probabilidade de identificar (corretamente) uma
observacdo como contendo erro grosseiro.

Portanto, o intervalo de confiancga e o poder do teste sdo as probabilidades do
resultado do teste conduzir a decisdes corretas, ao contrario da ocorréncia dos erros
tipo 1, 2 e 3 (para mais detalhes, ver, por exemplo, FORSTNER, 1983;
TEUNISSEN, 2006). Quando o valor para a probabilidade do Erro Tipo 1, do Erro
Tipo 2 ou do poder do teste é pré-definido/estipulado, este valor é designado por «,
B, 0u y,, respectivamente.

Desta forma, considerando inicialmente o caso unidimensional envolvendo
uma Unica observagdo testada e a sua estatistica de teste w; no DS (ou seja,
desconsiderando a ocorréncia do Erro Tipo 3), uma visualizacdo do intervalo de
confianga, do poder do teste, do nivel de significancia e do Erro Tipo 2 é obtida por
meio da Figura 1 (neste caso, os valores assumidos para estes niveis de
probabilidade sdo: @y = 0,001; IC =1 —a, =0,999; B, =0,20; ey, =1—f, =
0,80).

Analisando a Figura 1, nota-se que, aumentando o nivel de significancia ()
do DS, e consequentemente, diminuindo o valor critico tedrico (c,o/,) € 0 intervalo
de confianga (IC), aumenta-se o poder do teste (y,), ou analogamente, diminui-se a
probabilidade do Erro Tipo 2 (B,).

Em contrapartida, diminuindo o nivel de significancia do DS, e
consequentemente, aumentando o valor critico tedrico e o intervalo de confianca,
diminui-se o poder do teste, ou analogamente, aumenta-se a probabilidade do Erro
Tipo 2. Ou seja, na pratica, ndo é possivel minimizar, simultaneamente, as
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32 Como estimar o poder do teste minimo e valores...

probabilidades de cometer o Erro Tipo 1 e 0 Erro Tipo 2 (ou de maneira analoga,
maximizar, simultaneamente, o intervalo de confianca e o poder do teste).

Além disso, analisando ainda a Figura 1, nota-se que a probabilidade do Erro
Tipo 2 (B,), e consequentemente, o poder do teste (y,), dependem, além do valor
critico teorico (c,o/2), da separagdo entre a hipotese nula (auséncia de erros
grosseiros nas observacdes — Hy) e a hipotese alternativa (presenca de erro grosseiro
na i-ésima observacdo testada — H,), ou seja, do parametro de ndo centralidade
correspondente do modelo (J;).

Figura 1 — Niveis de probabilidade associados ao DS no teste de uma i-esima
observacao qualquer.

H,: E(LB) = Ax Ry E(LB3=Ax+4¢V,. V.20
T 5, = 4,132 ™,
[1C=0999 | / vo=080\
f | \ | ‘.“
‘ , / ,.
f "v "‘; ‘l“
. \ , \
Ay _ P
7 oAb NS - =0,0005 ]
e B TP 2 =020 -"‘"il TSNS
T »
Tlagts =329 0 Cayrz = 3,291 4132 Ww;

Como a magnitude do (possivel) erro grosseiro que contamina uma i-ésima
observacdo testada é sempre desconhecida, na pratica, arbitra-se um valor para o
nivel de significancia (a,) e para o poder do teste (y,), em funcdo dos quais se
obtém o valor para o pardmetro de ndo centralidade do modelo correspondente (&,).
Para mais detalhes sobre esta abordagem, ver, por exemplo, Baarda (1968),
Kavouras (1982), Koch (1999) e Teunissen (2006).

Considerando agora um caso bidimensional envolvendo duas observacgdes
quaisquer, cujas estatisticas de teste sejam dadas por w; € w; (ou seja, adicionando a
probabilidade do Erro Tipo 3 no cendrio unidimensional descrito anteriormente),
todas as situacdes (e decisdes) relativas ao DS podem ser reunidas de acordo com a
Tabela 1.

Na Tabela 1, H, € a hipdtese nula do DS (ndo existéncia de erros grosseiros
nas observagdes), H; é a hipdtese alternativa para a i-ésima observacdo (existéncia
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de erro grosseiro nesta), e H; € a hipotese alternativa para a j-ésima observacao
(existéncia de erro grosseiro nesta).

Tabela 1 — DecisOes associadas a duas hipoteses alternativas no DS
(Fonte: Adaptado de Yang et al., 2013).

Resultado do teste

Hipotese “aceita” no
teste Ho H; H
iz - Y [ S C ) ] > C ’ i > )
Critério de decisdo il a0/2 Iwi| a0/2 |W1 | > cao/2
|Wj| < Cao/2 lw;| > |W]| |W]| > |w;l
Realidade
(“desconhecida™)
Hipdtese nula (H,) Decisdo correta Erro Tipo 1 Erro Tipo 1
Probabilidade associada IC =1-ay [ Qp;
H'pOteSi ;I;ernatlva Erro Tipo 2 Deciséo correta Erro Tipo 3
i
Probabilidade associada Bio vi = 1-By Kij
Hipotese alternativa . . L x
P (H) Erro Tipo 2 Erro Tipo 3 Deciséo correta
]
Probabilidade associada Bio Kj; v =1-B;

Desta forma, a, ¢ o nivel de significancia “global” do DS (enquanto a,; é 0
nivel de significancia apenas para o teste da i-ésima observagao, e «,; € o nivel de
significancia apenas para o teste da j-ésima observagao).

Além disso, f;, e k; sdo as probabilidades de cometer, respectivamente, o
Erro Tipo 2 e o Erro Tipo 3 para a i-ésima observagdo, enquanto f5;, € k;; So as
probabilidades de cometer, respectivamente, o Erro Tipo 2 e o Erro Tipo 3 para a j-
ésima observacdo.

Finalmente, ;; e y; sdo, respectivamente, a soma de f;, € k; € 0 poder do

teste para a i-ésima observagdo, enquanto f5;; € y;; sdo, respectivamente, a soma de
B;o € K;; € o poder do teste para a j-ésima observagao.

As estatisticas de teste w; e w; de duas observagbes quaisquer possuem um
coeficiente de correlagdo (p;;), dado pela seguinte expressdo (FORSTNER, 1983):

CL-TPZUPC]'

Y \/CL-TPZVPCI'\/C]‘TPZUPC]' J

Além do coeficiente de correlacdo entre duas estatisticas de teste do DS, tem-
se ainda, conforme visto anteriormente, o parametro de ndo centralidade do modelo
(60), que expressa a separacao entre a hipotese nula e a hipétese alternativa.
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No caso bidimensional aqui considerado, o parametro de ndo centralidade do
modelo (5,) depende do nivel de significancia do teste («,), ou analogamente, do
valor critico tedrico para este (c,o/,), do poder do teste (y,), ou analogamente, da
soma das probabilidades do Erro Tipo 2 (;) e do Erro Tipo 3 (x;;), e também do
coeficiente de correlagdo entre as estatisticas de teste consideradas (p;;).

Desta forma, matematicamente, as probabilidades de cometer o Erro Tipo 1
(ap;), 0 Erro Tipo 2 (B,;) e o Erro Tipo 3 (k;;) no teste de uma i-ésima observacéo
qualquer, considerando o coeficiente de correlagdo (p;;) da estatistica de teste desta
(w;) com a de uma j-ésima observacao qualquer (w;), bem como o parametro de ndo
centralidade do modelo correspondente (§,), sdo dadas, respectivamente, por
(FORSTNER, 1983):

2 2
-—ZpUMQW/+MQ]

s U dw,d 6

.= —_— L . f

oi ff|wi|>ca0/z_ S b e j widw; (6)
ij

a

Bio =
1 w2 =20 Wi ) W=y )+ (w=11)’]

ff e 2(1_Pij)
wil<cqo/2, Wil<caos2 5, 1-p2
J17Pi

w;dw;

U]

j
1 2
1 200 Wi=n)?=2py wi—p) (wj—p;)+(w;—u;) ]
e i w;dw;

ﬂ|W/‘|>0ao/z' wj|>lwil 2 J

l—pU

®)

Na Expressao 6, o termo dentro da integral corresponde a funcéo densidade de
probabilidade (fdp) conjunta de w; e w; na hipotese nula H, (auséncia de erros
grosseiros nas duas observages), enquanto nas expressdes 7 e 8, o termo dentro das
integrais corresponde a fdp conjunta de w; e w; na hipotese alternativa H;
(existéncia de erro grosseiro na i-ésima observagdo, com p; = 8, e u; = p;; &)

Como as distribuicdes de probabilidade de w; e w; em H; e H; sdo simétricas,
devido ao coeficiente de correlagdo entre estas, decorre que ay; = ao;, fo; = Boj, €
Kk; = k;; (para mais detalhes, ver FORSTNER, 1983 e YANG et al., 2013).

4. LIMITES PARA O INTERVALO DE CONFIANCA E PARA O PODER
DO TESTE DO DATA SNOOPING NO CENARIO n-DIMENSIONAL

Seguindo a formulagdo tedrica descrita anteriormente, por meio das

distribuicbes de probabilidade resultantes, pode-se calcular o Erro Tipo 1, o Erro
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Tipo 2, o Erro Tipo 3, o intervalo de confianga e o poder do teste do DS em um
cenério tridimensional, tetradimensional, e até mesmo, estendendo até o caso n-
dimensional, ou seja, considerando todas as n observagBes testadas
(individualmente).

Entretanto, isto envolveria integragdes numéricas n-dimensionais, 0 que
impossibilita o seu calculo na prética.

Desta forma, Yang et al. (2013), utilizando a abordagem bi-dimensional
apresentada anteriormente, definem limites para o intervalo de confianca e para o
poder do teste do DS em um cenério (geral) n-dimensional, ou seja, considerando
todas as observaces testadas.

Para o intervalo de confianga do DS, no cenério n-dimensional (IC = 1 — ay,
sendo ay, o nivel de significancia “global” do DS, ou seja, neste cendrio n-
dimensional), o IC tera como limites superior e inferior os seguintes valores (YANG
et al., 2013):

1—a6>1—a’002(1—a0)", (9)

onde na Expressdo 9, a, corresponde ao nivel de significancia relativo ao par de
estatisticas de teste com maior coeficiente de correlacdo (em mdédulo), obtido por
meio da Expressdo 6, n corresponde ao numero total de observagdes, e a,
corresponde ao nivel de significancia que foi arbitrado ou definido para o teste
(como por exemplo, a, = 0,001 ou a, = 0,01), em fungdo do qual se obtém o
valor critico tedrico (c,g,) na distribuicdo normal padrdo (teste bilateral).

Finalmente, para cada observacdo (no caso, para uma i-ésima observacao
qualquer), o poder do teste do DS (y; =1 — B;), no cendrio n-dimensional, ou
seja, considerando todas as demais observagoes testadas, tera como limite inferior o
seguinte valor (YANG et al., 2013):

Yi=1-B:=1— (B + DA Kij)! (10)

onde na Expressdo 10, f5;, corresponde a probabilidade do Erro Tipo 2 para a
observacgao cuja estatistica de teste apresenta o maior coeficiente de correlagdo (em
modulo) com a estatistica de teste da i-ésima observagdo considerada (obtida por
meio da Expressdo 7), e o somatorio das probabilidades do Erro Tipo 3 (X'x;;) deve
ser calculado relacionando todas as demais observagdes (par a par) com a i-ésima
observacao considerada, por meio da Expressao 8.

Desta forma, o poder do teste minimo do DS, no cendrio n-dimensional
(considerando todas as observagdes testadas), serd igual ao poder do teste minimo
obtido por meio da Expressdo 10, aplicada para cada observacdo individualmente,
enquanto o intervalo de confiangca minimo do DS, neste cendrio, sera igual ao limite
inferior dado pela Expressdo 9.

Sobre estes niveis de probabilidade, é importante notar ainda que: Quanto
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maior o coeficiente de correlagdo entre duas estatisticas de teste, maior é o tamanho
do Erro Tipo 3 e menor é o tamanho do Erro Tipo 2, bem como, maior é o valor do
parametro de ndo centralidade do modelo correspondente (para mais detalhes, ver,
por exemplo, FORSTNER, 1983; YANG et al., 2013).

Ou seja, quanto maior o coeficiente de correlagdo entre duas estatisticas de
teste, maior deve ser o pardmetro de ndo centralidade associado, e
consequentemente, menor ¢ a “separabilidade” entre estas estatisticas de teste, isto
€, maior é o tamanho do Erro Tipo 3 para este par de observacoes.

Além disso, quanto maior o coeficiente de correlagdo maximo e o nimero total
de observaces (), maior é a discrepancia entre os limites dados pela Expresséo 9 e
o “verdadeiro” intervalo de confianga do DS no cenario n-dimensional (ver, por
exemplo, LEHMANN, 2012).

5. EXEMPLO NUMERICO

Para mostrar na préatica a determinacéo do intervalo de confianca e do poder do
teste minimos do DS, um exemplo numérico envolvendo uma rede de nivelamento
geométrico simulada é apresentado. A rede consiste de n = 8 desniveis
(observacdes), trés vértices desconhecidos (B, D, e E) e dois conhecidos (A e C),
conforme ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Rede de nivelamento geométrico simulada.

Na rede numericamente simulada, foi considerado que todos os desniveis
(observagdes) apresentam um desvio-padrdo de o; = +/- 3 mm, e que as cotas dos
vértices A e C sdo fixas (injungBes absolutas), e iguais a 100 m. As cotas dos
vértices B e D, “isentas” de erros, sdo iguais a 105 m, e a cota do vértice E, “isenta”
de erro, € igual a 110 m. Desta forma, foram aleatoriamente geradas as oito
observacdes (considerando o desvio-padrdo de +/- 3 mm destas), e entdo foi
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realizado o ajustamento pelo método dos minimos quadrados desta rede de
nivelamento.

Com as matrizes do ajustamento, por meio da Expresséo (4), foram calculados
os coeficientes de correlagdo (p;) das estatisticas de teste dos oito desniveis,
conforme apresenta a Tabela 2.

Tabela 2 — Coeficientes de correlagdo (pjj) entre as estatisticas de teste
dos oito desniveis da rede.

Desnivel 3 4

Analisando a Tabela 2, nota-se que os coeficientes de correlacdo entre as
estatisticas de teste das observacdes desta rede ndo sdo muito elevados, variando,
em maodulo, entre 0,05 e 0,58.

Para o calculo do poder do teste minimo e os limites do intervalo de confianca
do DS no cenario n-dimensional, inicialmente, se calculou o valor do pardmetro de
ndo centralidade do modelo correspondente para cada par de observacoes.

Para isto, o poder do teste de uma observacdo, no cenario bi-dimensional, foi
fixado em v;; = 0,80. Desta forma, o pardmetro de ndo centralidade do modelo (8)
pode ser obtido por meio da seguinte expressdo para o poder do teste de uma
observagio no cenario bidimensional (FORSTNER, 1983):

Yi=1— By = . )
1 _mizj_)[(wi_lli)z_zmj(Wi_#i)(wj_ﬂj)"'(wj_”j) ]

e
ff|wi|>ca0/2, |wi|>|wj|27_[ 1-p2
y

w;dw;

11)

onde na Expressdo (11), tal como nas expressdes (6) e (7), 1 = o € Y = pij dp. Ou
seja, fixando o resultado da integral em y; = 0,80, inicia-se um processo iterativo de
calculo do pardmetro de ndo centralidade do modelo (8,) até que esta igualdade seja
satisfeita.

No caso, o parametro de ndo centralidade do modelo foi inicialmente arbitrado
em &g = 3,231, e, para cada par de observacdes, o poder do teste foi calculado por
meio da Expressdo (11). Para um resultado diferente de y;; = 0,8, 0 pardmetro de ndo
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centralidade do modelo era aumentado em +0,0001, e o célculo realizado
novamente, até que a diferenca entre o valor calculado por meio da Expressdo (10) e
o valor de referéncia (y; = 0,8) do poder do teste ficasse na terceira casa decimal, o
que corresponde a um erro maximo de 0,1% no resultado da integral.

O valor critico adotado nestes casos foi de c,» = 2,5758293, 0 que
corresponde a um nivel de significancia estipulado em o = 0,01 (teste bilateral). E
importante ressaltar que foram utilizadas sete casas decimais no valor critico (Cq/2)
visando minimizar o erro de célculo das integrages numéricas envolvidas na
Expresséo 10.

Desta forma, a Tabela 3 apresenta os valores obtidos para o pardmetro de ndo
centralidade do modelo seguindo esta abordagem, para cada par de observacdes
considerado.

Tabela 3 — Valores para o pardmetro de néo centralidade do modelo (3,) para cada
par de desniveis considerados (cenario bi-dimensional).

Par de
desniveis 1 2 3 4 5 6 7
considerados

3,4211 | 3,4211 | 3,4642 | 3,4642 | 3,4366 | 3,4277 | 3,4366

Analisando as Tabelas 2 e 3, nota-se que, conforme ja mencionado, quanto
maior o coeficiente de correlacdo entre as estatisticas de teste de duas observagdes,
maior € o valor do parametro de néo centralidade do modelo correspondente. Para o
calculo numérico destas integrais bidimensionais, foi utilizada a fungdo “int2d” do
software gratuito Scilab v. 5.4.1.

Com os coeficientes de correlagéo entre as estatisticas de teste (Tabela 2) e os
valores para o parametro de ndo centralidade do modelo obtidos no caso
bidimensional (Tabela 3), foi calculado o poder do teste minimo para cada
observacao, por meio da Expressdo (9), e os resultados obtidos sdo apresentados na
Tabela 4.

Analisando a Tabela 4, nota-se que os poderes de teste minimos de cada
observacao ndo diferem muito entre si, 0 que pode ser explicado pelos coeficientes
de correlagdo relativamente baixos entre as estatisticas de teste destas para a maior
parte dos casos, além da propria geometria/configuracdo da rede de nivelamento
simulada (Figura 2).
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Por exemplo, os desniveis 1, 2, 3 e 4 envolvem um vértice desconhecido
periférico e um vértice conhecido (apresentando a mesma estimativa para o poder
do teste minimo), os desniveis 6 e 8 envolvem dois Vértices desconhecidos
(apresentando as menores estimativas para o poder do teste minimo), e os desniveis
5 e 7 envolvem o Vértice desconhecido de maior redundéncia na rede (ponto central
E) e um vértice conhecido, apresentando as maiores estimativas para o poder do
teste minimo.

Tabela 4 — Poder do teste minimo de cada desnivel no cenario n-dimensional.
Observacao (desnivel) | Poder do teste minimo (em %0)
1 76,39
76,39
76,39
76,39
76,62
74,80
76,62
74,80

O|N|O(CI A~ jW|N

Finalmente, por meio da Expressdo (8), se calculou os limites para o intervalo
de confianca do DS no cenério n-dimensional (IC = 1 — ag), resultando em:

0,9814 > 1 — ayy = 0,9227

Analisando o resultado acima, nota-se que o intervalo de confian¢a do DS, no
cenario n-dimensional, se situa entre 0,9227 e 0,9814, ou seja, valores estes menores
do que o IC estipulado em IC = 1 — ag = 0,99 na abordagem unidimensional.

Para verificar se de fato, os valores correspondentes para o poder do teste
minimo do DS obtidos com esta abordagem s&o realistas, simulacdes pelo método
Monte Carlo foram realizadas na rede de nivelamento geométrico.

No caso, para cada observacdo, foram gerados e inseridos erros grosseiros
(outliers), de magnitude entre 36 ¢ 90, sendo “c” o desvio-padréo das observagoes,
e foi aplicado o procedimento de teste DS com um nivel de significancia estipulado
em oy = 1%, ou seja, com um valor critico tabelado correspondente de Cop =
2,5758293.

Para cada observacgéo, 10.000 erros grosseiros foram gerados e inseridos nos
experimentos, e os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 5.

Analisando e comparando as Tabelas 4 e 5, nota-se que de fato, para esta rede,
todas as observacOes apresentaram um poder de teste superior ao valor minimo
estimado. Nota-se também que, para todas as observacdes, o poder do teste é
relativamente alto, devido a geometria/configuracdo da rede simulada, com oito
desniveis para apenas trés vértices desconhecidos, ou seja, um ajustamento com
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cinco graus de liberdade, e também pelos coeficientes de correlagdo relativamente
baixos entre as estatisticas de teste das observacoes.

Para redes geodésicas com menor redundancia, ou seja, com uma geometria
mais “fraca”, e/ou cujas estatisticas de teste apresentem maior correlagdo, o poder
do teste minimo do DS seria menor.

Desta forma, este exemplo também ilustra a importancia de se determinar o
poder do teste minimo logo na etapa de pré-analise ou planejamento da rede.

Tabela 5 — Resultados das 10.000 simulagdes para cada observacao.

Observacdo | N° de outliers detectados corretamente | Poder do teste (em %)
1 8.608 86,08
2 9.109 91,09
3 8.878 88,78
4 9.509 95,09
5 9.139 91,39
6 7.889 78,89
7 8.844 88,44
8 8.775 87,75

Neste caso, pode-se dizer que a rede de nivelamento geométrico em questao,
com esta geometria/configuracdo, € resistente a um erro grosseiro (outlier). Se os
valores obtidos para o poder do teste minimos fossem muito mais baixos, a rede
deveria ser “melhorada”, como por exemplo, com a inclusdo de novas observagoes
e/ou novos pontos de controle, até que os resultados obtidos fossem concordantes
com valores previamente estipulados.

E importante ressaltar que os resultados obtidos na Tabela 4 sdo relativos aos
casos em que o poder do teste de cada observacéo, no cenario bidimensional, é igual
a i = 0,80, ou seja, a soma do Erro Tipo 2 e do Erro Tipo 3 ¢ igual a B;; = 0,20, pois
foi este o valor de referéncia do resultado da integral na Expressao (10) para o
calculo dos valores do parametro de ndo centralidade do modelo correspondente
apresentados na Tabela 3.

De qualquer forma, esta abordagem, mesmo “arbitrando” o poder do teste no
cenario bi-dimensional, apresenta vantagens em relacdo a abordagem cléssica
apresentada em Baarda (1968), pois, no referido trabalho, desconsidera-se a
ocorréncia do Erro Tipo 3, e o poder do teste e as medidas de confiabilidade
resultantes sdo baseados em valores arbitrados para uma abordagem unidimensional,
Ou seja, para cada observacdo separadamente.

Na metodologia aqui descrita, apesar dos valores arbitrados para o caso
bidimensional, os resultados obtidos consideram a influéncia do Erro Tipo 3 e ainda
sdo estendidos a um cenério n-dimensional, onde todas as observagdes sdo testadas
(individualmente), sendo, portanto, resultados “menos otimistas” e “mais
concordantes” com a realidade.
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Em contrapartida, a principal desvantagem desta metodologia € o nimero de
célculos necessarios, muito maior do que na abordagem convencional inicialmente
proposta em Baarda (1968).

6. CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentada uma revisao teorica sobre como determinar o
poder do teste minimo e valores limites para o intervalo de confianca do
procedimento DS, em um cendrio n-dimensional, ou seja, considerando todas as
observacdes envolvidas.

Para demonstrar na pratica a metodologia revista, um exemplo numérico
envolvendo uma rede de nivelamento geométrico simulada foi apresentado. Os
resultados obtidos nos experimentos foram concordantes com os valores teoricos
previamente calculados; isto mostra que a metodologia revista apresentou
desempenho satisfatério na pratica, apesar do grande nimero de calculos
necessarios.

Como sugestbes para trabalhos futuros, pode-se citar a aplicacdo da
metodologia revista ndo apenas para o DS, mas também para os testes estatisticos
para a identificacdo de maltiplos outliers (simultaneos) nas observacdes, a aplicacdo
da metodologia revista nas chamadas medidas de confiabilidade dos testes, e
também a sua aplicacdo ainda na etapa de pré-analise ou planejamento de redes
geodésicas.
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