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Resumen

Este articulo muestra la consistencia entre el postulado de ra-
cionalidad de Markowitz-Sharpe (MS) para resolver problemas
de decision sobre un portafolio de activos y el postulado de ra-
cionalidad econdémica de Pareto-Walras-Marshall (pwm) para
resolver problemas de decision sobre el consumo de una canasta
de bienes, dada una restriccién presupuestal que incorpora ac-
tivos. Ambos postulados estan basados en el comportamiento
optimizador de los agentes. En el primer caso, los inversionistas
minimizan la varianza del rendimiento de los activos de un por-
tafolio sujeto a un rendimiento esperado. En el segundo caso,
los consumidores maximizan utilidad por el consumo de un bien
sujeto a una restriccién presupuestal que incorpora los activos
disponibles en la economia. La consistencia entre ambos pos-
tulados se muestra de la siguiente manera: en un ambiente de
riesgo generado por activos, cuyos precios son conducidos por
procesos de difusion, los dos postulados son utilizados para va-
luar una opcion europea. El resultado principal es que en ambos
casos se obtiene la misma ecuacién diferencial parcial que ca-
racteriza el precio de la opcion, la cual coincide con la ecuacion
diferencial parcial de Black-Scholes-Merton (1973).

Palabras clave: Productos derivados, portafolios, comporta-
miento racional.

Clasificacion JEL: G11, G13, D1.
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Consistency between minimization of variance and maximization of utility in
pricing derivatives

Abstract

This paper shows the consistency between the Markowitz-Sharpe’s rationality premise (MS)
used to solve decision problems about the assets integrating a portfolio and the Pareto-Wal-
ras-Marshall’s economic rationality premise (PWM) used to solve decision problems about
the consumption of goods integrating a basket given a budget constraint incorporating assets.
Both premises are based on the optimizing behavior of the agents. In the first case, investors
minimize the variance of the assets returns of a portfolio subject to an expected return. In the
second case, consumers maximize utility from the consumption of a generic good subject to a
budget constraint incorporating the available assets in the economy. The consistency between
the two postulates described above is shown as follows: under an environment of market risk
generated by assets whose prices are driven by diffusion processes both postulates are used to
value a European option. The main result is that both cases result in the same Black-Scholes-
Merton (1973) partial differential equation that characterizes the option price, which agrees
with the partial differential equation.

Keywords: Derivates, portfolios, rational behavior.

JEL Classification: G11, G13, D1.

Introduccion

Esta investigacién examina la consistencia entre los postulados que utilizan los
financieros y los economistas para abordar los problemas que a cada uno les inte-
resan. Para los financieros las decisiones de consumo son, en general, irrelevantes,
mientras que para los economistas son fundamentales. Por otro lado, la conforma-
cioén de un portafolio de activos con ciertas caracteristicas no es, en general, un
asunto que seduzca a los economistas, pero si a los financieros. Tanto en finan-
zas como en economia se establece en cada una de estas disciplinas un postulado
esencial para su desarrollo tedrico: en el primer caso, se propone el postulado de
racionalidad de Markowitz-Sharpe para resolver problemas de decision sobre los
activos que deben integrar un portafolio y, en el otro caso, se plantea el postulado
de racionalidad econémica de Pareto-Walras-Marshall para resolver problemas de
decision sobre los bienes y cantidades por consumirse, sujetos a una restriccién
presupuestal que incorpora los activos disponibles en la economia. Estos postula-
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dos estan basados en el comportamiento optimizador, también llamado comporta-
miento racional, de los agentes.

El postulado de racionalidad de Markowitz-Sharpe establece que un inversionista
toma decisiones de portafolio de tal forma que minimiza la varianza del rendi-
miento de los activos de dicho portafolio sujeto a un rendimiento esperado. El
portafolio puede incluir un bono libre de riesgo (de incumplimiento), activos ries-
gosos (acciones) e incluso productos derivados (futuros, opciones europeas, notas
estructuradas, etc.) sobre dichos activos. En este caso, la varianza del rendimiento
del portafolio es vista como una medida de “riesgo” de mercado. Por otro lado,
el postulado de racionalidad econémica de Pareto-Walras-Marshall establece que
un consumidor toma decisiones de tal manera que maximiza su utilidad (satisfac-
cion o felicidad) por el consumo de una canasta de bienes sujeto a su restriccion
presupuestal; esta restriccién puede considerar la posibilidad de que el individuo
adquiera activos disponibles en la economia.

El experimento que en este trabajo se llevard a cabo para mostrar la consistencia
entre los dos postulados anteriores se describe a continuacion. En un ambiente
de riesgo generado por activos cuyos precios son conducidos por movimientos
geométricos Brownianos (activos con rendimientos normales con media y varian-
za dependientes, linealmente, del tiempo) se analiza a un inversionista minimiza-
dor de varianza de los rendimientos de un portafolio sujeto a un rendimiento dado.
Este modelo se empleara para valuar un derivado (una opcion europea). Posterior-
mente, se considera un consumidor que maximiza utilidad sobre un bien genérico
de consumo sujeto a una restriccion presupuestal que incorpora activos. De igual
manera, este modelo se usara para valuar el mismo derivado. El resultado principal
es que en ambos casos se obtiene la misma ecuacidn diferencial parcial de segundo
orden que determina la prima de una opcidn, a saber, la ecuacién diferencial parcial
de Black-Scholes-Merton (BsM), lo que muestra que los dos postulados mantienen
cierta consistencia entre si. Es importante destacar que esta investigacién toma
como punto de partida los trabajos de Markowitz (1952) sobre la construccién de
portafolios; Sharpe (1964) sobre valuacién de acciones; Black y Scholes (1973) y
Merton (1973) acerca de la valuacién de opciones; y Venegas-Martinez (2001),
(2005), (2006) y (2008) sobre decisiones de consumo y portafolio (incluyendo
derivados) en ambientes de riesgo e incertidumbre.
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En 1973, Fischer Black y Myron Scholes y, de manera independiente, Robert Mer-
ton desarrollaron, bajo el supuesto de ausencia de oportunidades de arbitraje (ley
de un solo precio), un modelo para valuar una opcién europea cuando el precio del
activo subyacente es conducido por un movimiento geométrico Browniano (i.e.,
los rendimientos son normales con media y varianza escaladas por el tiempo).
Una situacién anecddtica relacionada con el trabajo de investigacion de Fischer
Black y Myron Scholes es que fue rechazado, primero, en 1970 por The Journal
of Political Economy (spe) de la Universidad de Chicago y, posteriormente, en
1971, por The Review of Economics and Statistics de la Universidad de Harvard.
No obstante, después de incorporar varias recomendaciones sugeridas por Merton
Miller y Eugene Fama, incluyendo el cambio del titulo tres veces de “A theore-
tical Valuation Formula for Options, Warrants and other Securities” a “Capital
Market Equilibrium and the Pricing of Corporate Liabilities” y, finalmente, a “The
Pricing of Options and Corporate Liabilities”, el trabajo fue reconsiderado vy, fi-
nalmente, aceptado por el “JPE” para ser publicado en 1973. El trabajo de Robert
Merton “Theory of Rational Option Pricing” fue aceptado casi inmediatamente y
publicado, también en 1973, en el Bell Journal of Economics and Management
Science. Felizmente, 24 afios después, en 1997, Robert Merton y Myron Scholes
son laureados por la Academia Sueca de Ciencias con el premio nobel de econo-
mia; lamentablemente, el destacado matematico y economista Fischer Black habia
fallecido dos afios antes.

El modelo BsM ha fomentado de manera importante que los participantes en los
mercados financieros se cubran, conveniente y oportunamente, contra los diversos
riesgos de mercado a que estidn expuestos, pero también ha promovido a que in-
viertan en fondos de derivados con fines especulativos. Evidentemente, el modelo
BsM ha desempefiado un papel central en el impresionante avance que ha tenido
la economia financiera y las matematicas financieras modernas. Ante todo esto, es
importante destacar que dicho modelo puede ser empleado como herramienta para
generar ganancias de millones de ddlares en periodos cortos (unas semanas), pero
también si no se utiliza adecuadamente puede generar pérdidas astrondmicas en
periodos atin mas cortos (unos dias). La importancia practica del modelo BsM se
refleja en que su aparicidn es casi simultdnea con el arranque de la bolsa de opcio-
nes “Chicago Board of Options Exchange” (cBOT), la cual ha operado, a la fecha,
cientos de billones de ddlares (el Chicago Mercantile Exchange (CME) compré en
julio de 2007 en 12.1 billones de ddlares al CBOT en una estrategia de conformar
el mercado de derivados, financieros y fisicos, mas grande del mundo). Asimismo,
la aparicion del modelo BsM aunado al asombroso avance de las tecnologias de
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informacién y a la sorprendente aparicién de decenas de nuevas revistas de investi-
gacién en matemadticas financieras y administracion de riesgos, obliga a reconocer
la gran importancia de la contribucion de Black, Scholes y Merton a la teoria, pero
sobre todo a la préctica financiera.

El presente trabajo esta organizado como sigue. En la seccion dos se utiliza el mo-
delo de Markowitz para obtener la ecuacién diferencial parcial de BsM. En el trans-
curso de la seccidn tres se obtiene la ecuacidn de BsM bajo el supuesto de que existen
consumidores que maximizan utilidad sobre un bien genérico sujetos a su restriccion
presupuestal. Por dltimo, en la seccidn cuatro se presentan las conclusiones, asi como
las limitaciones y sugerencias para futuras investigaciones. Un apéndice contiene el
lema de It0 qtil en la obtencién de diferenciales estocasticas.

Obtencién de la ecuacién Bsm mediante el modelo de Markowitz

En esta seccién se obtendrd la ecuacion diferencial parcial de BsM mediante el
modelo de Markowitz. Antes de bosquejar cualquier modelo o escribir cualquier
ecuacion es importante establecer los supuestos que delimitaran el marco y los
alcances de este trabajo de investigacion:

e Jlos agentes tienen comportamiento optimizador;

e el activo subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida
del contrato;

e el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico
Browniano, es decir, los rendimientos son normales con media y varianza

escaladas por el tiempo;

e lavolatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través
del tiempo;

e el mercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subyacente
siempre se puede comprar y vender en cualquier fraccion de unidad;

e 1o hay costos de transaccién (comisiones € impuestos);
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e el mercado opera en forma continua, es decir, no hay fines de semana ni dias
festivos (en cada instante hay un precio);

e existe un mercado de crédito o un sistema bancario en el que los agentes
pueden prestar y pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los
plazos y libre de riesgo de incumplimiento.

Una vez que se han establecido los supuestos bdsicos, se introducen ahora los
aspectos técnicos necesarios para la construccién del modelo de Markowitz en un
ambiente de riesgo modelado con procesos de difusion.

Dindmica del precio del subyacente y riesgo de mercado

Considere un movimiento Browniano (W,),.(,,, definido sobre un espacio fijo de
probabilidad con su filtracion aumentada (€2, F, (F, W)te[O’T
espacio medible en cuestiénes (€2, F) = (R, B(R)) donde B(R) esla ¢ -dlge-

bra estandar de Borel sobre R . La medida de probabilidad satisface

],P). En este caso, el

1 ®*
dP(w) = € — +do.
@) \2mt Xp{2t}

La filtracién (F;W)te[oj] es una familia de O -dlgebras tales que F, C /' para toda
t. Esta familia es creciente en el sentido de que F, C F, cuando s <f. Asf, una
filtracién puede ser vista como una estructura de informacion dindmica y F; re-
presenta toda la informacién disponible al tiempo ¢ . El hecho de que la filtracion
esté aumentando significa que hay més y mds informacion conocida conforme el
tiempo transcurre y que la informacién pasada no se olvida. Se cumple ademds
que W, tiene incrementos independientes normales con medias cero y varianzas
iguales a los incrementos en el tiempo. Al tiempo #=0, se define W, =0. El
proceso dW modela las fluctuaciones propias de los rendimientos del subya-

t

cente y, como se sabe, satisface: dW, se distribuye N(0,df), E[dW,]=0y
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Var[dW,] = E[(dW, )2] =dt . Se supone que el precio del activo subyacente al

tiempo ¢, S, , es conducido por el movimiento geométrico Browniano

dS, =uS,dt+cSdw.,. (1)

En este caso, el pardmetro de tendencia, L € R, representa el rendimiento medio
esperado (anualizado) y ¢ > 0 la volatilidad (anualizada). Una simple aplicacion

del lema de It0 (véase el Apéndice) conduce a

dIn(S,) = (1 —%Gz)dt +odW,,
lo que, a su vez, implica

S =

oW+ (u—Lc2)r
L =8.e S
La expresion anterior es invertible, en el sentido que se puede despejar W, y esto
significa que el proceso (S,),,, es adaptado a la filtracién (F)), .

Dindmica del precio de la opcion

El valor, prima o precio de una opcién europea de compra es claramente funcién de
los distintos parametros que intervienen en los términos o cldusulas del contrato, ta-
les como: el precio de ejercicio K y la vida del contrato 7' —¢, donde T es la fecha
de vencimiento y ¢ es la fecha de inicio del contrato. Por supuesto, el valor de dicha
opcién también dependerd de las caracteristicas del activo subyacente, tales como:
su precio de contado (de mercado), S, , rendimiento medio esperado, W , y volatili-
dad, ¢ , asi como de la tasa de interés, r, que prevalece en el mercado de crédito con
el fin de calcular el valor del dinero en el tiempo. Por lo anterior, se puede escribir el
valor de una opcion europea como

c=c(S,,K,T,0,u,r).
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Observe que S, y ¢ son las variables relevantes en el contrato (S, recibe, frecuen-
temente, el nombre de variable de estado). En lo que sigue, no se hard mencién
explicita de los pardmetros, K, 7,0, L 'y r,excepto cuando sea necesario. Es
decir, el valor de la opcién se denotard simplemente como ¢ = ¢(S,,t). Posterior-
mente, se mostrard que ¢ no depende del pardmetro de aversion al riesgo, LL .

Durante el intervalo de tiempo [Z,¢+ d¢], el activo subyacente cambia marginal-
mente de S, a §,+dS,, en consecuencia, el precio de la opcién cambia de ¢ a
c+dc. El cambio marginal en el precio de la opcién se obtiene mediante el lema
de Ito, como (ver Apéndice):

dc dc 1 ,., 0% dc
—+—uS, +—06°S’ dt+—oc S dw. (2)
or Tas H TR0 g [T s

t t

dec =

Rendimiento de los activos

Se supone ahora que el individuo tiene acceso a tres activos reales: una accién de
precio S, , una opcién sobre la accién de precio ¢ = c(S,,¢) y un bono de precio
b, libre de riesgo de incumplimiento que paga tasa fija 7 . De acuerdo con la ecua-
cion (1), el rendimiento que paga el activo subyacente es

d;f =udt+odw,. 3)

t

dR, =

Asimismo, el rendimiento que paga el bono estd dado por
dR, =rdt. 4)

En virtud de la ecuacién (2), el rendimiento de la opcidn satisface

_dc

dR __:Hcdt+cchVt’ (5)
C

c
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donde
dc  dc 10°c ,., |1
= —+—US, +==——=0"S " |-
M=o Tas M T o8 c
y
GL,:iGStl.
as, c

Se supone que el valor intrinseco (al vencimiento) de la opcién estd dado por
c(S,,T)=max(S, — K,0), donde K es el precio de ejercicio de la opcion.

Construccion del portafolio

Sean o, = S, / A, 1a proporcién de la riqueza que el individuo asigna a la tenencia
de acciones, Ol,, = c/ A, 1a proporcién de la riqueza que asigna a una opcién eu-
ropea de compra sobre la accién, y 1 -0, —0l,, la fraccién complementaria que
se destina a un instrumento libre de riesgo que paga un rendimiento » constante a
cualquier plazo. En este caso, la riqueza, A, satisface:

d4, = 4, (1-o,, -0, )dR, + 401, dRg + 401, dR, . ©)

Después de sustituir (3), (4) y (5) en la ecuacién anterior, ésta se puede reescribir
como

d4, =A4(r+u-ro, + (W, —ra,)dt+ A4, (o0 +o,0.)dW,.

En este caso, se sigue que la media y la varianza del rendimiento de la riqueza
satisfacen, respectivamente,

4, 1
Hy :=E[A—:}a=r+(ﬂ_’")alt+(ﬂc_r)a2t

o %:=Var [%}é = (0,0 +0,G,)".
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Considere ahora el problema de decision sobre las proporciones, Ot;, y O,, , de la
riqueza A, que se asignan a los diferentes activos (véase Markowitz (1952)):

2
L 9 oGC, | O
Minimizar %G fl = %(OC],,%J zc !
0,00, (]9 o Oy,

c c

w - r

sujeto a: U, =r+(o,,,0,, = Uy,
H. — 7

donde U, esun rendimiento dado. El Lagrangeano asociado al problema anterior,
de programacion no lineal, es

L E%(OL”G +(X2IGC)2 +V[u0 =7 =04, (L = 1) =0, (U, _r)]a

donde v es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién. Las condiciones
de primer orden dL /da.,,, i =1,2, conducen a

_ (=T
0,0 +0,0, =V \

(¢}
-r
0,0 +0,0, =V K.
GL‘
En consecuencia,
w—=r — p‘c —-r
p G (N

Después de sustituir u_y ¢, dadas en (5), en la ecuacion anterior se tiene que

dc  dc g 1 9°%c

dc
—+—uS, +==—=028" |-re=(u-r)=—35,,
or Tas WSt aasr0 S fre=(r)asS,

t
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lo cual conduce a la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes-Merton
(1973),

2
de e g 10

~0C5282 o=, 8
o os, CT2asr T ®

junto con la condicién de frontera
c(S,,T) =max(S, - K,0).

Dado que la ecuacion diferencial parcial anterior es de segundo grado, se requiere
otra condicién dada por ¢(0,7) =0, la cual dice que si el activo subyacente es
libre (gratis) la opcion carece de valor.

Observe también que la ecuacidn (8) es una ecuacion diferencial parcial lineal pa-
rabdlica. De hecho, casi todas las ecuaciones diferenciales parciales en matemati-
cas financieras tienen una forma similar. La linealidad significa que si se tienen dos
soluciones, entonces la suma de ellas también es una solucion. En otras palabras, si
todos los activos de un portafolio satisfacen la ecuacién (8), entonces el portafolio
también la satisface. Por tiltimo, el hecho de que la ecuacion diferencial parcial sea
parabdlica significa que estd relacionada con la ecuacién de difusion de calor. Esta
ecuacién describe como se difunde el calor en una viga (hecha de algin material
conductor) de dimensién infinita. En este caso, la temperatura en un punto de la
viga estd asociada al rendimiento del activo.

La ecuacién de Black-Scholes-Merton contiene todas las variables que determinan
el valor del contrato y los pardmetros tales como el precio de contado del activo
subyacente, el tiempo y la volatilidad, pero no se hace mencién al rendimiento
medio esperado W . Cualquier dependencia sobre W se ha eliminado al anular el
coeficiente de dW, en el cambio de valor del portafolio. Observe que en su lugar
aparece, en la ecuacion (8), la tasa de interés libre de riesgo, 7. Esto significa
que si todos los participantes en el mercado de opciones estdn de acuerdo con el
nivel de volatilidad de los rendimientos del activo, entonces estan igualmente de
acuerdo con el valor de la opcién aunque tengan diferentes preferencias al riesgo
expresadas a través de L . En otras palabras, todos los agentes estdn dispuestos a
omitir sus preferencias al riesgo, L , y aceptar un rendimiento libre de riesgo, 7,
después de ponerse de acuerdo con el nivel de volatilidad del activo subyacente.
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Obtencion de la ecuacion ssm mediante argumentos del modelo capm

A continuacion se obtiene la ecuacion Black-Scholes-Merton utilizando el modelo
CAPM, el cual se obtiene de la ecuacion (7). El modelo capm se utiliza con mu-
cha frecuencia para valuar acciones bajo condiciones de equilibrio de mercado. El
modelo capMm describe la relacidn entre el riesgo y el rendimiento esperado de un
activo y es muy (til para valuar los titulos de capital que emiten las empresas para
financiarse. Especificamente, el modelo capm dice que la diferencia entre el ren-
dimiento de una accién y una tasa libre de riesgo de incumplimiento (por ejemplo,
la tasa de CETES, Certificados de la Tesoreria) es proporcional a la diferencia entre
el rendimiento del mercado (por ejemplo, el Indice de Precios y Cotizaciones de la
Bolsa Mexicana de Valores) y la tasa libre de riesgo (de CETES).

Suponga, como antes, que la dindmica del precio del activo subyacente es condu-
cida por el movimiento geométrico Browniano. De esta manera, el rendimiento
del activo es

ds,
dRS=Tt=udt+G aw.,. )

t

Para calcular el cambio en el precio de la opcién por cambios en S, se utiliza la
expansion en serie de Taylor hasta términos de segundo orden:

:i dc 1 d°c

d dS, +—dt+==—07Sds
oS T Y T st
10)
dc oc 1% 5 o» Jc (
=—uS, +—+-—=——0°S§" [dt+=—0cS,dW.
as " o Taasre > [M s °
En este caso, el rendimiento de la opcién esta dado por

dc  dc S 1fdc 1 , 0°c (11)

dR.=— dRy =+~ —+-0°S dr.

"¢ 0S, c clot 2 a8}

De acuerdo con el modelo capM, los rendimientos de la opcidn y del activo sub-
yacente satisfacen, respectivamente, las siguientes relaciones lineales con respecto
del rendimiento del mercado, dR,, ,
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E[dR,]-rd¢=B,[E[dR, ]-rd] (12)
y
E[dR, ]-rds = B[ E[dR,, |-rdt], (13)
donde
5 _ Cov(dRy,dR,,)
57 Var(dRy) (14)
y
8 _ Cov(dR,.dR,)
¢« Var (dR,,)
Cov [ac dR, >R, )
_ as, c
Var (dR), ) (15)

_9c S, Cov(dR;.dR, )
dS, ¢ Var(R,)

_dc S,
aS, Ps:

porque Cov(dt,dR,,)=0. Si se sustituyen las ecuaciones (11), (13), (14) y (15)

en (12), se tiene
E|:dc:|—rdt=[3€ (E[dR,, ]-rdr)
ac
S’B (E[dR,, ]-rdz) 16)
=iiBS[BL(E[dRs]—rdr)]
ac 5 > (E[dRy]-rdr)
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lo cual implica que

oc
E[dc]—rcdt:a—StSt (E[dRS]—rdt) A7)
Si se sustituye la ecuacién (9) en (17), se sigue que

E[dc] redt = (E [dR ] rdt)

:_ac S, (E[ds’ ]—rdt]
as, S,
(18)
_d

s S, (E[ndr+cdw ]-rdt)

8

BS —8, (L —r)ds,

donde se ha considerado que E[dW,]=0. Por dltimo, si se sustituye (10) en la
ecuacion (18), se tiene

dc dc  19d° 5252 ac oc
Ell — [ S —— _ — —
|:[8St S, + E)t+ 5 2 S; ]dt+a tchW] redt = 5 ;St (u-r)ds,  (19)

equivalentemente

dc dc 1 o2 , 9°c
9% s, 2C $29¢ .o,
o s TR0 PrasT T

Este resultado coincide con (8).

22 g

1er ARTICULO.indd 22 @ 25/08/2009 12:34:10 p.m.



®

Consistencia entre minimizacion de varianza y maximizacion de utilidad en la evaluacion de derivados

Obtencion de la ecuacion de BsM mediante el postulado de racionalizacion
econdmica

Esta seccién muestra la consistencia entre la existencia de consumidores raciona-
les con los resultados derivados de los modelos de Markowitz y cApM. Se supone
como antes que el individuo tiene acceso a tres activos reales: una accién de precio
S, una opcion sobre la accién de precio ¢ =c(S,,#) y un bono de precio b, libre
de riesgo de incumplimiento que paga tasa fija r. Suponga que el rendimiento que
paga el activo subyacente es

dR; =pdt+o dW.,. (20)
Asimismo, suponga que el rendimiento que paga el bono estd dado por

dR, =rdt. 1)

En vista de (20), la aplicacién del lema de Ité a ¢ = ¢(S,,t) conduce a que el ren-
dimiento de la opcién satisface

dRc=@=ucdt+cch,, (22)
C
donde
dc  dc 19d% >, |1
| L8 +- 262 |-
M=l orTas Mo 2as7C o e
y
dc
6. =—0CS,—
©aS, ¢

Se supone que ¢(S,,T) =max(S, — K,0), donde K es el precio de ejercicio de
la opcién. Sean ®,, =S, / A, 1a proporcién de la riqueza que el individuo asigna a
una opcion europea de compra sobre la accion, ®,, = c/ a, la proporcién de la ri-
queza que asigna a una opcion europea de compra sobre la accién, y 1—o,, —,,

la fraccién complementaria que se asigna a un instrumento libre de riesgo que paga
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un rendimiento r constante a cualquier plazo. La variable ®;, es diferente de o, ,
la cual fue introducida en la seccién anterior en (6) porque (;, incorpora la deci-
sién de consumo. Por la misma razén, la 4, de (6) y la a, de (24) son diferentes.

En este caso, el agente desea resolver el siguiente problema:

T oy
Maximizar E[ I % e7%ds +b(ay,T )|F,}, (23)
Cp,0,,0, 0 4
sujeto a:
da, =aw,dR; +a,0,dR, +a,(1-0,-w,)dR, —Cdt, (24)

donde C, es consumo, Y es un pardmetro de preferencias (grado de aversién al
riesgo), O es la tasa subjetiva de descuento (entre mayor es &, m4s ansioso estd

el consumidor por el consumo presente), F, es la informacién relevante al tiempo

t,y

v
al’ _sr
o

b(aT’T):

representa una herencia. Después de sustituir (20), (21) y (22) en la restriccion
presupuestal, ésta se puede reescribir como

da, =aq, r+(u—r)0)1t+(uc—r)0)2t—% dt+a,(0,0 +o,0,)dW,.
t

Si se define (la funcion de utilidad indirecta)

J(a,,t)= max E['[T%{e_gsds+b(aT,T)|E:|,

Cran; 5,

24 g
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y se aplica la recursividad de J , el teorema del valor medio del célculo integral y
una expansion en serie de Taylor hasta términos de primer orden se sigue que

d 4 T /4
J(a,,t)= max E[J:+t%e_5sds+ t+d;%e_6sds+b(aT’T)|F’}

[ORCYRCY

+dtcsy _5s
= max ]EJ: % %% ds +J(a, +da,t+dD)|F,

Cpotn,,00, [t 1+t

- max E[C—fe-5'dt +o(df)+J(a,,t)+dJ(a,,10) ‘Ft}.
Cpuon.0 [[1.0+dH] 4

Observe también que en la frontera, i.e,, en T, se sigue que J(a,,T)="0b(a,,T).

En virtud del lema de It6, aplicado a J = J(q,,?), se cumple que

0= max E[%emdt+0(dt) +[J, +J,4, [r+ (K-, + (1, — 1o, —QJ
ECTECH a
e
+2J 0t (0,0 +m2tcc)2]dt+Jga,(0)l,c +m2,c$c)dW,‘ F,],

donde o(dr)/dt — 0 si df — 0. Si se toman esperanzas de los términos dentro

del paréntesis y, posteriormente, se divide entre d¢ y se toma el limite cuando
dt — 0, se sigue que

0= max {ge_& +J,+J,a,| r+(U—r)o, + (U, —r)o, _Q
C, .00, Y at

(26)
+2J 0. (0,0 +®,06,) }
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Considere un candidato de solucion de la ecuacidn anterior de la forma (con varia-
bles separables, es decir, con dos factores uno que depende de a, y otro de ¢)

J(a,t)=V(a,)e™,
Entonces
J,=V'(a)e®, J,=V"a)e® y J =-8V(a)e®".

Ahora bien, si C,, ®,, y ®,, son dptimos, se obtiene que

O:g_a V(at)+V,(at)at (”"'(M_’”)(‘)n +(Mc —7")0)2[ _Q)
¥ (27)

t

1
+5V"(a,)af(c01,6 +w,0,)".

Suponga que la funcién V' (at ) es de la forma
al
V(at) = B _[’
v
donde B tiene que ser determinada a partir de (27), entonces

Via)=Bay™ y ¥"(a,)=B @ —Da".

De esta manera, la ecuacién (27) se transforma en

G
Y

a’ C
0 -0 L+ +PBal| r+(u—-rw, +(u, —rom, ——
! “) s

t

1
+ E B (Y - l)ay ((DUG + wztcc)z-
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Al derivar la expresion (28) con respecto de C,, @, y ®,,, se obtienen, respec-
tivamente:

' —Bar =0, (29)

Ba!(w-r)+Py-Dal(®0 +0,6,.)0 =0

B Cl? (n, —r)+ B(y - l)a;{ (0,06 +®,0,)0,=0.
Estas tres ecuaciones se pueden reescribir como:
1
C = B%Y—l) a,,

pu—r=>1-y)(®,0 +»,6,.)0 (30)

u.—r=>1-y) o0 +0,0

0.)0,. (31)
La primera ecuacidn indica que el consumo es proporcional al nivel de la riqueza
en todo momento. Las dos tltimas ecuaciones implican que los premios al riesgo
de S, y C(St,t) son iguales, es decir,

M —r _H-—r (32)
(0 (o)

Después de sustituir lL, y G, en la ecuacion (32), se tiene que

dc  dc 19% e oc
—+—US +——=—06°S" [-re=(u-r)—S
o os Mt Ras70 (=r)3g S
lo cual conduce a la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes:
dc  dc 19% _,
—4+—rS +—=——0°S*—rc=0
o as, Y2987 ,
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junto con la condicién de frontera ¢ (St, t) = max (St -K, 0). Este resultado co-
incide plenamente con el obtenido en la seccidn anterior.

Conclusiones

Este trabajo ha mostrado que la existencia de consumidores racionales es con-
sistente con la existencia de inversionistas minimizadores de varianza. Esto se
podria traducir a que el postulado de Markowitz conlleva implicitamente la nocién
de racionalidad econémica. Esto trae de nuevo al centro de la discusion el viejo
debate sobre el comportamiento de los agentes en el proceso de toma de decisio-
nes /Realmente los agentes actian de acuerdo con estos principios o al menos en
alguna forma relajada de dichos principios?

El postulado de racionalidad econémica ha sido, desde hace varias décadas, un
asunto de continuo debate sobre el comportamiento de los agentes econémicos
cuando éstos toman decisiones de consumo y portafolio. Se dice que un consu-
midor es racional si resuelve problemas de optimizacion a través de un proceso
instantaneo que se lleva a cabo desde su cerebro. Evidentemente, no ha sido facil
aceptar que los consumidores cuando toman decisiones de consumo y portafolio,
lo hacen de tal manera que maximizan una funcién de utilidad sujetos a su restric-
cién presupuestal porque esto involucra un proceso complejo de abstraccién para
plantear problemas de optimizacién y otro proceso todavia mas elaborado para re-
solverlos de manera instantanea. Peor atin, cuando la toma de decisiones se realiza
en un ambiente de riesgo e incertidumbre, entonces el planteamiento y la resolu-
cién del problema de optimizacidn se convierte en un asunto muy sofisticado.

Desde hace muchas décadasse han hecho varios intentos para relajar el concepto
de racionalidad econdmica perfecta (o hiper-racionalidad). Uno de los intentos
mds importantes se refiere al trabajo pionero de Herbert Simon (1957) quien ya
planteaba la nocién de racionalidad limitada (o acotada) en la que, primero, el
individuo elige una funcién de utilidad entre un conjunto de funciones disponibles
en su cerebro y, posteriormente, ordena en términos de sus preferencias las posi-
bles alternativas siguiendo un proceso que no es tan “fino” como el que exigirfan
las condiciones de primer orden de un problema de optimizacion, siendo el orde-
namiento de posibilidades mas bien un proceso “burdo” en el sentido que revisa
grupos de alternativas y elige, casi instantineamente, aquellas que pudieran estar
cerca del 6ptimo. Por otro lado, la “economia experimental” ha logrado un avance
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impresionante, desde el trabajo seminal de Vernon Smith (1962), mostrando con
experimentos conducidos la ausencia del comportamiento racional “perfecto” en
los agentes. De aqui se puede concluir que el postulado de Markowitz conlleva,
implicitamente, la racionalidad econdémica en alguna de sus formas relajadas.

Por dltimo, es importante destacar que aunque el problema del consumidor-inver-
sionista racional se resolvié utilizando una forma funcional especifica del indice de
satisfaccion, se puede demostrar que la obtencién de la ecuacion diferencial parcial

de BsMm es independiente de la funcién de utilidad.

Apéndice. El lema de It

Considere una funcién arbitraria f'(.S,,7) donde S, sigue una ecuacion diferencial
estocdsticade laforma d S, = uS,d#+0.S,d W, , entonces ladiferencial estocdstica

de y, dy, se obtiene mediante la expresion:

dc  dc 1 9%y ay
dy=|=4+=—uS +=028*=—= |[dt+=—=o0 S,dW..
y t M t 2 t aStz aSt t t
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