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Generation of constrained two-dimensional 
guillotine cutting patterns via dynamic programming 

and and/or-graph search

Resumo
Um método heurístico para geração de padrões de cortes bidimensionais guilhotinados restritos, baseado no 
método exato de Christofides e Hadjiconstantinou (1995) foi proposto em Silveira e Morabito (2002). O método 
combina uma relaxação do espaço de estados de uma formulação de programação dinâmica, um procedimento do 
tipo otimização do subgradiente e uma heurística de factibilização. Neste trabalho, o método de Silveira e Morabito 
é modificado com a utilização de uma heurística de factibilização mais efetiva que a anterior, e com uma aborda-
gem de busca em grafo-e/ou para geração de boas soluções iniciais. Resultados computacionais de exemplos da 
literatura e gerados aleatoriamente indicam que o método refinado tem desempenho bem superior ao anterior, e 
é competitivo diante de outros métodos propostos na literatura.

Palavras-chave
Problemas de corte, padrões de cortes bidimensionais guilhotinados restritos, programação dinâmica, heurísticas.

Abstract
A heuristic method for generating constrained two-dimensional guillotine cutting patterns based on the exact method 
by Christofides and Hadjiconstantinou (1995) was presented in Silveira and Morabito (2002). The method combines 
a state space relaxation of a dynamic programming formulation, a subgradient optimization procedure and an inner 
heuristic that turn infeasible solutions provided in each step of the optimization procedure into feasible solutions. In 
this work, the method of Silveira and Morabito is modified by using a more effective inner heuristic, and an and/or-
graph search approach in order to generate good initial solutions.   Results for benchmark and randomly generated 
instances indicate that the refined method’s performance is superior to the previous one, and it is competitive face 
to other methods proposed in the literature.

Key words
Cutting problems, constrained two-dimensional guillotine cutting patterns, dynamic programming, heuristics.
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tofi des e Hadjiconstantinou em que, em vez de aplicar o 
algoritmo de busca em árvore, aplicam uma heurística de 
factibilização simples que, a partir da solução relaxada 
de programação dinâmica gerada a cada iteração do pro-
cedimento de otimização do subgradiente, tenta melhorar 
a melhor solução factível obtida até então. O resultado 
é um método sem garantia de otimalidade, porém, bem 
mais rápido e capaz de fornecer soluções para problemas 
de maior porte do que o método exato de Christofi des e 
Hadjiconstantinou.

No presente artigo, refi namos o método de Silveira 
e Morabito (2002) por meio de: (i) uma heurística de 
factibilização mais elaborada, capaz de gerar resultados 
melhores do que a anterior e demandando (em média) 
menores tempos computacionais, e (ii) uma solução inicial 
bem mais efetiva, gerada com a abordagem de busca em 
grafo-e/ou de Morabito e Arenales (1996). Uma das vanta-
gens do presente método sobre outros métodos heurísticos 
disponíveis na literatura é que, na maioria dos casos em 
que se obtém uma solução ótima, é também fornecido um 
certifi cado de otimalidade para esta solução. Além disso, 
nos casos em que a solução obtida é subótima, o método é 
capaz de produzir um bom limitante superior para o valor 
da solução ótima, o que permite uma boa estimativa do 
gap de otimalidade. Convém observar que o método tem 
garantia de otimalidade para gerar padrões guilhotinados 
irrestritos (relaxados). O desempenho computacional do 
método é analisado resolvendo-se exemplos da literatura 
e exemplos gerados aleatoriamente, e comparando-se as 
soluções obtidas com as soluções do método de Silveira e 
Morabito (2002) e de outros métodos da literatura.

Este artigo está organizado da seguinte maneira: ini-
cialmente é apresentada a formulação de programação 
dinâmica para o problema e alguns detalhes do método 
de solução baseado na relaxação de espaço de estados 
utilizado em Silveira e Morabito (2002). Em seguida, é 
proposta uma nova heurística de factibilização a ser uti-
lizada no procedimento de otimização do subgradiente. 
Continuando, a abordagem de busca em grafo-/ou para 
geração de soluções iniciais de alta qualidade é descrita de 
forma resumida. A seguir são apresentados os resultados 
computacionais do método e, fi nalmente, as conclusões e 
perspectivas de pesquisa futura.

FORMULAÇÃO DE PROGRAMAÇÃO DINÂMICA

Assim como em Silveira e Morabito (2002), considere 
uma chapa de comprimento e largura L x W, e um conjunto 
de n retângulos menores (tipos de peças) com comprimentos 
e larguras l

1
, x w

1
, l

2
, x w

2
, ..., l

n
 x w

n
, demandas b

1
, b

2
, ..., 

b
n
, e valores v

1
, v

2
, ..., v

n
. Admitimos que os comprimentos 

e larguras da chapa e das peças são números inteiros. De-

INTRODUÇÃO

Problemas de corte e empacotamento aparecem em 
uma grande diversidade de classes e são, em geral, de di-
fícil solução exata (DOWSLAND; DOWSLAND, 1992; 
DYCKHOFF; FINKE, 1992; LODI et al., 2002; e SICUP, 
2005). Existem vários estudos na literatura tratando estes 
problemas, como mostram os artigos de revisão e edições 
especiais em Dyckhoff e Waescher (1990), Sweeney e 
Paternoster (1992), Morabito e Arenales (1992), Martello 
(1994a, 1994b), Bischoff e Waescher (1995), Mukhache-
va (1997), Dyckhoff et al. (1997), Arenales et al. (1999), 
Wang e Waescher (2002), Hifi  (2002), Oliveira e Waes-
cher (2006) e SICUP (2005). Neste trabalho estudamos 
a geração de padrões de cortes bidimensionais guilhoti-
nados restritos. Nossa motivação é que, além de sua ine-
rente difi culdade de resolução (problema NP-difícil), ele 
é importante em diversos processos industriais de corte 
de chapas retangulares, como por exemplo no corte de 
lâminas de vidros planos, placas de madeira na indústria 
de móveis e chapas de fi bra de vidro para produção de 
placas de circuito impresso encomendadas por clientes 
(SILVEIRA; MORABITO, 2002). O padrão é dito bidi-
mensional porque envolve duas dimensões relevantes 
para a solução (comprimento e largura das chapas e das 
peças recortadas); é guilhotinado porque as restrições 
impostas pelos equipamentos requerem que os cortes 
aplicados em um retângulo produzam dois retângulos; e 
é restrito porque há limitações para o número máximo 
de vezes que um tipo de peça poderá ser cortado a partir 
de uma chapa.

Alguns autores propõem métodos exatos para gerar 
padrões guilhotinados restritos, entre eles, Christofi des e 
Whitlock (1977), Viswanathan e Bagchi (1993), Hifi  (1997), 
Cung et al. (2000) e Christofi des e Hadjiconstantinou 
(1995). Neste último, os autores apresentam um algoritmo 
de busca em árvore utilizando limitantes derivados de uma 
relaxação do espaço de estados de uma formulação de pro-
gramação dinâmica, e um procedimento do tipo otimização 
do subgradiente (ascensão no espaço de estados). Os autores 
não chegaram a aplicar este método para resolver exemplos 
reais de processos de corte, mas apenas para resolver alguns 
exemplos da literatura e exemplos gerados aleatoriamente, 
todos de tamanho moderado.

Devido às difi culdades com métodos exatos, diversos 
autores apresentam métodos heurísticos para geração de 
padrões restritos, tais como Wang (1983), Vasko (1989), 
Oliveira e Ferreira (1990), Daza et al. (1995), Morabito 
e Arenales (1996), Mornar e Khoshnevis (1997), Fayard 
et al. (1998), Parada et al. (1998), Alvarez-Valdes et al. 
(2002) e Silveira e Morabito (2002). Neste último, os 
autores apresentam uma variação do método de Chris-
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as funções recursivas de programação dinâmica F
k
(x, y, 

S
xy

) e G
k
(x, y, S

xy
), para todo k ≥ 1, x∈X, y∈Y e S

xy
⊆S

LW
, 

são dadas por:

O primeiro termo do colchete da fórmula (1) corres-
ponde ao caso em que, no primeiro estágio do padrão 
ótimo em até k estágios de (x, y), não há cortes em (x, y) 
paralelos ao eixo y, o que implica que este padrão pode 
ser considerado como um padrão em até k-1 estágios, 
com os cortes do primeiro estágio paralelos ao eixo x. O 
segundo termo do colchete da fórmula (1) corresponde 
ao caso em que, no primeiro estágio do padrão ótimo em 
até k estágios de (x, y), existe pelo menos um corte em 
(x, y) paralelo ao eixo y, digamos um corte vertical x’∈X, 
x’<x, produzindo dois retângulos (x’, y) e (x-x’, y). Neste 
caso, temos dois padrões de corte associados com estes 
retângulos. No primeiro, as peças pertencem ao conjunto 
S’, os cortes no primeiro estágio do padrão ótimo de (x’, y) 
são paralelos ao eixo y, e ainda há k estágios no total (dado 
que pode haver outros cortes verticais x”<x’ em (x’, y), que 
não implicam em outro estágio em (x, y)) . No segundo, 
as peças pertencem ao conjunto complementar S

xy 
- S’, os 

cortes no primeiro estágio do padrão ótimo de (x-x’, y) 
são paralelos ao eixo x, e há somente k-1 estágios no total 
(dado que cortes horizontais em (x-x’, y) implicam em ou-
tro estágio em (x, y)). Estas considerações são aplicáveis 
similarmente para a fórmula recursiva (2).

Um valor para k = 0 em F
k
 (x, y, S

xy
) ou G

k
 (x, y, S

xy
) (fór-

mulas (1) e (2)) corresponde a uma alocação da maior peça 
(i.e., mais valiosa) do conjunto S

xy
 para o retângulo (x, y). 

sejamos gerar o padrão de corte guilhotinado mais valioso, 
usando não mais do que b

i
 peças de cada tipo i = 1,2, ..., 

n. Se todos os valores v
i
 forem iguais às áreas l

i
w

i
, então o 

problema é equivalente a deter-
minar o padrão de menor perda 
de material. 

Para desenvolver uma fór-
mula recursiva de programação 
dinâmica, Christofi des e Had-
jiconstantinou (1995) admitem 
que os cortes sejam produzidos 
em estágios. A Figura 1 ilustra um padrão de corte em três 
estágios para um retângulo (x, y): no primeiro estágio, 
um corte horizontal divide o retângulo (x, y) em dois 
retângulos (superior e inferior); no segundo estágio, um 
corte vertical divide o retângulo superior em dois retân-
gulos (superior esquerdo e superior direito) e dois cortes 
verticais dividem o retângulo inferior em três retângulos 
(inferior esquerdo, inferior intermediário e inferior di-
reito); e, no terceiro estágio, um corte horizontal divide 
o retângulo superior esquerdo em dois retângulos e dois 
cortes horizontais dividem o retângulo inferior direito em 
três retângulos.

Sejam s
1
, s

2
, ..., s

n
 as quantidades de peças dos tipos 

1, 2, ...,n que podem ser usadas para produzir um padrão 
de corte factível para o retângulo (x, y). Representando 
essas peças pela seqüência ordenada S

xy
 = {s

1
, s

2
,..., s

n
}, 

Christofi des e Hadjiconstantinou (1995) defi nem F
k
(x, 

y, S
xy

) como o valor do padrão de corte ótimo em até k-
estágios, para um retângulo de tamanho (x, y), usando 
uma combinação factível de retângulos do conjunto S

xy
, 

com cortes no primeiro estágio paralelos ao eixo y. Si-
milarmente, seja G

k
(x, y, S

xy
) o valor do padrão de corte 

ótimo em até k-estágios, para um retângulo de tamanho 
(x, y), usando uma combinação factível de retângulos do 
conjunto S

xy
, com cortes no primeiro estágio paralelos ao 

eixo x. Defi nindo X = {1, 2, ... , L} e Y = {1, 2, ..., W}, 

Figura 1: Exemplo de padrão de corte para (x, y) em três estágios.

(1)

(2)
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Os dois cortes para produzir esta peça a partir de (x, y) não 
são considerados como estágios adicionais de corte. Assim, 
condições iniciais são fornecidas, para todo x, y e S

xy
, por:

     

(3)

(4)

Note que o máximo entre F
k
 (x, y, S

xy
) e G

k
 (x, y, S

xy
) em 

(1)-(4) corresponde ao padrão ótimo guilhotinado restrito 
com até k-estágios do retângulo (x, y), gerado pelo uso das 
peças em S

xy
, quando a direção dos cortes do primeiro estágio 

não é especifi cada. Em particular, max[F
k
 (L, W, S

LW
), G

k
 (L, 

W, S
LW

)] corresponde ao padrão ótimo k-estágios da chapa (L, 
W). Se não for especifi cado um número máximo de estágios, 
devemos considerar o valor de k como sendo aquele onde: F

k
 

(L, W, S
LW

) = Fk
+1

 (L, W, S
LW

)  e  G
k
 (L, W, S

LW
) = G

k+1
 (L, W, 

S
LW

).  Sem perda de generalidade, as dimensões dos conjun-
tos X e Y nestas fórmulas ainda podem ser substancialmente 
reduzidas aplicando a restrição dos padrões canônicos ou 
normais (Christofi des e Whitlock, 1977; Beasley, 1985). 
Uma conseqüência disso é que os conjuntos X e Y podem 
ser redefi nidos por: 

Note na formulação (1)-(4) que para gerar um padrão 
guilhotinado irrestrito basta relaxar a variável de estado 
S

LW
 e as fórmulas se reduzem às fórmulas apresentadas em 

Beasley (1985). De fato, a principal difi culdade da formu-
lação (1)-(4) é a dimensão do espaço de estados associada 
a S

LW
. Christofi des e Hadjiconstantinou (1995) propõem 

uma relaxação do espaço de estados de (1)-(4), combinada 
com um procedimento do tipo otimização do subgradiente 
(ascensão no espaço de estados), que produz bons limitantes 
para o problema original. Para maiores detalhes sobre este 
procedimento, veja Christofi des e Hadjiconstantinou (1995) 
e Silveira e Morabito (2002).

Lucena (2004) propôs algumas modifi cações do tipo 
relax and cut em procedimentos de otimização do subgra-
diente.  Em uma destas modifi cações, sugere que uma boa 
prática para convergência do procedimento de otimização 
do subgradiente seja ajustar os subgradientes antes do cál-
culo do tamanho do passo (veja expressão para t em Silveira 
e Morabito, 2002), usando s

i
 = 0  sempre que s

i
 ≥ 0 e q

i
 = 0, 

em que s
i
 = b

i 
–

 
γ

i
 é o subgradiente associado à restrição de 

disponibilidade da peça i, q
i
 é o multiplicador (peso) da 

peça i e γ
i
 é o número de vezes que a peça i foi usada na 

solução (padrão) (veja expressões para q
i
 e s

i
 em Silveira e 

Morabito, 2002). Ou seja, se a restrição i não está violada 
(isto é, s

i
 ≥ 0) na iteração corrente, e possui multiplicador 

associado nulo (isto é, q
i
 = 0), então seu gradiente é descon-

siderado, fi xando-o em s
i
 = 0. Com isso, ele não contribui 

no cálculo do tamanho do passo t. Esta estratégia de ajuste 
dos multiplicadores não foi utilizada em Silveira e Mora-
bito (2002), porém é aplicada no presente trabalho.

HEURÍSTICAS DE FACTIBILIZAÇÃO

A heurística de factibilização proposta em Silveira e 
Morabito (2002) é bastante simples e pode ser resumida nos 
seguintes passos:

1. Para cada peça do tipo i em excesso faça:
 1.1 Retire aleatoriamente uma unidade da peça i, ob-

tendo um espaço vazio S
i
 correspondente.  

 1.2 Para cada espaço S
i
  resultante do passo anterior, 

determine a solução homogênea H
i
* (arranjo com peças 

do mesmo tipo) mais valiosa dentre os tipos de peças que 
ainda não atenderam a demanda. 

2. Preencha o espaço S
i
* (com arranjo H

i
*) que 

resulta no maior valor para o padrão de corte. 
Atualize a demanda das peças utilizadas.

3. Retorne ao passo 1 enquanto houver excesso de 
peças no padrão.

Note que o preenchimento de cada espaço S
i
, 

ocupado por uma única peça do tipo i, por um ar-
ranjo de peças do mesmo tipo (solução homogênea) dentro 
de S

i
, mantém o padrão da chapa guilhotinado. Esta heurísti-

ca é executada em cada iteração do algoritmo de otimização 
do subgradiente no referido trabalho. Se em alguma destas 
iterações for obtida uma solução factível, então esta solução 
é ótima. Caso contrário, o método retorna a melhor solução 
produzida pela heurística de factibilização ao longo de todas 
as iterações, juntamente com o limitante inferior forneci-
do pelo algoritmo para o valor do padrão ótimo. Convém 
ressaltar que Christofi des e Hadjiconstantinou (1995) não 
exploram heurísticas de factibilização, mas aplicam os limi-
tantes obtidos em um procedimento de busca em árvore para 
garantir a obtenção de um padrão ótimo para o problema.

A seguir, é investigada uma nova variação de heurísticas 
de factibilização mais elaborada que a descrita acima. Assim 
como a heurística anterior, computa e seleciona a cada ite-
ração o espaço mais valioso que resulta da retirada de peças 
em excesso. Entretanto, no caso de peças que apresentam 
um número em excesso maior que um, verifi ca-se se peças 
desse tipo estão adjacentes e formam um bloco retangular 
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no padrão corrente. Desta forma, ao invés de retirar cada 
peça em excesso e preencher o espaço resultante com outras 
peças, é retirado em uma única etapa um bloco de peças 
adjacentes em um número preferencialmente igual ao nú-
mero em excesso. Alguns cuidados são tomados para que o 
padrão resultante de chapa continue guilhotinado, conforme 
discutido adiante.

A retirada deste bloco defi ne um espaço retangular cor-
respondente à casca convexa das peças selecionadas com 
uma área maior que a de uma única peça, surgindo assim 
oportunidades mais interessantes de preenchimento. Note 
que no caso da peça com menor área, a retirada uma a uma 
do número em excesso não resulta em espaços aproveitáveis.  
Entretanto, a retirada de duas ou mais peças adjacentes pode 
permitir a inclusão de outras peças e a obtenção de soluções 
de melhor qualidade.  Caso a peça seja excedida em uma 
única unidade e o espaço resultante não permita a inclusão de 
nenhuma outra peça, duas unidades adjacentes (se houver) 
são retiradas.  A fi m de maximizar ainda mais o aproveita-
mento do espaço, são incorporados à área do bloco de peças 

retirado espaços existentes não aproveitados entre este bloco 
e peças adjacentes do padrão que não foram afetadas pelo 
procedimento.  Estes espaços precisam corresponder a tiras 
retangulares abaixo, acima, à direita e à esquerda do bloco 
para que a área para inclusão de novas peças mantenha seu 
formato retangular.

Outra importante diferença desta heurística em relação à 
anterior diz respeito à forma com que os espaços resultantes 
da retirada de peças são aproveitados.  Enquanto a versão 
original preenche cada espaço com um padrão homogêneo 
de um único tipo de peça, a versão proposta permite a reapli-
cação do procedimento a espaços remanescentes após o pre-
enchimento do espaço original através de um procedimento 
recursivo. Informações dos tipos e número de peças utiliza-
das no preenchimento são armazenadas e consideradas na 
escolha das peças em estágios posteriores do procedimento.   
A Figura 2 ilustra este procedimento. 

Note que o espaço remanescente após a inclusão do pa-
drão homogêneo da Figura 2b pode ser aproveitado a partir 
da aplicação de um corte guilhotinado vertical ou de um cor-

Figura 2: Aproveitamento de espaços de peças retiradas. (a) bloco retangular de peças adjacentes de um 
mesmo tipo a serem retiradas; (b) inclusão de padrão homogêneo de peças de tipo diverso no espaço do bloco; 
(c) aproveitamento dos espaços remanescentes com dimensões (x- w, y), resultantes de corte guilhotinado 
vertical, e (x, y - z), resultante de corte guilhotinado horizontal.
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Uma das vantagens do presente método sobre 
outros métodos heurísticos disponíveis na 

literatura é que, na maioria dos casos em que se 
obtém uma solução ótima, é também fornecido 
um certificado de otimalidade para esta solução.

te guilhotinado horizontal (Figura 2c). Cada corte defi ne uma 
possível área retangular a ser preenchida. O corte horizontal 
possibilita a inclusão de um padrão homogêneo de duas 
peças, que preenche totalmente o espaço disponibilizado. O 
corte vertical possibilita a inclusão de um padrão homogêneo 
de seis peças; após este corte, permanece ainda uma área não 
utilizada no espaço disponibilizado, a qual pode, a princípio, 
ser aproveitada através de um outro corte vertical ou hori-
zontal. Como todos estes cortes são guilhotinados, o padrão 
resultante no bloco (x, y) da Figura 2 é guilhotinado.

Para garantir que o padrão resultante na chapa (L, W) con-
tinue guilhotinado, a heurística adota uma regra conservado-
ra para seleção de blocos candidatos.  Especifi camente, são 
considerados somente os blocos que não envolvam cortes 
no seu interior (para gerar as peças do bloco) coincidentes 
com cortes fora do bloco (para gerar as peças adjacentes ao 
bloco). Dizemos que uma peça é adjacente ao bloco se ela 
não pertence ao bloco mas contém uma face (ou parte dela) 
adjacente a uma face do bloco. Por exemplo, suponha que 
o bloco com quatro peças da Figura 2a seja defi nido pelas 
coordenadas inicial e fi nal (p

1
,q

1
) e (p

2
,q

2
). Suponha também 

que o bloco envolva um corte vertical interior (para separar 
suas quatro peças em dois conjuntos de duas peças), digamos 
na abscissa p (p

1
 < p < p

2
), e um corte horizontal interior 

(para produzir as peças de cada conjunto de duas peças), 
digamos na ordenada q (q

1
 < q < q

2
). Este bloco é considerado 

pela heurística somente se não houver peças adjacentes às 
faces superior ou inferior do bloco cujas abscissas iniciais 
ou fi nais sejam iguais a p (i.e., coincidentes com o corte 
vertical interior em p), e peças adjacentes às faces esquerda 
ou direita do bloco cujas ordenadas iniciais ou fi nais sejam 
iguais a q (i.e., coincidentes com o corte horizontal interior 
em q). Note que por meio desta regra, a escolha do padrão 
de corte dentro do bloco torna-se independente do padrão 
defi nido fora do bloco.

A Figura 3 ilustra a aplicação da regra, onde o bloco de 
quatro caixas da Figura 2a é parte do padrão de uma chapa. 
As linhas grossas representam alguns cortes guilhotinados C

i 

que foram aplicados para produção do padrão da chapa, onde 
i indica a ordem de aplicação do corte. Note na Figura 3a que 

o bloco seria desconsiderado para seleção, uma vez que a 
abscissa p do corte vertical interior do bloco coincide com a 
abscissa inicial da peça adjacente A, localizada em sua face 
superior. De fato, e como ilustrado na Figura 3b, a seleção do 
bloco e aplicação dos dois cortes verticais consecutivos da 
Figura 2c incluiria um padrão de 12 caixas, que não poderia 
ser obtido por nenhuma seqüência de cortes guilhotinados 
na placa (padrão resultante não guilhotinado). Na Figura 3c, 
o mesmo bloco seria candidato para seleção, dado que não 
existem peças adjacentes em suas faces superior ou inferior 

com coordenadas inicial ou fi nal 
p, ou em suas faces esquerda ou 
direita com coordenadas inicial 
ou fi nal q; a inclusão do padrão 
de 12 caixas resultaria, portanto, 
em  um padrão guilhotinado que 
poderia ser obtido após a seqüên-
cia de cortes guilhotinados C

1 
a C

4
  

(Figura 3d).  
É importante enfatizar que 

a severidade da regra adotada 
pode eliminar opções viáveis. 

Se, por exemplo, a peça adjacente A da Figura 3c fosse 
substituída por um padrão homogêneo de duas peças, o 
bloco seria desconsiderado, uma vez que a abscissa p de 
seu corte vertical interior coincidiria com a abscissa inicial 
de uma das peças. Note, entretanto, que a seleção do bloco 
e inclusão do padrão manteria o padrão guilhotinado da 
chapa.  Por razões de simplicidade de implementação e 
aplicação, a regra foi mantida na heurística nos experi-
mentos realizados.

Os passos gerais da heurística proposta são 
apresentados a seguir.

Passos da heurística de factibilização proposta
1. Para cada peça em excesso i faça:

1.1 Se a peça apresenta excesso de uma unidade, veri-
fi que se é possível preencher a área desta peça com 
outra peça cuja demanda não foi atendida. Neste 
caso, faça o número de peças a serem retiradas igual 
a 1.  Caso a área seja insufi ciente e haja mais de uma 
peça deste tipo no padrão corrente, faça o número de 
peças a serem retiradas igual a 2.

1.2 Se o número de peças a serem retiradas for maior que 
1, verifi que no padrão a existência de subconjuntos 
de peças deste tipo que estejam adjacentes, formando 
cascas convexas retangulares. Caso existam espaços 
vazios entre o subconjunto de peças e peças adjacen-
tes do padrão que não foram afetadas pelo procedi-
mento, adicione-os à casca convexa, desde que esta 
se mantenha retangular. Selecione o bloco que mais 
se aproxima do número de peças a serem retiradas, 
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o qual corresponde ao espaço S
i
 mais promissor para 

aproveitamento.
1.3 Retire do padrão o bloco de peças selecionado.  

2. Para cada espaço S
i 
 resultante do passo anterior:

2.1 Faça A
i
 = ∅ (conjunto de arranjos homogêneos já 

selecionados) e S
corrente

= S
i
.

2.2 Para S
corrente

, determine a solução homogênea mais 
valiosa H* dentre os tipos de peças que ainda não 
atenderam a demanda, e faça A

i
= A

i
 ∪ H*.  Caso o 

arranjo não tenha preenchido completamente S
corrente

, 
obtenha até dois espaços retangulares corresponden-
tes à área não utilizada em S

corrente
 através de um corte 

guilhotinado horizontal e de um corte guilhotinado 
vertical (Figura 2).

2.3 Para o espaço não utilizado resultante de cada tipo de 
corte, verifi que se sua área é sufi cientemente grande 
para ser preenchida com peças cuja demanda não 
tenha sido atendida, considerando as decisões de 

arranjos armazenadas em A
i
.  Neste caso, faça este 

novo espaço igual a S
corrente

 e retorne ao passo 2.2, 
armazenando o arranjo na seqüência da árvore de 
decisões associada.  

2.4 Selecione a seqüência de decisões de arranjo que 
resultem no maior valor de padrão de corte do espaço 
S

i
 e a faça igual a A*

i
. 

3. Preencha o espaço S
i
 (com o arranjo A*

i
) que resulta no 

maior valor para o padrão de corte. Atualize a demanda 
das peças utilizadas.

4. Retorne ao passo 1 enquanto houver excesso de peças no 
padrão.

ABORDAGEM DE BUSCA EM GRAFO-E/OU

Uma solução factível inicial trivial para o método descrito 
nas seções “Formação de programação dinâmica” e “Heurís-
ticas de factibilização” consiste simplesmente em não cortar 

Figura 3: Aplicação da regra de seleção de blocos candidatos. (a) padrão de peças com bloco cuja abscissa de 
corte vertical interno coincide com a abscissa inicial da peça adjacente A; (b) padrão não guilhotinado resultante 
da seleção do bloco; (c) padrão de peças com bloco com coordenadas de corte interno não coincidentes com 
coordenadas iniciais de peças adjacentes; (d) padrão guilhotinado resultante da seleção do bloco.
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nenhuma peça (i.e., solução com valor nulo). Outra solução 
um pouco mais elaborada é a solução homogênea (composta 
de peças do mesmo tipo), mais valiosa, não excedendo a 
demanda deste tipo (conforme a expressão (17) em MO-
RABITO e ARENALES, 1996). Silveira e Morabito (2002) 
utilizam o algoritmo de Wang (1983) para fornecer uma boa 
solução factível inicial (primeiro limitante inferior). Note 
que outros algoritmos poderiam ter sido aplicados com este 
propósito.

No presente artigo, propomos utilizar a abordagem de 
busca em grafo-e/ou (MORABITO; ARENALES, 1996). 
Esta abordagem (aqui denotada AOG) representa basica-
mente cada possível padrão de corte bidimensional guilhoti-
nado restrito como um caminho completo em um grafo-e/ou 
em que: (i) os nós do grafo correspondem ao retângulo inicial 
(chapa), aos retângulos intermediários obtidos durante o 
processo de corte, aos retângulos encomendados (peças) ou 
à perda, e (ii) os arcos-e do grafo correspondem aos cortes 
sobre os retângulos (ligando um nó aos outros nós). A Figura 
4 ilustra uma seqüência de cinco cortes guilhotinados C1, 
C2, ..., C5, produzindo um padrão de corte contendo os re-
tângulos (peças) denominados R8, R9, R10, R13, R16 e R17. 
A Figura 5 apresenta o caminho completo correspondente 
do grafo-e/ou com 17 nós (retângulos R1, R2, ..., R17) e 5 
arcos-e (cortes C1, C2, ..., C5). Note que o corte horizontal 
C1 sobre o retângulo R1 (nó inicial) produz os retângulos 
intermediários R2 e R3, o corte vertical C2 sobre o retângulo 
R2 produz os retângulos R4 e R5 (que não podem mais ser 
cortados e resultam nas peças R8 e R9 após um 0-corte, i.e. 
um corte que representa a opção de não cortar mais o retân-
gulo, tornando-o um nó fi nal), o corte vertical C3 sobre o 
retângulo R3 produz os retângulos intermediários R6 e R7, 
e assim por diante.

Cada caminho completo no grafo-e/ou corresponde a um 

padrão de corte. A abordagem de busca AOG é, portanto, um 
método de enumeração implícita. Para reduzir o tamanho da 
busca, AOG utiliza os conjuntos X e Y relativos aos padrões 
normais defi nidos na seção “Formação de programação di-
nâmica”. Além disso, para evitar que diferentes caminhos no 
grafo-e/ou resultem em padrões de corte equivalentes (i.e., 
contendo as mesmas peças), ela aplica regras de simetria, 
exclusão e ordenação de cortes. Com vistas a melhorias 
no desempenho da busca, a abordagem utiliza estratégias 
de busca híbridas (combinação backtracking com hill-
climbing), limitantes inferiores e superiores, as heurísticas 
H1-H4, entre outras. A heurística H1 desconsidera um 
caminho a partir de um nó se o limitante superior do valor 
deste caminho não for λ

1
% maior que o valor da melhor 

solução conhecida até então para este nó. A heurística H2 
desconsidera um caminho a partir de um nó se o limitante 
inferior do valor deste caminho não for pelo menos λ

2
% do 

valor da melhor solução conhecida até então para este nó. 
A heurística H3 utiliza uma regra de simetria para reduzir o 
tamanho da busca no grafo. A heurística H4 defi ne um limite 
M para o número máximo de elementos dos conjuntos X e 
Y. Mais detalhes do algoritmo completo podem ser obtidos 
em Morabito e Arenales (1996) e Vianna (2000).

EXPERIMENTOS E RESULTADOS 
COMPUTACIONAIS

Nesta seção apresentamos os experimentos e resultados 
computacionais a fi m de ilustrar o desempenho do método 
aqui proposto. As implementações foram codifi cadas em 
linguagem Pascal (compilador Delphi 6 – Borland) e execu-
tadas em um microcomputador Pentium IV (2,99 Ghz – 2,0 
GBytes de RAM). Utilizamos os códigos do algoritmo de 
otimização do subgradiente desenvolvidos em Silveira e 

Figura 4: Seqüência de cortes guilhotinados produzindo um padrão de corte.
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Morabito (2002), e os códigos da abordagem em grafo-e/ou 
desenvolvidos em Morabito e Arenales (1996). Após alguns 
experimentos computacionais preliminares, os parâmetros 
da otimização do subgradiente escolhidos foram: π = 2, ε 
= 0,05 (limite de 18 iterações) e estratégia de ajuste dos 
multiplicadores ativada. Os parâmetros da abordagem AOG 
selecionados foram: limite de profundidade da busca DB = 
6, λ

1
 = 0 (heurística H1 desligada) e λ

2
 = 0,9 (heurística H2 

ligada). A regra de simetria foi ativada (heurística H3 ligada) 
e os conjuntos X e Y foram completamente gerados para cada 
exemplo (heurística H4 desligada). Para maiores detalhes 
sobre estes parâmetros, veja Morabito e Arenales (1996).

Como primeira etapa de nossos experimentos, inves-
tigamos o impacto das duas heurísticas de factibilização 
descritas na seção “Heurísticas de factibilização”. Especifi -
camente, foram analisados a qualidade das soluções geradas 

e o esforço computacional requerido pelo algoritmo com a 
heurística de factibilização proposta (aqui denotado por al-
goritmo MP) em relação aos resultados obtidos pelo algorit-
mo com a heurística de factibilização empregada em Silveira 
e Morabito (aqui denotado por SM02). Diferentemente do 
que foi empregado naquele trabalho, ambos os algoritmos 
não utilizam o algoritmo de Wang (1983) para inicializar o 
limitante inferior do padrão ótimo.  A solução inicial corres-
ponde a uma simples solução homogênea (expressão (7) em 
MORABITO; ARENALES, 1996), permitindo assim uma 
verifi cação mais precisa da robustez de cada algoritmo. 

Comparação entre heurísticas de factibilização 
– algoritmos SM02 e MP

Nesta primeira etapa, utilizamos 28 exemplos, 26 dos 
quais analisados em Silveira e Morabito (2002) para com-

Figura 5: Caminho completo do grafo-e/ou representando o padrão de corte da Figura 4.
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parar as duas heurísticas de factibilização. Tomamos inicial-
mente oito exemplos amplamente utilizados na literatura 
com soluções ótimas conhecidas: os exemplos CW1, CW2 
e CW3 em Christofi des e Whitlock (1977), OF1 e OF2 em 
Oliveira e Ferreira (1990), e WANG1, WANG2  e WANG3  
em Wang (1983). 

A Tabela 1 resume os dados dos exemplos e os resultados 
computacionais obtidos com o método baseado na heu-
rística de factibilização anterior (SM02) e pela heurística 
proposta neste trabalho (MP). Em cada exemplo da tabela, 
as colunas 2 a 5 (Dados) informam algumas de suas carac-
terísticas; a segunda coluna indica as dimensões (L,W) da 
chapa, a terceira coluna apresenta o número n de tipos de 
peças, e a quarta e quinta colunas representam, respecti-
vamente, a cardinalidade dos conjuntos normais X e Y de 
coordenadas no eixo x e no eixo y para posicionamento 

do canto inferior esquerdo das peças. A coluna z- fornece 
o melhor limitante superior gerado pelo algoritmo de oti-
mização do subgradiente, cujo valor para cada exemplo 
foi idêntico para as duas heurísticas.  Para cada heurística, 
é apresentado o valor da melhor solução factível obtida, 
seguido dos tempos computacionais (em segundos) para 

a melhor solução e o total decorrido na 
execução.  

Note que, para estes exemplos, a heu-
rística MP obteve as mesmas ou melhores 
soluções do que as providas pela heurística 
SM02; dentre os exemplos, apenas CW2 
não foi resolvido otimamente. O método de 
otimização do subgradiente proveu certifi -
cados de otimalidade em todos os exemplos 
para os quais foi atingida a solução ótima, 
exceto no exemplo OF2. Observe também 
que em três dos oito exemplos, MP requereu 

menores tempos computacionais para obtenção da melhor 
solução e para fi nalização da execução. Convém salientar 
que o método exato de Christofi des e Hadjiconstantinou 
(1995) foi capaz de encontrar as soluções ótimas de todos 
os exemplos da Tabela 1; no entanto, os tempos computa-
cionais foram bem elevados, atingindo a ordem de horas 
em um microcomputador IBM 486 (veja Tabela 6 adiante). 
Ao compararmos os resultados de MP com outros métodos 
heurísticos da literatura, por exemplo, o método de Fayard et 
al. (1998), este encontrou soluções piores para os exemplos 

Tabela 1: Resultados para oito exemplos da literatura.

EXEMPLO DADOS Z- SM02 MP

CW1 (15,10) 7 12 10 244
244w   

0,4     0,4
244w    

0,6    0,6

CW2 (40,70) 10 29 56 2892
2533  

234,1     395,7
2768

64,3    242,5

CW3 (40,70) 20 25 55 1860
1860w

129,1     129,1
1860w 

93,8    93,8

OF1 (70,40) 10 48 32 2737
2737w

44,6     44,6
2737w

106,5    106,5

OF2 (70,40) 10 41 32 2717
2506

31,9     154,8
2690v

5,0    28,5

WANG1 (69,33) 20 54 18 2277
2277w

0,1    0,1
2277w

0,1    0,1

WANG2 (70,39) 20 55 24 2694
2694w

0,1    0,2
2694w

0,2    0,2

WANG3 (70,40) 20 55 25 2721
2721w

2,8    2,8
2721w

2,8    2,8
vSolução ótima sem certificado de otimalidade.
w Solução ótima com certificado de otimalidade.

Além disso, nos casos em que a solução 
obtida é subótima, o método é capaz de 

produzir um bom limitante superior para o 
valor da solução ótima, o que permite uma 
boa estimativa do gap de otimalidade.
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CW2 (2731), CW3 (1740), OF1 (2713) e OF2 (2586), com 
tempos computacionais da ordem de poucos segundos em 
uma estação de trabalho Sparc-Server20.

A seguir comparamos o desempenho das heurísticas 
SM02 e MP nos outros 20 exemplos analisados em Silveira 
e Morabito (2002). Estes exemplos foram gerados aleatoria-
mente com chapas de dimensões (L, W) = (100, 100) e n = 10 
peças, divididos em duas classes. Na classe 1, as dimensões 
das peças l

i
, w

i
, i = 1,2, ..., n, foram sorteadas (e em seguida 

arredondadas) de uma distribuição uniforme nos intervalos 
[0,25L, 0,75L], [0,25W, 0,75W], respectivamente. Na classe 
2, as dimensões l

i
, w

i
, i = 1,2, ..., n, foram sorteadas (e em 

seguida arredondadas) de uma distribuição uniforme nos 
intervalos [0,20L, 0,50L], [0,20W, 0,50W], respectivamente. 
Esses intervalos têm sido utilizados por outros autores na 
literatura, como em Beasley (1985), Morabito e Arenales 
(1996) e Hifi  (1997). Ressaltamos que o desempenho com-
putacional do algoritmo com as heurísticas SM02 e MP de-
pende da cardinalidade dos conjuntos X e Y; assim, à medida 
que as peças tendem a fi car menores em relação à chapa, os 
conjuntos X e Y tendem a conter mais elementos e o esforço 
computacional demandado pelo algoritmo tende a crescer. 
Nestes exemplos, os valores de utilidade v

i
, i = 1,2,...n, foram 

considerados iguais às áreas l
i
w

i
 das peças, e as demandas d

i 

foram sorteadas de uma distribuição uniforme no intervalo 
[1, 4]. Como estes exemplos foram gerados aleatoriamente, 
a solução ótima não é conhecida a priori; só há garantia 
de otimalidade quando a solução coincide com o limitante 
superior do algoritmo de otimização do subgradiente. 

Assim como na Tabela 1, a coluna z- das Tabelas 2 e 3 
fornece o melhor limitante superior gerado pelo algoritmo 
de otimização do subgradiente, cujo valor para cada exem-
plo foi idêntico para as heurísticas SM02 e MP. Para cada 
heurística, é então apresentado o valor da melhor solução 
factível obtida, seguido dos tempos computacionais (em 
segundos) para a melhor solução e o total decorrido na 
execução.

Como podemos observar, para os exemplos da classe 1 
(dimensões das peças com 25% a 75% das dimensões da 
chapa), as soluções obtidas pelas heurísticas SM02 e MP são 
quase sempre ótimas e acompanhadas de um certifi cado de 
otimalidade (Tabela 2). Por outro lado, para os exemplos da 
classe 2 (dimensões das peças com 20% a 50% das dimen-
sões da chapa), as soluções obtidas nem sempre são acom-
panhadas de um certifi cado de otimalidade (Tabela 3), o que 
indica que as heurísticas de factibilização são mais efetivas 

Tabela 2: Resultados para exemplos da classe 1 – (L,W) = (100,100), n = 10.

EXEMPLO DADOS Z- SM02 MP

1 24 30 8828
8828w   

3,1     3,1
8828w

5,7     5,7

2 26 13 8244
8244w  

0,1      0,1
8244w

0,1      0,1

3 35 24 8180
8180w

0,9      0,9
8180w

0,2     0,3

4 33 22 8799
8799w

4,0      4,0
8799w

1,6     1,6

5 32 37 9507
9194

0,1     12,0
9194

0,1     12,1

6 40 25 8464
8464w

1,3     1,3
8464w

 0,8     0,8

7 27 27 8751
8751w

0,1      0,1
8751w

0,1      0,1

8 31 35 9715
9715w

0,1     0,1
9715w

0,1     0,1

9 40 26 8919
8919w

0,1     0,1
8919w

0,1     0,1

10 35 31 9611
8571

0,1     25,2
9168

0,1    13,1

Tempos médios 1,0      4,7 0,9    3,4
w Solução com certificado de otimalidade.
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em problemas com peças maiores. Isso se deve ao fato de 
que nos exemplos com peças menores cabem relativamente 
mais peças dentro da chapa, aumentando assim as chances 
de que o algoritmo de otimização de subgradiente gere solu-
ções infactíveis (i.e., cortando mais peças no padrão do que 
a demanda requerida). Note que nos exemplos 10 de ambos 
os conjuntos, a heurística MP obteve soluções melhores em 
relação à heurística SM02.  

No tocante aos tempos computacionais requeridos, ob-
serve que para alguns dos exemplos da classe 2 (Tabela 3), 
os tempos de obtenção da melhor solução e o tempo total 
da execução para MP são maiores que os para SM02. Entre-
tanto, se considerarmos os casos para os quais MP apresenta 
tempos menores de obtenção da melhor solução (exemplos 6 
e 8), os ganhos em velocidade de convergência compensam 
em larga escala as perdas nos demais exemplos. Para os 
exemplos da classe 1 (Tabela 2), as diferenças nos tempos 
entre os algoritmos se reduzem.  Conforme apontado na 
última linha de ambas as tabelas, a heurística MP consome 
tempos computacionais médios inferiores aos da heurística 
SM02 para estes dois conjuntos de exemplos. Conclui-se, 
portanto, que a utilização da heurística de factibilização 
aqui proposta resulta em um algoritmo superior a SM02 
tanto em termos de qualidade de solução como de esforço 
computacional.  

Uma outra questão importante investigada neste 
trabalho é como o uso de um método para geração do 
primeiro limitante inferior pode agilizar e melhorar os 
resultados até então obtidos com o método MP.  Nosso 
segundo conjunto de experimentos contempla a utilização 
da abordagem em grafo-e/ou (AOG).  Nas análises que se 
seguem, a versão de MP inicializada com AOG é denotada 
por MP_AOG.  

Comparação entre MP, MP_AOG e algoritmos da 
literatura 

Além dos 28 exemplos já apresentados, foram incluídos 
os resultados de outras 22 instâncias bem conhecidas da 
literatura (FAYARD et al., 1998; ALVAREZ-VALDES et 
al., 2002). O desempenho do algoritmo MP é comparado 
com sua versão MP_AOG e com métodos competitivos já 
reportados na literatura.  

Exemplos gerados aleatoriamente
As Tabelas 4 e 5 apresentam os resultados de MP e 

MP_AOG para os 20 exemplos gerados aleatoriamente utili-
zados em Silveira e Morabito (2002) e descritos no item que 
trata da comparação entre heurísticas de factibilização. Para 
o conjunto de exemplos da classe 1 (Tabela 4), observa-se 
que a utilização da procedimento de busca em grafo-e/ou 

Tabela 3: Resultados para exemplos da classe 2 – (L,W) = (100,100), n = 10.

EXEMPLO DADOS Z- SM02 MP

1 51 43 9446
9238

23,2    222,9
9238

30,0   135,7

2 42 43 9308
9216 

3,5    17,1
9216

3,6   17,2

3 45 41 9356
8932

1,8    102,5
8932

2,2    126,4

4 58 39 9682
9682w

0,2    0,3
9682w

0,2   0,3

5 55 46 9381
9381w

1,3   1,3
9381w

1,3   1,3

6 53 42 9148
8914

15,4   62,9
8914

9,9   75,5

7 34 50 9656
9656w

0,2    0,2
9656w

0,2    0,2

8 50 49 9891
9533

191,7   339,8
9533

80,8   134,3

9 41 31 8964
8964w

0,1   0,2
8964w

0,1   0,2

10 35 53 9477
7119

0,2   135,8
9199

0,2   16,0
Tempos médios 23,8   88,3 12,9    50,7

w Solução com certificado de otimalidade.
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resulta em soluções de melhor qualidade nos exemplos 5 e 10.  
Para o conjunto de exemplos da classe 2 (Tabela 5), melhores 
soluções são obtidas nos exemplos 1, 3, 6 e 8.  Note também 
a redução dos tempos computacionais com a aplicação do pro-
cedimento, em particular no tocante aos tempos de obtenção 
da melhor solução, todos menores que 0,1 segundo.  

O algoritmo MP_AOG gerou a melhor solução em todos 
os exemplos; nos casos em que a solução ótima foi obtida, 
coube ao procedimento de otimização do subgradiente com-
binado à heurística de factibilização certifi car sua otimali-
dade. A Figura 6 ilustra padrões ótimos obtidos para alguns 
exemplos deste conjunto.

Exemplos da literatura
A seguir, são apresentados os resultados da aplicação de 

MP e MP_AOG a três conjuntos de exemplos da literatura. 
O 1o conjunto é composto pelos oito exemplos utilizados 
na comparação entre heurísticas de factibilização, caracte-
rizados por até 20 tipos de peças (Tabela 6), enquanto os 
exemplos do 2o e 3o conjuntos (HIFI, 1997; FAYARD et al., 
1998) apresentam de 25 a 50 tipos de peças. Nos 11 exem-
plos do 2o  conjunto  (Tabela 7), o valor da peça é igual a sua 
área, enquanto que 11 exemplos do 3o conjunto (Tabela 8) 
o valor da peça não é igual à área. Em cada tabela, n indica 
o número de tipos de peças de cada exemplo. 

Como estes exemplos são amplamente conhecidos, foram 
incluídos os valores das soluções de algoritmos competitivos 
que os trataram, assim como os tempos computacionais re-
queridos (se disponibilizados). Os algoritmos selecionados 
são referenciados como se segue:
• CW77 (CHRISTOFIDES e WHITLOCK, 1977): Al-

goritmo de busca em árvore com programação dinâmica 
e uma rotina de transporte – computador CDC 7600. 

• W83 (WANG, 1983): Algoritmo 1 com β = 0,01, 0,02 e 
0,03, respectivamente – computador Univac 1100. 

• OF90 (OLIVEIRA e FERREIRA, 1990):  Variação do al-
goritmo 1 de Wang (1983) – microcomputador 80286/7. 

• VB93 (VISWANATHAN e BAGCHI, 1993): Algoritmo 
de busca best-first – computador VAX 11.

• CH95 (CHRISTOFIDES e HADJICONSTANTINOU, 
1995): Algoritmo de busca em árvore com relaxação do 
espaço de estados de uma formulação de programação 
dinâmica – microcomputador IBM 486.

• H97 (HIFI, 1997): Variação do algoritmo de Viswanathan 
e Bagchi – computador Data General AV 8000.

• FHZ98 (FAYARD et al., 1998): Algoritmo geral de corte 
da melhor faixa, explorando a abordagem em dois está-
gios de Gilmore and Gomory – computador Sparc 20.

• APT02 (ALVAREZ-VALDÉS et al., 2002):  Algoritmo 
de busca tabu – microcomputador Pentium II.

Tabela 4: Resultados para exemplos da classe 1 – (L,W) = (100,100), n = 10. 

EXEMPLO DADOS Z- MP MP_AOG

1 24 30 8828
8828w

5,7   5,7
8828w

< 0,1  2,4   

2 26 13 8244
8244w

0,1    0,1
8244w

< 0,1  0,1     

3 35 24 8180
8180w

0,2  0,3
8180w

< 0,1  0,2     

4 33 22 8799
8799w

1,6  1,6
8799w

< 0,1  1     

5 32 37 9507
9194

0.1  12,1
9397

< 0,1  9,1     

6 40 25 8464
8464w

 0,8  0,8
8464w

< 0,1  0,6     

7 27 27 8751
8751w

0,1    0,1
8751w

< 0,1  0,1     

8 31 35 9715
9715w

0,1  0,1
9715w

< 0,1  0,1     

9 40 26 8919
8919w

0,1  0,1
8919w

< 0,1  0,1     

10 35 31 9611
9168

0,1  13,1
9399

< 0,1  10,7     
Tempos médios 0,9  3,4 < 0,1   2,4

w Solução com certificado de otimalidade.
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É importante ressaltar que dentre estes,  CW77, VB93, 
CH95 e H97 oferecem certifi cado de otimalidade. Com-
parações no tocante à qualidade das soluções reportadas 
envolvem todos os algoritmos, enquanto aquelas que dizem 
respeito aos tempos computacionais foram restritas a MP e 
MP_AOG. Isso se deve tanto à ausência de dados nos ar-
tigos referidos (e.g. algoritmo APT02) como às diferenças 
nos computadores e ambientes computacionais (sistemas 
operacionais, linguagens, compiladores, etc.) utilizados. 
O desempenho computacional com base em informações 
disponibilizadas em sítios especializados da Internet (e.g., 
www.netlib.org/benchmark/linpackjava, www.spec.org) 
também não foi aqui incluído, ou por não terem sido encon-
tradas quaisquer informações (computadores mais antigos) 
ou pela exigência de dados adicionais relativos a suas con-
fi gurações e ambientes computacionais, por sua vez não 
disponibilizados nos artigos originais. 

A utilização do método AOG forneceu a solução ótima 
a todos os exemplos do 1o conjunto, o que permitiu que 
MP_AOG resolvesse otimamente uma instância a mais do 
que MP (Tabela 6). Os algoritmos da literatura proveram 
soluções ótimas a todas as instâncias a que foram aplicados, 
cujo número é infelizmente muito limitado para uma compa-

ração geral apropriada.  A Figura 7 apresenta padrões ótimos 
obtidos para alguns exemplos deste conjunto.

Além do melhor desempenho em termos de qualidade 
de solução, AOG gerou limitantes iniciais apertados que 
permitiram a obtenção do certifi cado de otimalidade  para a 
maioria das instâncias em um tempo computacional substan-
cialmente menor do que o requerido quando o método não é 
empregado. Note, entretanto, que para MP_AOG, o certifi ca-
do de otimalidade não foi conferido a OF1 e OF2, enquanto 
que MP foi capaz de certifi car a otimalidade de OF1.   

Assim como verifi cado para o 1o conjunto de exemplos, o 
método AOG forneceu a solução ótima para todas as instân-
cias do 2o conjunto (Tabela 7). Como resultado, MP_AOG 
resolveu otimamente todos os exemplos, enquanto MP 
obteve soluções ótimas em oito exemplos (padrões ótimos 
obtidos para alguns exemplos deste conjunto são ilustrados 
na Figura 8). Observe também que os algoritmos da litera-
tura FHZ98 e APT02 obtiveram, respectivamente, soluções 
ótimas em 2 e 6 exemplos deste conjunto. 

Cabe ressaltar que os exemplos com maior número de 
peças deste conjunto, em geral, requereram um tempo com-
putacional substancialmente maior em cada iteração do sub-
gradiente.  Por esta razão, os algoritmos MP e MP_AOG 

Tabela 5: Resultados para exemplos da classe 2 – (L,W) = (100,100), n = 10.     

EXEMPLO DADOS Z- MP MP_AOG

1 51 43 9446
9238 9307     

30,0   135,7 < 0,1    103,9

2 42 43 9308
9216 9216    

3,6   17,2 < 0,1    9,9

3 45 41 9356
8932 9088

2,2    126,4 < 0,1     26,7

4 58 39 9682
9682w 9682w

0,2   0,3 < 0,1    0,3

5 55 46 9381
9381w 9381w    

1,3   1,3 < 0,1     1,0

6 53 42 9148
8914 8918

9,9   75,5 < 0,1    25,8

7 34 50 9656
9656w

0,2    0,2
9656w     

< 0,1    0,2

8 50 49 9891
9533 9550 

80,8   134,3 < 0,1    133,9

9 41 31 8964
8964w 8964w    

0,1   0,2 < 0,1    0,2

10 35 53 9477
9199 9199     

0,2   16,0 < 0,1   19,9
Tempos médios 12,9    50,7 < 0,1   32,2

♦ Solução com certificado de otimalidade.
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Figura 6: Padrões ótimos de exemplos gerados aleatoriamente: (a) exemplo 5, (b) exemplo 7 e (c) exemplo 9 
da Tabela 5; (d) exemplo 1, (e) exemplo 6 e (f) exemplo 8 da Tabela 4.

Tabela 6: Resultados – 1º conjunto de exemplos da literatura.

EXEMPLO N
ALGORITMO

CW77 W83 OF90 VB93 CH95 H97 APT02 MP MP_AOG

CW1 7
244w
2,5

- -
244w
1,6

244w
120

244w
< 1

-
244w    

0,6   0,6
244w

< 0,1    0,1

CW2 10
2892w
24,1

- -
2892w

12
2892w
4236

2892w
7,1

2892v
N/D

2768
64,3   242,5

2892w
0,8    38,4

CW3 20
1860w
66,1

- -
1860w
69,8

1860w
3912

1860w
29,8

1860v
N/D

1860w 
93,8  93,8

1860w
0,1    19,9

OF1 10 - -
2737v

N/D
- - - -

2737w
106,5   106,5

2737v
0,1   11,2

OF2 10 - -
2690v

N/D
- - - -

2690v
5,0   28,5

2690v
0,1   23,6

WANG1 20 -
2277v

23
- - - - -

2277w
0,1   0,1

2277w
< 0,1   0,1

WANG2 20 -
2694v

34
- - - -

2694w
0,2   0,2

2694w
< 0,1   0,2

WANG3 20 -
2721v

73
-

2721w
180

- -
2721w

2,8   2,8
2721w

< 0,1   0,6
v Solução ótima sem certificado de otimalidade.
w  Solução ótima com certificado de otimalidade.
N/D: não disponibilizado na fonte.
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foram modifi cados de forma a limitar o tempo de execução 
a um máximo de 1800 segundos.  Neste caso, é retornada a 
melhor solução factível obtida até o momento.  Para ambos, 
MP e MP_AOG, a interrupção do algoritmo foi verifi cada 
nos exemplos CU7, CU10 e CU11. 

Os limitantes fornecidos por AOG permitiram a obten-
ção do certifi cado de otimalidade  para todos os exemplos 
(exceto, naturalmente, CU7, CU10 e CU11) em um tempo 
computacional menor do que o requerido quando o método 
não é empregado.  O desempenho do método MP_AOG em 

Figura 7: Padrões ótimos de exemplos da literatura – conjunto 1: (a) CW1; (b) OF1; (c) OF2; (d) WANG2.

Tabela 7: Resultados - 2º conjunto de exemplos da literatura.

EXEMPLO N
ALGORITMO

FHZ98 APT02 MP MP_AOG

CU1 25 12312
7,1

12330v
N/D

12330w
0,4    0,4

12330w
0,1    0,5

CU2 35 25806
19,8

26100v
N/D

26100w
1,1    1,2

26100w
0,2    1,4

CU3 45 16608
30,5

16679
N/D

16723w
45,8   45,9

16723w
0,3   5,8

CU4 45 98190
55,8

99366
N/D

99945w
105,9   105,9

99945w
3,8   35,0

CU5 50 171651
89,6

173364v
N/D

173364w
768,2  768,2

173364w
2,7   873,2

CU6 45 158572v
29,8

158572v
N/D

158572w
10,2   10,3

158572w
1,3   11,8

CU7 45 246860
26,7

247150v
N/D

240409
23,6   1800,0

247150v
0,1   1800,0

CU8 35 432198
68,8

432714
N/D

433331w
20,6   20,6

433331w
0,5   26,8

CU9 25 657055v
47,2

657055v
N/D

657055w
19,6   19,7

657055w
0,1   19,7

CU10 40 764696
123,9

773485
N/D

766724 
250,2   1800,0

773772v
69,2   1800,0

CU11 50 913387
219,6

922161
N/D

917107
854,7   1800,0

924696v
333,6   1293,1

Tempos médios 190,9    579,3 37,4     533,4
v Solução ótima sem certificado de otimalidade.
w  Solução ótima com certificado de otimalidade.
N/D: não disponibilizado na fonte.
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termos de qualidade das soluções é bom, quando comparado 
ao dos métodos FHZ98 e APT02.

O melhor desempenho do método proposto inicializado 
com AOG é mais uma vez verifi cado nos exemplos do 3o 

conjunto (Tabela 8).  Enquanto MP obteve soluções ótimas 

em oito dos 11 exemplos, MP_AOG resolveu otimamente 
todas as 11 instâncias, e apenas para CW2 não se obteve o 
certifi cado de otimalidade (a Figura 9 ilustra padrões ótimos 
obtidos para alguns exemplos deste conjunto). Os algoritmos 
da literatura FHZ98 e APT02 obtiveram, respectivamente, 

Figura 8: Padrões ótimos de exemplos da literatura – conjunto 2: (a) CU4; (b) CU7; (c) CU8; (d) CU11.

Tabela 8: Resultados – 3º conjunto de exemplos da literatura.

EXEMPLO N ALGORITMO

FHZ98 APT02 MP MP_AOG

CW1 25 6402v
5,3

6402v
N/D

6402w
0,6    24,7

6402w
1,1    25,6

CW2 35 5354v
6,8

5354v
N/D

5281
1,1    970,7

5354v
0,7    1118,8

CW3 45 5148
17,3

5689v
N/D

5689w
27,7   27,7

5689w
0,5   26,9

CW4 45 6168
30,8

6170
N/D

6170
10,1   1800

6175w
1,3   46,8

CW5 50 11550
19,8

11644
N/D

11659w
1431,5   1431,5

11659w
0,8   1268,5

CW6 45 12403
79,0

12923v
N/D

12923w
920,6   920,7

12923w
33,3   890,6

CW7 45 9484
61,4

9898v
N/D

9898w
8,8   8,8

9898w
4,1   10,7

CW8 35 4504
107,4

4605v
N/D

4605w
517,2   517,2

4605w
20,8   340,5

CW9 25 10748v
125,3

10748v
N/D

10748w
8,0   104,4

10748w
7,0   121,3

CW10 40 6116
281,1

6515v
N/D

6515w
1012,5   1012,5

6515w
2,8   182,2

CW11 50 6084
197,5

6321v
N/D

5897
430,8  1800

6321w
2,0   1375,0

Tempos Médios 397,2   783,5 6,8   491,5
v Solução ótima sem certificado de otimalidade.
w  Solução ótima com certificado de otimalidade.
N/D: não disponibilizado na fonte.
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soluções ótimas em três e nove exemplos deste conjunto.  
É fácil observar a interrupção do algoritmo MP nos 

exemplos CW4 e CW11 em função da limitação imposta no 
tempo computacional, o que, por sua vez, não ocorreu com 
MP_AOG dada sua maior velocidade de convergência.

CONCLUSÕES

Neste trabalho foi proposta uma extensão de um método 
heurístico para geração de padrões de corte bidimensionais 
guilhotinados restritos, baseado em programação dinâmica. 
Esta extensão foi analisada em duas variantes (MP e MP_
AOG) que têm garantia de gerar padrões ótimos irrestritos 
(relaxados). A primeira variante (MP) pode ser vista como 
um refi namento do método SM02 em Silveira e Morabito 
(2002), utilizando uma heurística de factibilização mais efe-
tiva dentro do procedimento de otimização do subgradiente. 
Ao ser aplicada para resolver os mesmos exemplos analisa-
dos em Silveira e Morabito (2002), MP produziu resultados 
melhores do que SM02 tanto em termos de qualidade de 
solução como de esforço computacional.

A segunda variante (MP_AOG) corresponde ao método 
MP utilizando soluções iniciais de melhor qualidade gera-
das pela abordagem de busca em grafo-e/ou de Morabito e 

Arenales (1996). Comparado ao método MP, este refi na-
mento resultou no incremento da qualidade das soluções 
resultantes e na redução nos tempos médios computacionais. 
Sua aplicação em vários exemplos da literatura e exemplos 
gerados aleatoriamente forneceu, na maior parte dos casos, 
uma solução ótima para o problema, acompanhada de um 
certifi cado de garantia de otimalidade. Nos exemplos em 
que não encontrou soluções comprovadamente ótimas, o 
método MP_AOG foi, em geral, capaz de produzir um li-
mitante superior relativamente próximo do valor do padrão 
ótimo restrito, o que permite uma boa estimativa do gap de 
otimalidade. Ao comparar seu desempenho computacional 
com o de outros métodos da literatura, ele se mostrou bem 
competitivo para os exemplos analisados neste trabalho.

Como próximos passos desta pesquisa, pretende-se 
aplicar MP_AOG a outras bases de dados e verifi car seu 
desempenho em relação a outros métodos da literatura. Além 
disso, serão investigadas novas heurísticas de factibilização 
que permitam uma melhor utilização dos espaços vazios 
resultantes da retirada de peças em excesso; acreditamos 
que o aproveitamento de espaços, ainda que pequenos, pode 
trazer uma grande diferença na qualidade da solução fi nal. 
Finalmente, serão também investigadas alternativas para 
melhorar a convergência da otimização do subgradiente.

Figura 9: Padrões ótimos de exemplos da literatura – conjunto 3: (a) CW4; (b) CW6; (c) CW8.
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