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A mixed integer programming model and 
relax and fix heuristics for the production scheduling 

of small scale soft drink plants

Resumo
Neste artigo propomos um modelo de otimização inteira mista para o problema de dimensionamento e seqüen-
ciamento dos lotes de produção em fábricas de refrigerantes de pequeno porte, com tempos e custos de set up 
de produção dependentes do seqüenciamento dos lotes. O modelo considera o estágio de envase como sendo 
o gargalo da produção da planta, o que é comum em fábricas de pequeno porte com uma única linha de envase, 
e restrições de lote mínimo do estágio de xaroparia. Variações da heurística relax and fix são propostas e com-
paradas na solução de exemplares do modelo, gerados com dados reais de uma fábrica localizada no interior do 
Estado de São Paulo. Os resultados mostram que as abordagens são capazes de gerar soluções melhores do que 
as utilizadas pela empresa.

Palavras-chave
Programação inteira mista, programação da produção, modelos integrados de dimensionamento e seqüenciamento 
da produção.

Abstract
In this paper we propose a mixed integer programming model to the lot sizing and sequencing problem of a soft drink 
plant with sequence-dependent set up costs and times. The model considers that the bottling stage is the production 
bottleneck, which is common in small plants with only one production line, and minimum lot size constrains of the 
syrup stage. Variations of the relax and fix heuristic are proposed and compared. A computational study with instances 
generated based on real data from a plant situated in the State of São Paulo-Brazil is also presented. The results show 
that the approaches are capable to produce better solutions than the ones from the company.

Key words
Mixed integer programming, production scheduling, lot sizing and sequencing models.
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de produção efi ciente. A programação da produção de be-
bidas envolve vários fatores, tais como: tempo disponível 
para produção, disponibilidade de insumos, demanda a ser 
atendida, tempos de troca dependentes do seqüenciamento 
da produção e ainda a sincronia entre os estágios de envase 
de bebida e preparo do xarope a ser envasado. Sendo que 
este último é um fator que tem um peso grande na utilização 
da capacidade e nos custos. Em fábricas de pequeno porte 
esta difi culdade é ainda maior, pois em geral não possuem 
nenhum tipo de ferramenta computacional específi ca de 
apoio para a elaboração da programação da produção e que 
permita avaliações rápidas e efetivas de diferentes cenários 
de produção.

A cada troca de itens na produção de bebidas é neces-
sária uma limpeza da linha de envase e/ou ajustes da linha 
de envase em relação ao tamanho dos vasilhames e sabor 
da bebida. O tempo de preparo (set up) da linha de envase 
para a produção é dependente da seqüência de produção. 
Além das linhas de envase, os tanques também passam por 
uma limpeza antes do próximo xarope ser preparado, e o 
tempo desta limpeza também é dependente da seqüência de 
produção. Por exemplo, o tempo de preparo e limpeza entre 
a produção de uma bebida normal e uma bebida dietética é 
bem maior do que o tempo de preparo e limpeza na seqüência 
inversa, isto é, a produção de uma bebida dietética seguida 
da produção de uma bebida normal.  Como o preparo pode 
ser demorado e custoso, e pode gerar desperdícios de tempo 
e custos de produção, é fundamental que ele seja considerado 
na programação da produção. Boa parte das empresas de 
bebidas resolve o problema do dimensionamento e seqüen-
ciamento dos lotes de produção em duas etapas. Em uma 
primeira etapa é determinada a dimensão dos lotes, levando 
em consideração as demandas dos produtos, disponibilida-
des de insumos, capacidade de produção, etc. Em uma etapa 
subseqüente, a seqüência dos lotes determinados é defi nida 
em cada linha de envase e cada tanque considerando os 
tempos disponíveis, tempos de troca e outros fatores que 
infl uenciam no seqüenciamento da produção. 

Na literatura podem ser encontrados estudos que mode-
lam matematicamente apenas o dimensionamento dos lotes 

INTRODUÇÃO

Atualmente o Brasil produz mais de 13 bilhões de litros 
de refrigerantes por ano, fi cando abaixo somente dos EUA 
e do México. Dados da ABIR – Associação Brasileira das 
Indústrias de Refrigerantes e de Bebidas Não Alcoólicas – 
mostram que o setor de refrigerantes fechou o ano de 2006 
com crescimento de 4,75% em relação a 2005 (ABIR, 2007). 
Apesar do aumento das vendas, o consumo per capita no 
Brasil continua relativamente pequeno se comparado a 
países da Europa, e está em 12o lugar no ranking mundial 
de consumo de refrigerante, mas, segundo a ABIR, tem po-
tencial para crescimento devido ao clima quente e propício 
para a ingestão de bebidas.

Um dos fatores que favoreceu o 
aumento do consumo de refrigeran-
tes nos últimos anos foi a criação da 
embalagem de plástico descartável 
PET (Polietileno Tereftalato), que 
hoje corresponde a aproximada-
mente 80% das vendas, das quais 
70% são de PET 2 litros. A embala-
gem PET dispensa a logística rever-
sa de recolhimento de vasilhames, 
facilita o consumo residencial, na 
medida em que os consumidores não têm mais que investir, 
transportar e armazenar o vasilhame de vidro, além de não 
limitar o consumo ao número de vasilhames que o consu-
midor possui. A sistemática de engarrafamento também 
não exige altos investimentos do fabricante, por permitir 
repasse imediato do custo de embalagem, o que favoreceu a 
abertura de novas fábricas regionais, cujos produtos são co-
nhecidos como tubaínas. Comercializadas a preços menores, 
as tubaínas conquistaram os consumidores de menor poder 
aquisitivo e colaboraram para o aumento no consumo de 
bebidas desde 1994 (NEIT, 2004). Hoje, as fábricas regionais 
competem em preço e qualidade com grandes indústrias de 
bebidas.  Em 2006, essas empresas foram responsáveis, jun-
tas, por 25,6% de participação do mercado nacional (ABIR, 
2007), o que representa uma porcentagem signifi cativa consi-
derando a dimensão do volume de produção nacional. Dados 
da Associação dos Fabricantes de Refrigerantes Regionais do 
Brasil (AFREBRAS, 2007) indicam a existência de 238 fábri-
cas regionais, responsáveis por 118 marcas. Algumas destas 
empresas atuam no mercado há mais de 50 anos.

Basicamente, os refrigerantes, e outras bebidas como 
chás e sucos, são produzidos em dois estágios. No primeiro 
a matéria-prima principal, que é o xarope, é preparada. No 
segundo estágio a bebida pronta, xarope adicionado a água e 
gás carbônico, é então envasada.  Um dos desafi os constantes 
para o departamento de planejamento e controle da produção 
nas fábricas de bebidas é a determinação de um programa 

O modelo considera o estágio de envase como 
sendo o gargalo da produção da planta, o 

que é comum em fábricas de pequeno porte com 
uma única linha de envase, e restrições de lote 
mínimo do estágio de xaroparia.
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(e.g., KUIK et al., 1994; FRANÇA et al., 1999; TOLEDO;  
ARMENTANO, 2006; BRAHIMI et al., 2006); estudos 
que modelam apenas o seqüenciamento da produção (e.g., 
MANNE, 1960; PINEDO, 1995; CHENG et al., 2004), e 
também estudos que integram em um mesmo modelo ma-
temático o dimensionamento e o seqüenciamento dos lotes 
(e.g., FLEISCHMANN, 1990; DREXL; KIMMS, 1997; 
CLARK; CLARK, 2000; KARIMI et al., 2003). Entre os 
estudos que integram o dimensionamento e o seqüencia-
mento de lotes, um trabalho interessante é o de Fleischmann 
e Meyr (1997). Eles apresentam o modelo GLSP (General 
Lot-sizing and Scheduling Problem), onde os períodos de 
produção (macroperíodos) são divididos em períodos me-
nores (subperíodos ou número de preparos do período). As 
variáveis de preparo e produção indicam a produção e a troca 
de itens em cada subperíodo. O número máximo de subpe-
ríodos de cada período é defi nido pelo usuário, e em cada 
subperíodo pode haver a produção de no máximo um item. 
Fleischmann e Meyr (1997) desenvolveram um algoritmo 
de busca local para resolver exemplares do modelo GLSP. A 
extensão do modelo GLSP para o caso multi-máquinas com 
tempos de troca dependentes da seqüência, modelo GLSP-
PL, foi feita em Meyr (2002). Estes modelos de otimização 
inteira mista são difíceis de ser resolvidos, mesmo aqueles 
que considerem apenas o dimensionamento de lotes. Alguns 
deles pertencem à classe de problemas NP-difícil (BITRAN;  
YANASSE, 1982; MEYR, 2002).

O modelo integrado de dimensionamento e seqüencia-
mento da produção foi aplicado em alguns estudos de caso 
no Brasil (e.g., ARAÚJO et al., 2004; TOSO; MORABI-
TO, 2005; LUCHE; MORABITO, 2005). Em Araújo et al. 
(2004) é tratado um problema de programação de ligas de 
metal em fornos para produção de diferentes tipos de peças 
numa fundição. Toso e Morabito (2005) modelam e propõem 
abordagens de solução para o problema da programação da 
produção de fábricas de ração animal, e Luche e Morabito 
(2005) tratam de um problema de programação da produ-
ção de grãos eletrofundidos. Poucos trabalhos na literatura 
tratam especifi camente do planejamento e programação 
da produção de bebidas. Clark (2003) e Rangel e Ferreira 
(2003) desenvolvem modelos para tratar apenas do dimen-
sionamento de lotes neste setor. Gutiérrez e Pizzolato (2004) 

modelam o dimensionamento e seqüenciamento de lotes de 
uma fábrica de bebidas. Este trabalho considera um proble-
ma onde as taxas de produção e demandas são consideradas 
constantes nos períodos, o problema é resolvido para uma 
única máquina, e os tempos de set up são médias dos tempos 
dependentes da seqüência. Os atrasos não são permitidos e o 
processo de xaroparia não é considerado no modelo.

Mais recentemente, em Toledo (2005) e Toledo et al. 
(2007a) foi proposto um modelo de programação matemáti-
ca inteira mista, Modelo PIDLPP, baseado no modelo GLSP, 
para o dimensionamento e seqüenciamento da produção 
de bebidas. O modelo considera M máquinas, J bebidas, 
L xaropes, dois estágios de produção (envase e xaroparia) 
e a sincronia entre eles, que é um aspecto importante em 
fábricas de médio e grande porte. Devido à complexidade e 
dimensão do modelo (o modelo envolve cerca de 65 famílias 
de restrições), em Toledo (2005) e Toledo et al. (2007b) 
também foi proposta uma abordagem de solução por meio 
de heurísticas e meta-heurísticas. 

No presente trabalho propomos um modelo matemático, 
também baseado no modelo GLSP, porém mais simples 
do que o modelo PIDLPP para o problema de dimensiona-
mento e seqüenciamento da produção de refrigerantes em 
fábricas de pequeno porte. Um estudo de caso foi realizado 
em uma fábrica localizada no interior do Estado de São 
Paulo, com apenas uma linha de envase e vários tanques 
para preparo do xarope. O modelo proposto, denominado 

Modelo P1E1M – Um Estágio Uma 
Máquina, representa situações em que 
o gargalo de produção é a linha de en-
vase. Na próxima seção deste artigo é 
descrito resumidamente o processo de 
produção de refrigerantes de acordo 
com a realidade da fábrica estudada. 
O modelo matemático e o método de 
solução baseado em heurísticas relax 
and fix são apresentados logo a seguir. 

Os resultados computacionais da aplicação da abordagem 
em exemplares realistas são apresentados e analisados em 
“Estudo Computacional”. Finalmente, são discutidas as 
conclusões e perspectivas para pesquisa futura.

PRODUÇÃO DE REFRIGERANTES

De forma geral, a produção de bebidas é composta por qua-
tro estágios: tratamento de água, preparo dos xaropes, envase 
e empacotamento. O preparo do xarope possui duas etapas. Na 
primeira etapa os ingredientes são pesados, em quantidades 
denominadas kits, e previamente misturados. Após esta etapa 
o composto é enviado para um tanque de preparo, onde é 
adicionado açúcar líquido ou adoçante (para os sabores diet). 
Esta mistura é agitada por hélices que tornam o xarope uma 

Um estudo de caso foi realizado em uma 
fábrica localizada no interior do Estado de 

São Paulo, com apenas uma linha de envase e 
vários tanques para preparo do xarope.
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mistura homogênea. Para que este composto seja bem mis-
turado pelas hélices, é necessária uma quantidade mínima de 
xarope no tanque, sufi ciente para cobrir as hélices. 

Na linha de envase, os vasilhames de plástico (garrafas 
PET) que entram são lavados e em seguida passam por uma 
máquina (enchedora) que os enche com a bebida pronta. A 
enchedora é ligada ao proporcionador, que mistura o xarope 
a uma determinada quantidade de água, resultando então a 
bebida pronta (vide Figura 1). Depois de enchidos, os va-
silhames seguem pela esteira onde são fechados, rotulados, 
empacotados, paletizados e então levados para o estoque. 
Uma vez que os vasilhames são colocados na esteira, eles 
só podem ser retirados dela ao fi nal do processo, quando são 
então transferidos para o depósito (RANGEL; FERREIRA, 
2003). A linha de envase recebe xarope de apenas um tanque 
por vez, como é ilustrado pelo Tanque 1 da Figura 1, e possui 
apenas uma entrada e uma saída de vasilhames.

Toda vez que um novo sabor de refrigerante e/ou novo 
tamanho de vasilhame for utilizado, as máquinas precisam 
de um tempo de preparação (limpeza e/ou ajuste do maqui-
nário). Esta preparação depende da seqüência da produção. 
Se após a produção de um refrigerante normal se produzir 
um refrigerante dietético, a limpeza da linha de envase 
passa por mais etapas do que na ordem contrária, o que 
consome mais tempo e pode gerar mais custos do que se 
fosse feita a ordem inversa. O modelo matemático proposto 
na próxima seção considera o estágio de envase em uma 
linha de produção com tempos e custos de troca de bebidas 
dependentes do seqüenciamento da produção, e restrições 
de lotes mínimos de xaropes. 

MODELAGEM PROPOSTA E MÉTODO DE 
SOLUÇÃO

Propomos neste trabalho um modelo de otimização intei-
ra mista, Modelo Um Estágio Uma Máquina (P1E1M), para 
auxiliar nas decisões do planejamento e controle da produção 
em fábricas de bebidas de pequeno porte onde o gargalo está 
no envase. O modelo pretende resolver as questões de quanto 
e em que ordem as bebidas devem ser produzidas na linha 
de envase para atender a demanda dos períodos do horizonte 
de planejamento, considerando restrições de capacidade e de 
insumos disponíveis. São também considerados tempos e 
custos de troca de bebidas dependentes do seqüenciamento. 
O modelo é do tipo big bucket, onde vários produtos (itens) 
podem ser produzidos por período. Para incluir o seqüencia-
mento no modelo, os períodos (macroperíodos) são dividi-
dos em períodos menores (subperíodos) (FLEISCHMANN;  
MEYR, 1997). Nos sub-períodos é permitida a produção de 
apenas um item, isto é, uma bebida de determinado sabor e 
embalagem. O número máximo de subperíodos é defi nido 
pelo usuário, mas o tamanho dos subperíodos é determinado 
pelo modelo, pois é o tamanho do lote que será produzido, 
conforme descrição do modelo a seguir.

Modelagem do problema um estágio uma máquina 
– P1E1M 

O modelo P1E1M utiliza os conjuntos de índices, parâ-
metros e variáveis defi nidos a seguir.

Índices: 
i, j (1,..., J) = itens;

Figura 1: Estágios de xaroparia e envase de refrigerantes. 
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O modelo proposto é dado a seguir.

(1)

Sujeito a:
Estágio II  (Envase)

(2)

j = 1,..., J,  t = 1,...,T;

,

                          

(3)t = 1,...,T;

(4)j ∈ α; t = 1,..., T; s ∈ St;,

(5)s = 1,..., N;,

(6)i, j ∈ α; s = 1,..., N;

                     
(7)s = 1,..., N.,

          
Estágio I  (Xaroparia)

(8)l ∈ β; s = 1,..., N;

(9)

O critério de otimização (1) é minimizar os custos de 
estoque, atraso e troca. A restrição (2) diz respeito ao 
balanceamento de estoque. Como a variável de produção 
está defi nida em termos dos subperíodos do período t, é 
necessário somar a produção em todos subperíodos s ∈ St. A 
restrição (3) garante que o tempo de produção mais o tempo 
gasto para as trocas de bebidas não excede a capacidade 
disponível da linha de envase no período t. A restrição (4) 
garante que só haverá produção caso a linha de envase 
esteja preparada (  =1). A restrição (5) estabelece que 
a linha de envase sempre esteja preparada para produzir 
exatamente uma bebida por subperíodo. A restrição (6) 
controla a troca de bebidas. Pode ocorrer apenas uma troca 
por subperíodo, restrição (7). Note que as variáveis  são 
reais. As restrições (5) e (6) e a minimização dos custos 

t (1,..., T) = períodos;
s (1,..., N) = subperíodos;
l (1,..., L) = sabor dos xaropes;
St = conjunto dos subperíodos do período t;
α = conjunto de todas as bebidas a serem produzidas;
β  = conjunto de todos os xaropes disponíveis;
γl = conjunto de todas as bebidas que utilizam o xarope l.
Os parâmetros e variáveis abaixo com o sobrescrito I 

se referem ao estágio I (xaroparia) do processo de pro-
dução e os com o sobrescrito II se referem ao estágio II 
(envase).

Parâmetros 
J = número total de bebidas;
T = número total de períodos;
N = número total de subperíodos;
L = número total de xaropes (sabores);
djt = demanda da bebida j no período t;
hj = custo de estocar uma unidade da bebida j;
gj = custo de atrasar a entrega de uma unidade da 
bebida j;

 = custo de fazer a troca da bebida i para j;
 = quantidade consumida de tempo para fazer a troca 

da bebida i para j na linha de envase;
  = quantidade consumida de tempo para a produção 
de uma unidade da bebida j;

 = capacidade de tempo disponível da linha de envase 
no período t;
K I = capacidade disponível da xaroparia; 

 = quantidade mínima de xarope l a ser preparada em 
um tanque;
rlj = quantidade consumida de xarope l para produção de 
uma unidade da bebida j;

 = estoque inicial da bebida j;
  = 0, quantidade em atraso da bebida j no início do 

horizonte de planejamento.

Variáveis:
 = quantidade de estoque da bebida j no período t;
 = quantidade em atraso da bebida j no período t;
 = quantidade de produção da bebida j no subperíodo s;

 1 se há a produção do xarope l no subperíodo s;
 0 caso contrário;

 1 se a linha está preparada para a produção da be-
bida j no subperíodo s;

 0 caso contrário;

 1 se há a troca da bebida i para j na linha no subpe-
ríodo s;

 0 caso contrário.
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de troca de bebidas garantem que essas variáveis assumam 
apenas os valores 0 ou 1 em uma solução ótima. 

Cada lote de bebida produzida consome uma de-
terminada quantidade de xarope a ser preparada nos 
tanques, e que deve estar disponível no início do sub-
período do envase. Como foi apresentado em “Producão 
de Refrigerantes”, este preparo tem exigências de lotes 
mínimos para que resulte em uma mistura homogênea. 
A restrição (8) garante o preparo deste lote mínimo de

xarope. Note que o termo  é a demanda de xarope,
 
ou seja, é a quantidade de xarope l a ser preparada em um 
tanque no subperíodo s. Este termo substitui a utilização de 
uma variável  específi ca para designar o lote do xarope l 
no sub-período s. A restrição (9) refere-se ao domínio das 
variáveis do modelo. 

O modelo P1E1M se difere do modelo GLSPPL de Meyr 
(2002) pela inclusão de atrasos na produção, variáveis de 
preparo de um segundo estágio de produção e a limitação do 
número de trocas nos subperíodos, restrição (7).

O modelo P1E1M, (1)-(9), é difícil de ser resolvido oti-
mamente nos casos práticos, mesmo considerando fábricas 
de pequeno porte. Para tratá-lo é utilizada uma heurística 
que relaxa um grupo de variáveis inteiras e, após a solução 
do modelo relaxado, fi xa um subconjunto de variáveis. Esta 
heurística é conhecida na literatura como heurística relax 
and fix e é descrita na próxima seção.

Heurística Relax and Fix
A solução do modelo P1E1M usando sistemas de otimiza-

ção de última geração não se mostrou satisfatória e indicou 
a necessidade do desenvolvimento de métodos de solução 
específi cos. Uma abordagem de solução baseada em méto-
dos exatos é a heurística relax and fix (WOLSEY, 1998). 
Essa abordagem tem sido usada na solução de diversos tipos 
de problemas de forma pura ou híbrida. Nesta heurística, o 
conjunto de variáveis inteiras de um problema de otimização 
inteira mista é particionado em P conjuntos disjuntos, Qi, 
i = 1,..., P, de diferentes importâncias. O número P de 
conjuntos determina o número de iterações da heurística. 
Em uma iteração n, apenas as variáveis do conjunto Qn são 
defi nidas como inteiras, as demais variáveis inteiras são 
relaxadas. O submodelo resultante é então resolvido. Se o 
submodelo é inviável, pare. Não é possível encontrar uma 
solução viável para o problema original com as variáveis 
dos conjuntos Qi, i = 1,..., (n − 1), fi xas nos valores atuais. 
Se o submodelo for viável, as variáveis do conjunto Qn, ou 
parte delas, são fi xadas em seu valor corrente, e o processo 
se repete para os demais conjuntos. Há necessidade ainda 
da defi nição de um critério para fi xação das variáveis. A 
característica fundamental dessa heurística é a solução de 
submodelos menores que o original a cada iteração. A parti-

ção do conjunto de variáveis e o critério de seleção das va-
riáveis a serem fi xadas têm grande infl uência na difi culdade 
de solução dos submodelos. 

No trabalho de Federgruen et al. (2007) é apresentada 
uma heurística de intervalos progressivos, onde a heurís-
tica relax and fix é tida como um caso particular. O autor 
considera que na heurística relax and fix não há fi xação de 
variáveis contínuas, o que dá o máximo de fl exibilidade na 
obtenção de soluções viáveis. O caso extremo de menor 
fl exibilidade é a fi xação de todas as variáveis contínuas 
da iteração. Estas duas heurísticas são denominadas res-
pectivamente por Heurística de Horizonte Expandido e 
Heurística de Particionamento Estrito. 

Na heurística relax and fix usual as variáveis são agru-
padas por período e apenas as variáveis inteiras são fi xadas 
a cada iteração. No trabalho de Dillenberger et al. (1994), 
este critério de agrupamento das variáveis foi aplicado 
para a solução de um modelo de dimensionamento de lotes 
multimáquinas, multiitens e multiperíodos. O número de 
iterações da heurística é dado então pelo número de períodos 
do modelo. Em Kelly e Mann (2004), um problema de enge-
nharia química é resolvido, e as variáveis a serem fi xadas são 
agrupadas de acordo com os processos de produção pelos 
quais os itens passam. 

Escudero e Salmeron (2005) comparam variações de 
heurísticas relax and fix na solução de um modelo de se-
qüenciamento de projetos. As estratégias diferem entre si 
pela forma como a partição do conjunto de variáveis é feita. 
A partição é defi nida por um parâmetro k que determina o 
número de iterações da heurística, e por um valor cjt, de-
nominado valor da variável, que é atribuído à variável xjt. 
O valor cjt é ordenado de forma decrescente, tal que sendo

 o número de variáveis de decisão,  ≥,...,≥ .

Supondo que n’ seja o número de variáveis inteiras que se 
deseja por iteração, pode-se defi nir . O valor cjt 
pode ser, por exemplo, o peso que a variável tem na função 
objetivo, assim as variáveis de custo mais alto são escolhidas 
primeiro.

A heurística relax and fix também é utilizada de forma 
híbrida em meta-heurísticas como a Busca Tabu (vide 
PEDROSO, 2004; PEDROSO; KUBO, 2005). Ela pode 
ser utilizada tanto para fornecer uma solução inicial para 
a Busca Tabu, quanto para a reconstrução de soluções. Em 
Pedroso e Kubo (2005) a heurística relax and fix é usada na 
solução de um modelo de dimensionamento de lotes capa-
citado com tempos e custos de set up e variáveis de atraso. 
Os autores propõem uma heurística relax and fix denomi-
nada relax-and-fix-one-product. Como o nome sugere, nela 
as variáveis inteiras de cada iteração são selecionadas por 
item, um de cada vez, além de serem agrupadas por período 
e máquina. A vantagem é resolver submodelos menores, 
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uma vez que alguns modelos de dimensionamento de lotes 
monomáquina, monoperíodo e multiitens ainda são difíceis 
de serem resolvidos.

Em Toledo (2005) a heurística relax and fix foi aplicada 
na solução de um problema de dimensionamento e seqüen-
ciamento da produção de bebidas. O modelo está classifi ca-
do como um modelo capacitado, multimáquinas, multiitens, 
multiperíodos, dois níveis, com tempos e custos de set up 
dependentes da seqüência. Nesta aplicação a heurística não 
apresentou resultados satisfatórios. O maior exemplar resol-
vido possui 258 variáveis binárias, 1.390 contínuas e 924 
restrições. Para fi xar as variáveis o algoritmo percorre e fi xa 
primeiro cada lote de produção da linha de envase, depois o 
lote de xarope, isto do último período para o primeiro. 

No presente trabalho, que também trata de um problema 
de dimensionamento e seqüenciamento da produção de 
bebidas, exploramos a utilização da heurística relax and 
fix na solução do modelo P1E1M. A heurística relax and 
fix é proposta considerando diversos tipos de partição do 
conjunto de variáveis, e vários critérios para a fi xação de 
variáveis. Foram testadas oito variações da estratégia relax 
and fix, descritas na Tabela 1. A primeira coluna da tabela 
indica o nome da estratégia, a segunda coluna mostra os 
critérios de partição do conjunto de variáveis, a terceira 
coluna indica quais variáveis são fi xadas. As variáveis 
apresentadas na tabela são as mesmas usadas na descrição 
do modelo P1E1M, no entanto, os índices foram omitidos 
para facilitar a leitura.

As cinco primeiras estratégias têm o critério de partição 
de variáveis usual, ou seja, por período. As estratégias va-
riam, então, pela forma como as variáveis são fi xadas. Este 
critério supõe que os submodelos devem ter uma dimensão 
que favoreça a tomada de decisões dentro do horizonte de 
planejamento, sem que seja necessário trabalhar com o 
modelo completo. O objetivo foi avaliar a infl uência destas 
variáveis na solução dos submodelos. Considerando as 
estratégias G1.1 e G1.2, note que, ao fi xar a variável yII, 
apenas se escolhe para qual bebida a linha de envase estará 

preparada ou não. A variável yI, além de defi nir o preparo no 
tanque, defi ne também a produção ou não do lote, sendo que 
o tamanho deste lote pode variar entre o máximo e o mínimo 
estabelecidos pelas restrições (8). A estratégia G1.2 é tão 
fl exível quanto G1.1, mas fi xa explicitamente as variáveis de 
troca. Isto reduz o tamanho dos submodelos, tanto no número 
de variáveis quanto no número de restrições que podem ser 
eliminadas por rotinas de pré-processamento, geralmente in-
cluídas nos sistemas de resolução de última geração. A fi xação 
do lote ocorre apenas pela fi xação da variável xII, estratégia 
G1.3. A estratégia G1.4, por fi xar apenas as variáveis de 
períodos onde há produção, é mais fl exível que as anteriores. 
Além de reajustes nos tamanhos dos lotes, ela permite que 
nos subperíodos ociosos sejam produzidos novos lotes de 

qualquer item em iterações futuras. Uma 
tentativa de melhorar a estratégia G1.4 
é reavaliar os subperíodos que fi caram 
ociosos, e não tiveram variáveis  fi xadas 
em iterações anteriores, e fi xar suas va-
riáveis caso eles deixem de ser ociosos. 
Nesta estratégia, G1.5, a cada iteração os 
submodelos se tornam menos fl exíveis do 
que os submodelos da estratégia G1.4. No 
entanto, o tamanho destes submodelos 
diminui à medida que novas fi xações são 
realizadas. 

As próximas três estratégias defi nem 
submodelos bem menores, pois as par-

tições das variáveis são dadas por alguns subperíodos, e 
assim as decisões de dimensionamento e seqüenciamento 
dos lotes podem ser muito ruins a longo prazo. No entanto, 
nos testes realizados, todos os submodelos são resolvidos 
até a otimalidade. Na estratégia G2.2, busca-se melhorar 
a qualidade das soluções, uma vez que todos os períodos 
terão variáveis de um subperíodo fi xadas. A estratégia G2.3 
considera dois subperíodos de cada período, o primeiro e o 
último subperíodo. Ao considerar o último subperíodo de 
cada período busca-se evitar que os últimos subperíodos de 
cada período sejam sobrecarregados. 

A cada iteração da heurística relax and fix é resolvido 
um problema de otimização inteira mista. Em geral são 
usados métodos exatos incluídos em sistemas de otimi-
zação (e.g., o método branch and cut). Apesar dos mo-
delos resultantes da fi xação de algumas variáveis serem 
menores que o modelo original, a difi culdade de solução 
pode se manter. Portanto, foi estabelecido um critério de 
parada de tal forma que o tempo total da heurística não 
ultrapassasse 3 horas.  Se a solução ótima do submodelo 
resolvido a cada iteração não for obtida dentro do limite 
máximo de tempo de processamento, o método branch 
and cut é interrompido e a melhor solução obtida é ava-
liada para fi xação das variáveis.

O modelo pretende resolver as questões 
de quanto e em que ordem as bebidas 

devem ser produzidas na linha de envase para 
atender a demanda dos períodos do horizonte 
de planejamento, considerando restrições de 
capacidade e de insumos disponíveis.
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ESTUDO COMPUTACIONAL 

Para desenvolver este trabalho, foram realizadas visitas a 
uma fábrica de refrigerantes de pequeno porte para o enten-
dimento do problema e a coleta de dados. Os dados coletados 
na fábrica são referentes à produção: demandas de produtos, 
tempos de troca de bebidas nas linhas de envase, capacidade 
das linhas e tanques, entre outros dados necessários para 
resolver o problema.  Foram realizadas várias visitas para 
se conseguir todos os dados necessários para um estudo 
computacional com dados reais. O modelo P1E1M (1)-(9) 
e as estratégias relax and fix G1.1, G1.2, ..., G2.3 foram 
implementados na linguagem de modelagem AMPL 100 
(FOURER et al., 1993) acoplado ao sistema de otimização 
CPLEX versão 10.0 (ILOG, 2006). Os testes foram reali-
zados em um computador com processador Pentium 4, 1.0 
Gb de RAM, 3.2 Ghz. A seguir são descritos os exemplares 
gerados e os resultados obtidos.

Exemplar da fábrica
A fábrica possui apenas uma linha de envase e produz 27 

tipos de refrigerantes, variando entre sabor e tamanho. No 
total são 10 sabores (xaropes) diferentes, preparados em vários 
tanques na xaroparia. O planejamento da produção é feito para 
cinco períodos, cada período representa uma semana diferente; 
o horizonte de planejamento é então de um mês de produção 
(i.e., 30 ou 31 dias envolvendo cinco semanas diferentes). O 
número de subperíodos é determinado pelo número máximo 
de trocas na semana, que neste caso é 24. Desta maneira cada 
período possui 24 subperíodos, exceto o primeiro período, 
que é composto por dois dias de trabalho (referentes aos dois 
primeiros dias do mês) e possui oito subperíodos, no total são 
104 subperíodos. Mais detalhes deste exemplar podem ser 

encontrados em Ferreira (2006). Os outros dados coletados e 
utilizados nos testes foram distorcidos para preservar interesses 
da empresa, por exigência explícita da mesma.

Também por motivos de confi dencialidade, informações 
como custos não foram disponibilizadas. Assim, os custos 
foram estimados a partir dos valores comercializados para 
os consumidores. Por exemplo, o custo de estoque de uma 
bebida foi simplesmente considerado como sendo um per-
centual informado do custo de produção, levando-se em 
conta a taxa de juros de mercado no período de análise. Este 
custo representa um custo de oportunidade associado ao 
valor de estoque no período. Como a empresa não forneceu 
os custos de produção das bebidas, estes custos foram esti-
mados da seguinte maneira: a partir do preço de venda da 
bebida informado, foi simplesmente descontada deste valor 
a margem de contribuição ao lucro informada da bebida. O 
custo de atraso de uma bebida foi estimado como sendo o 
custo de produção da bebida mais a margem de contribuição 
ao lucro que se obteria se ela tivesse sido vendida, ou seja, o 
preço de venda informado da bebida. Note que, se o produto 
for produzido e vendido no período seguinte, a empresa 
recupera a venda perdida. O custo de troca da bebida i para 
a bebida j na linha de envase foi estimado como sendo um 
custo de oportunidade, isto é, a margem de contribuição 
ao lucro que se deixou de obter com a parada da linha de 
envase para a troca (margem de contribuição ao lucro da 
bebida j)*(quantas unidades de bebida  j poderiam ter sido 
produzidas durante este tempo de troca). 

Este exemplar possui 82.796 variáveis (3.848 variáveis 
binárias e 78.948 variáveis contínuas) e 80.404 restrições. 
Ele foi resolvido inicialmente pelo pacote de otimização 
CPLEX 10 com os parâmetros de solução padrões (de-
fault), e sua solução foi comparada à solução fornecida pela 

Tabela 1: Estratégias relax and fix.

ESTRATÉGIA PARTIÇÃO DAS VARIÁVEIS CRITÉRIO DE FIXAÇÃO DE VARIÁVEIS

G1.1 Período yI, yII

G1.2 Período yI, yII, zII

G1.3 Período yI, yII, zII, xII

G1.4 Período yI, yII, zII   s.h.p.*

G1.5 Período yI, yII, zII  s.h.p. e reavaliando subperíodos ociosos anteriormente

G2.1 Subperíodo yI, yII

G2.2 Um subperíodo por período yI, yII

G2.3
Primeiro e último subperíodo 

de cada período.
yI, yII   

* Se houver produção.
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empresa. O tempo de solução foi limitado em três horas de 
processamento, que é um tempo considerado razoável para a 
empresa, uma vez que na prática o tempo para determinação 
da programação da produção é de três horas ou mais. A Fi-
gura 2 ilustra a programação da produção da linha de envase 
utilizada pela fábrica nos cinco períodos (semanas). O eixo 
horizontal representa a capacidade disponível da linha, 6.840 
minutos (apenas o primeiro período tem capacidade menor, 
2.280 minutos). O eixo vertical é a programação da linha de 
envase em cada período. Os retângulos em cinza são os lotes 
de cada bebida, e os retângulos pretos são os tempos de troca. 
A bebida envasada é indicada pelo número logo acima do lote. 
Note que algumas das 27 bebidas produzidas pela fábrica não 
foram demandadas no horizonte de planejamento deste exem-
plar e, portanto, não foram programadas para produção.

A Tabela 2, a seguir, apresenta os custos desta solução 
fornecida pela empresa e os resultados obtidos com as estra-
tégias do CPLEX. Tendo em vista que a solução fornecida 
pelo default CPLEX, CPLEX-1, foi pior que a solução da 
empresa, um teste modifi cando o parâmetro de geração 

de planos de corte do CPLEX foi realizado. Nesse teste, 
CPLEX-2, a geração de todos os tipos de planos de corte 
implementados no CPLEX (Gomory, cobertura, fl uxo, cli-
que, etc.) foi desligada. Pela Tabela 2 nota-se que a estratégia 
CPLEX-2 fornece uma solução menos custosa do ponto de 
vista de estoque e troca do que a solução da empresa, e não 
contém atrasos. Note que a redução de custo em relação à 
solução da empresa é signifi cativa (cerca de 37 %). A última 
coluna da tabela apresenta o gap da solução em relação ao 
limitante inferior, fornecido pelo CPLEX.

Outros Exemplares
Para analisar o desempenho das estratégias de solução, 

outros exemplares foram gerados a partir do exemplar an-
terior (Ex.1). A Tabela 3 resume as modifi cações realizadas 
para a geração dos exemplares. Estas variações nos exempla-
res permitem que cenários diferentes sejam analisados, em 
que a capacidade produtiva é mais apertada, ou as relações 
entre os custos de estoque, troca e atraso são modifi cadas. 
Note que os exemplares têm o mesmo tamanho do exemplar 

Figura 2: Programação da produção utilizada pela fábrica. 

Tabela 2: Custos de estoque, atraso, troca e total da solução da empresa e das estratégias do CPLEX.

ESTOQUE ATRASO TROCA TOTAL GAP

Sol. Fábrica 6.262,87 0,0 183.106,56 189.369,43

CPLEX-1 4.383,95 32.199,14 292.879,00 329.462,09 99,46%

CPLEX-2 5.941,37 0,00 113.376,00 119.317,37 98,50%
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da fábrica (modelos com milhares de variáveis e restrições). 
A Tabela 4 apresenta o resultado da solução encontrada para 
cada um dos exemplares dentro do limite de tempo compu-
tacional de três horas. Abaixo de cada solução é apresentado 
o gap de otimalidade da solução.

A estratégia CPLEX-2 é melhor nos cinco exemplares 
(destacada em negrito). Porém o gap destas soluções ainda 
é alto, indicando a difi culdade de solução dos exemplares. 
Para tentar melhorar a solução do modelo P1E1M, foram 
testadas as estratégias relax and fix propostas na seção 

“Modelagem proposta e método de solução”, combinadas 
com a estratégia CPLEX-2, ou seja, os submodelos em 
cada iteração são resolvidos sem a geração de planos de 
corte. A Tabela 5 apresenta o valor das soluções obtidas. O 
menor custo obtido para cada exemplar é apresentado em 
negrito. Note que, exceto para o exemplar 1, para todos os 
exemplares as estratégias relax and fix são capazes de gerar 
soluções melhores do que a estratégia CPLEX-2 sozinha. 
Em alguns casos essas diferenças são signifi cativas em 
termos percentuais.

 Tabela 3: Características dos exemplares gerados.

EXEMPLAR MODIFICAÇÕES

Ex.1 Dados originais.

Ex.2 Redução de 25% da capacidade do Ex.1.

Ex.3 Custos de estoque Ex.1 foram dobrados.

Ex.4 Custos de troca do Ex.2 foram reduzidos em 1/3.

Ex.5 Custos de estoque do Ex.4 foram dobrados.

Tabela 4: Custo total das soluções obtidas com as estratégias do CPLEX nos cinco exemplares gerados.

 EX.1 EX.2 EX.3 EX.4 EX.5 MÉDIA

CPLEX-1 329.462,12 345.425,66 235.580,80 127.903,91 138.209,34 235.316,37

99,46% 99,1% 98,78% 98,35% 96,94% 98,53%

CPLEX-2 119.317,38 182.052,04 157.328,13 61.648,17 64.659,26 117.001,00

98,50% 98,84% 97,31% 96,57% 93,46% 96,94%

Tabela 5: Custo total das soluções obtidas com as estratégias relax and fix combinadas com a estratégia 
CPLEX-2.

RELAX
AND FIX

EX.1 EX.2 EX.3 EX.4 EX.5 MÉDIA

G1.1 138.399,86 133.279,49 155.196,92 51.707,92 46.098,64 104.936,57

G1.2 134.713,54 152.743,99 112.601,25 49.890,91 50.648,00 100.119,54

G1.3 262.486,38 286.741,21 286.157,04 149.726,16 189.403,31 234.902,82

G1.4 137.565,08 150.794,93 149.294,20 46.669,59 53.948,10 107.654,38

G1.5 155.221,50 143.877,87 133.066,39 51.682,93 57.687,13 108.307,16

G2.1 1.671.293,04 1.425.158,50 2.081.324,94 1.646.307,71 1.648.314,40 1.743.706,63

G2.2 1.345.594,77 1.837.252,31 1.753.180,92 1.493.511,31 1.495.840,26 1.585.075,91

G2.3 1.120.219,32 1.120.219,32 1.122.888,29 1.085.715,32 1.088.384,29 1.107.485,31

076-088.indd   85076-088.indd   85 4/30/08   6:11:59 PM4/30/08   6:11:59 PM



Deisemara Ferreira; Reinaldo Morabito; Socorro Rangel

86 Produção,  v. 18,  n. 1,  p. 076-088, Jan./Abr. 2008

No caso do exemplar 1, é possível comparar sua so-
lução com a solução da empresa, que é de 189.369,43 
unidades monetárias. Apesar dos gaps de otimalidade 
continuarem altos, todos maiores que 90%, nota-se pela 
Tabela 5 que quatro das oito estratégias relax and fix tes-
tadas, estratégias G1.1, G1.2, G1.4 e G1.5, forneceram 
soluções competitivas em relação à solução da empresa, 
sendo que a melhor solução, fornecida pela estratégia 
G1.2, é cerca de 29 % menos custosa que a solução da 
empresa. Em média, quatro das oito estratégias testadas 
foram melhores que a estratégia CPLEX-2, sendo que a 
estratégia G1.2 obteve a maior redução, cerca de 14,4 %. 
Em relação aos demais exemplares, ocorreu uma variação 

no desempenho das estratégias. As estratégias G1.1 e 
G1.2 podem ser consideradas as estratégias relax and fix 
com os melhores desempenhos, por terem obtido a melhor 
solução para dois dos cinco exemplares e as melhores 
médias (Tabela 5). A Tabela 6 apresenta o valor médio dos 
custos de estoque, atraso e troca de cada estratégia cal-
culados para os cinco exemplares. Os valores em negrito 
são os menores valores de custos obtidos.

Avaliando as estratégias em relação aos custos de estoque, 
o desempenho delas é muito parecido. Apenas a estratégia 
G1.3 tem um custo médio de estoque menor que 3.000. As 

estratégias CPLEX-2, G1.4 e G1.5 se destacam pelos me-
nores custos de atraso, sendo que a estratégia G1.5 possui 
os menores valores de todas as soluções. Avaliando estas 
estratégias em relação aos custos de troca, a estratégia G1.4 
é a melhor. As estratégias G1.1 e G1.2 possuem custos de 
atraso maiores que as estratégias CPLEX-2, G1.4 e G1.5, 
porém os custos de troca são menores.

CONSIDERAÇÕES FINAIS
 
Neste trabalho foi proposto um modelo de otimização 

inteira mista para auxiliar no processo de tomada de de-
cisões da programação da produção em fábricas de refri-

gerantes de pequeno porte, em que 
o gargalo de produção está na linha 
de envase. O modelo mostrou-se útil 
na representação do problema, e foi 
capaz de gerar soluções melhores que 
a fornecida pela fábrica. No entanto, 
a sua resolução mostrou as limitações 
dos sistemas de otimização de última 

geração disponíveis atualmente, e a necessidade de se 
buscar métodos específi cos de solução. 

Diversas variações da heurística relax and fix foram 
testadas para resolver o modelo P1E1M. Analisando os 
resultados obtidos, as estratégias relax and fix forneceram 
cinco soluções melhores que a solução da empresa, e a 
melhor solução tem uma redução de aproximadamente 
37% do custo total. Mais quatro cenários de produção fo-
ram testados e as estratégias relax and fix também foram 
aplicadas na solução desses exemplares. As estratégias 
G1.1 e G1.2 obtiveram as melhores soluções para dois 

Tabela 6: Custos médios das soluções obtidas com as estratégias propostas.

ESTOQUE ATRASO TROCA TOTAL

CPLEX-1 5.621,2 28.764,1 200.931,1 235.316,3

CPLEX-2 6.251,1 1.273,6 109.476,4 117.001,0

G1.1 4.575,5 13.806,9 86.554,1 104.936,6

G1.2 4.896,8 13.064,8 82.157,9 100.119,5

G1.3 2.927,5 125.513,2 106.462,0 234.902,7

G1.4 5.372,2 2.910,3 99.371,9 107.654,4

G1.5 5.254,7 1.273,6 101.778,9 108.307,2

G2.1 3.017,5 1.714.275,8 26.413,1 1.743.706,3

G2.2 3.546,0 1.558.329,8 23.200,7 1.585.076,5

G2.3 3.736,6 1.065.794,4 37.954,4 1.107.485,4

O modelo mostrou-se útil na representação 
do problema, e foi capaz de gerar soluções 

melhores que a fornecida pela fábrica.
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dos cinco exemplares testados, e as melhores médias de 
todos os exemplares. Em Ferreira et al. (2007) são pro-
postas extensões desta abordagem de solução para o caso 
de fábricas de refrigerantes maiores, com várias linhas de 
envase, em que o gargalo de produção pode estar tanto no 
envase quanto na xaroparia, e por isso o seqüenciamento 
dos xaropes nos tanques e a sincronia entre os estágios de 
xaroparia e envase precisam ser considerados.

O seqüenciamento dos itens associado ao modelo 
P1E1M é obtido através da divisão de um período em sub-

períodos. Uma proposta alternativa é o uso de modelos 
baseados no Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico 
para obter o seqüenciamento dos itens em cada período 
do problema de dimensionamento de lotes. Recentemente, 
Toso et al. (2007) exploraram essa abordagem na solu-
ção de um problema integrado de dimensionamento e 
seqüenciamento de lotes em fábricas de nutrição animal. 
Um tópico interessante para pesquisa futura é testar esta 
abordagem no problema de programação da produção em 
fábricas de refrigerantes.
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