
   

Production

ISSN: 0103-6513

production@editoracubo.com.br

Associação Brasileira de Engenharia de

Produção

Brasil

Piatti Oiticica de Paiva, Rafael; Morabito, Reinaldo

Planejamento hierárquico da produção em usinas de açúcar e álcool: modelagem de

otimização robusta

Production, vol. 24, núm. 3, julio-septiembre, 2014, pp. 644-663

Associação Brasileira de Engenharia de Produção

São Paulo, Brasil

Disponível em: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=396742058013

   Como citar este artigo

   Número completo

   Mais artigos

   Home da revista no Redalyc

Sistema de Informação Científica

Rede de Revistas Científicas da América Latina, Caribe , Espanha e Portugal

Projeto acadêmico sem fins lucrativos desenvolvido no âmbito da iniciativa Acesso Aberto

http://www.redalyc.org/revista.oa?id=3967
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=3967
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=396742058013
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=396742058013
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=3967&numero=42058
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=396742058013
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=3967
http://www.redalyc.org


Production, v. 24, n. 3, p. 644-663, July/Sept. 2014

doi: http://dx.doi.org/10.1590/S0103-65132013005000032

*UFSCar, São Carlos, SP, Brasil 
Recebido 05/09/2011; Aceito 06/05/2012

Planejamento hierárquico da produção em usinas de 
açúcar e álcool: modelagem de otimização robusta

Rafael Piatti Oiticica de Paivaa, Reinaldo Morabitob*
arafael_paiva@hotmail.com, Usina Santa Clotilde S/A, Brasil 

b*morabito@ufscar.br, UFSCar, Brasil

Resumo

Neste trabalho estuda-se o planejamento hierárquico de produção em usinas de açúcar e álcool e propõe-se um 
modelo de otimização robusta que considera diversas incertezas nos parâmetros do problema. Esta abordagem 
pode ser vista como uma alternativa à utilização de programação estocástica robusta para abordar este problema, 
abordagem esta que foi estudada anteriormente pelos autores. Para resolver os modelos de programação linear 
e programação inteira mista envolvidos, utiliza-se um software de otimização em programação matemática. Os 
resultados computacionais obtidos são comparados aos resultados da modelagem determinística de um trabalho 
anterior dos mesmos autores, utilizando os dados do estudo de caso de uma cooperativa de usinas de açúcar e álcool.
Palavras-chave
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1. Introdução

Recentemente Paiva (2009) e Paiva e Morabito 
(2012) apresentaram um modelo de otimização 
determinístico para o problema de planejamento 
agregado da produção em usinas cooperadas do 
setor sucroenergético. Esta modelagem, denominada 
PASUC (Planejamento Agregado de Safra em Usinas 
Cooperadas do Setor Sucroenergético), considera a 
relação hierárquica existente entre o planejamento 
anual da cooperativa e o planejamento tático de safra 
das usinas cooperadas, propiciando a análise integrada 
do planejamento de safra em um grupo de usinas. 
No nível de decisão da cooperativa (primeiro nível), 
um modelo de programação linear multiprodutos, 
de dois estágios, multiperíodos, capacitado, com 
horizonte de planejamento anual e agregação 
temporal mensal determina as metas de produção 
de cada usina e define a política de estocagem e o 
atendimento da demanda. No nível de decisão de 
cada usina cooperada (segundo nível), um modelo de 
programação inteira mista multiprodutos, monoestágio, 
multiprocessos, multiperíodos, capacitado, com 
horizonte de planejamento do período de moagem 

(aproximadamente 6 meses) e agregação temporal 
semanal combina decisões de dimensionamento 
e sequenciamento dos lotes de produção para o 
atendimento das metas do primeiro nível hierárquico 
e define, entre outros, a quantidade de cana-de-
açúcar colhida e a quantidade de cana transportada 
por prestador de serviço e a seleção dos processos de 
produção de açúcar, álcool, melaço e energia elétrica 
para cada usina cooperada.

Em artigo posterior, Paiva e Morabito (2011), 
tendo em vista que o setor sucroenergético possui 
uma grande quantidade de incertezas que impactam 
fortemente nesse tipo de planejamento, incorporam 
incertezas na análise do planejamento de safra 
utilizando a técnica de programação estocástica 
robusta (MULVEY  et  al., 1995; VLADIMIROU; 
ZENIOS, 1997). Além dessa técnica, outras técnicas 
de otimização sob incerteza podem ser utilizadas 
para tratar problemas de planejamento hierárquico da 
produção, tais como: restrições de chance (CHARNES; 
COOPER, 1959; JOHNSON; MONTGOMERY, 1974), 
programação estocástica em dois estágios com 
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recurso (DANTZIG, 1955; BEALE, 1955) e otimização 
robusta (SOYSTER, 1973; BEN-TAL; NEMIROVSKI, 
1998, 1999, 2000; BERTSIMAS; SIM, 2003, 2004; 
BERTSIMAS; THIELE, 2006). Mais detalhes sobre essas 
técnicas podem ser encontrados em Joshi (1995), Sox 
e Muckstadt (1996, 1997), Birge e Louveaux (1997), 
Sen e Hingle (1999) e Diwekar (2002); além de em 
pesquisas sobre o estado da arte em otimização sob 
incerteza (SAHINIDIS, 2004; HERROELEN; LEUS, 
2005), programação estocástica (BOUZA, 1993) e 
otimização robusta (BEYER; SENDHOFF, 2007).

Neste trabalho adota-se a análise de incerteza sob 
a ótica da otimização robusta proposta por Bertsimas 
e Sim (2003, 2004) e Bertsimas e Thiele (2006), dado 
o potencial de aplicação destas técnicas e ao fato 
de não ser necessário determinar as distribuições de 
probabilidade que representam as variáveis aleatórias 
consideradas e, desta forma, facilitar a incorporação 
da otimização sob incerteza em situações práticas. 
Propõe-se um modelo de otimização robusta que 
considera diversas incertezas nos parâmetros do 
problema e, para resolver os modelos de programação 
linear e programação inteira mista envolvidos, 
utiliza-se um software de otimização em programação 
matemática. Os resultados computacionais obtidos com 
a abordagem de otimização robusta são comparados 
aos resultados da modelagem determinística PASUC, 
utilizando os mesmos dados do estudo de caso da Usina 
Santa Clotilde (USC) e da Cooperativa Regional dos 
Produtores de Açúcar e Álcool de Alagoas (CRPAAA), 
analisados em Paiva e Morabito (2011, 2012). Este 
artigo está organizado da seguinte maneira: na 
seção 2 revisa-se resumidamente a abordagem de 
otimização robusta; na seção 3 aplica-se a abordagem 
de otimização robusta no problema estudado; na 
seção 4 analisam-se os resultados desta aplicação 
no estudo de caso e na seção 5 apresentam-se as 
considerações finais deste estudo e perspectivas para 
pesquisa futura.

2. Abordagem de otimização robusta

Alguns autores têm apontado dificuldades para 
garantir factibilidade e otimalidade na solução de 
modelos determinísticos e modelos de otimização 
estocástica em situações onde existe incerteza nos 
dados de entrada. Exemplos dessas dificuldades são 
reportados por Ben-Tal e Nemirovski (2000) em testes 
para avaliar a degradação da solução de modelos de 
programação linear (PL) quando se impõem pequenas 
variações (<1%) no valor dos parâmetros de problemas 
testes disponíveis na NETLIB (www.netlib.org). Uma 
alternativa para abordar essa questão são os modelos 
de otimização robusta. Nesses modelos, a garantia 
de factibilidade é obtida por uma análise de pior 

caso, que incorpora a incerteza nos parâmetros de 
forma direta em um modelo de minimização do 
máximo desvio previsto para as variáveis aleatórias 
(BERTSIMAS; SIM, 2003). Com essa abordagem de 
pior caso não é necessário penalizar a infactibilidade 
do modelo, como em modelos de programação 
estocástica robusta. Além disso, é possível garantir 
que a solução obtida é factível para qualquer caso 
em que os parâmetros incertos variem dentro de um 
conjunto convexo preestabelecido.

Um dos estudos pioneiros e seminais da teoria 
de otimização robusta foi apresentado por Soyster 
(1973), que propôs uma abordagem de pior caso 
para garantir a factibilidade em modelos de PL com 
incerteza na matriz tecnológica. Considere o seguinte 
modelo de PL nas variáveis xj:

=
= ∑

1

m

j j
j

max Z c x
	

(1)

=
≤ =∑

1
1

m

ij j i
j

a x b i , ...,n
	

(2)

≤ ≤ = 1j j jl x u j , ...,m
	 (3)

em que cada parâmetro aij da matriz tecnológica 
corresponde ao valor esperado de uma variável aleatória 
ãij, contida em uma hiperesfera com centro em aij e raio 

âij , como segue: { }ij ij ij ij ijK ã R ã – a â= ∈ ≤ , i = 1,..., 
n; j = 1,..., m. Note que âij corresponde ao desvio 
máximo da variável aleatória ãij com relação ao valor 
esperado aij. Seja ηij o desvio unitário da variável 
aleatória ãij, definido como: ηij=(ãij – aij)⁄âij,∈[–1,1].

De acordo com essas definições, o valor do raio âij 
da hiperesfera determina a inexatidão da variável ãij; 
note que se âij = 0 para todo i e j, então se tem um 
modelo determinístico. Para considerar a incerteza 
presente nos parâmetros da matriz tecnológica, 
considere a nova restrição (4) em substituição à 
restrição (2).

1
1

m

ij j i
j

ã x b i , ..,n
=

≤ =∑
	

(4)

Soyster (1973) propôs uma abordagem 
determinística de pior caso para garantir a factibilidade 
da restrição (4) para toda realização âij na hiperesfera 
Kij. Para isso, considere o seguinte desenvolvimento:
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Com essa formulação, o termo 
1

m

ij j
j

â x ,
=
∑  determina 

a “proteção” necessária para garantir a factibilidade 
de cada restrição i, impondo um espaço de segurança 

entre 
1

m

ij j
j

a x
=
∑  e bi. Substituindo o módulo de xj por 

uma variável auxiliar yj, da seguinte forma: yj = |xj|, 
–yj ≤ xj ≤ yj e yi ≥ 0, com essas novas variáveis e 
restrições, o modelo (1), (4) e (3) é reescrito por:

1

m

j j
j

max Z c x
=

= ∑
	

(6)

1 1
1

m m

ij j ij j i
j j

a x â y b i , ..,n
= =

+ ≤ =∑ ∑
	

(7)

1j j j– y x y j , ..,m≤ ≤ =
	 (8)

1j j jl x u j , ..,m≤ ≤ =
	 (9)

0 1jy j , ..,m≥ =
	 (10)

Essa formulação agrega robustez ao resultado 
encontrado, garantindo a factibilidade do modelo para 
toda realização ãij no intervalo Kij, entretanto também 
penaliza de forma excessiva a otimalidade da solução 
(BERTSIMAS; SIM, 2003). Para tratar o conservadorismo 
do modelo (6)-(9), outros pesquisadores desenvolveram 
propostas de otimização robusta que agregam maior 
flexibilidade a esse tipo de estratégia, tais como, 
Ben-Tal e Nemirovski (1998, 1999, 2000), El-Ghaoui 
e Lebret (1997), El-Ghaoui, Oustry e Lebret (1998), 
Bertsimas e Sim (2003, 2004), Bertsimas e Thiele 
(2006) e Bertsimas, Pachamanova e Sim (2004). Neste 
artigo, adotam-se as abordagens de Bertsimas e Sim 
(2003, 2004) e Bertsimas e Thiele (2006), dado a 
possibilidade de exercer um controle sobre o grau de 
conservadorismo da solução, entre outras vantagens 
dessas abordagens.

Considere novamente o modelo de PL definido 
pelas Equações 1, 4 e 3 com as incertezas do modelo 
presentes nos coeficientes da matriz tecnológica 
ãij, j ∈ Ji. Por generalidade, Ji é o subconjunto de 
índices j dos parâmetros da matriz tecnológica que 
possuem incerteza em cada restrição i, ou seja, não 

necessariamente todos os parâmetros ãij da linha i da 
matriz tecnológica possuem incerteza. Note que o 
caso em que todos os parâmetros possuem incerteza 
corresponde a Ji = {1,2,...,m}. Considere ainda que 
a distribuição de probabilidade dessas variáveis 
aleatórias são desconhecidas, porém simétricas nos 
intervalos [aij – âij, aij + âij]. Desenvolvimento análogo 
a esse pode ser apresentado quando a incerteza está 
presente no vetor de custos cj da função objetivo, 
conforme Bertsimas e Sim (2003). Seja Γi o grau de 
conservadorismo da restrição i, tal que Gi ∈ [0,|Ji|] 
(por simplicidade, admita que Γi seja inteiro) e Si, um 
subconjunto de Ji (Si ⊆ Ji) tal que |Si| = Γi. Dessa 
forma, define-se o seguinte modelo de programação 
não linear:

1

m

j j
j

max Z c x
=

= ∑
	

(11)

{ }1

 = 1,.., 

m

ij j j j i
S S J , Sj j Si i i i i i

a x max â x b

i n

⊆ =Γ= ∈

 
+ ≤∑ ∑ 

 

	

(12)

lj ≤ xj ≤ uj            j = 1, ..,m	 (13)

em que a função proteção da i-ésima restrição é dada 
pela seguinte expressão:

( )
{ }⊆ =Γ ∈

 
b Γ = ∑ 

 
i j i j j

S S J , S j Si i i i i i
x , max â x

	
(14)

Observe nessa formulação que se Γi = |Ji| então 
todas as incertezas da matriz tecnológica são 
consideradas, o que resulta na formulação de Soyster. 
Por outro lado, se Γi = 0, então nenhuma incerteza 
é considerada e tem-se um modelo determinístico 
com os valores esperados aij desses coeficientes. Dessa 
forma, quando se adotam valores inteiros de Γi no 
intervalo [0, |Ji|], tem-se a flexibilidade de ajustar 
o conservadorismo da solução, como mencionado 
anteriormente. É interessante notar que a função 
proteção (14) estabelece um “colchão” de segurança 
que procura garantir a factibilidade para a i-ésima 
restrição, independentemente do valor assumido 
pela variável aleatória que representa a incerteza 
do problema. Esta garantia de factibilidade cresce 
à medida que Γi se aproxima da cardinalidade do 
conjunto de parâmetros incertos Ji. Para uma solução 
factível xj conhecida, a função de proteção (14) da 
i-ésima restrição pode ser representada pelo seguinte 
modelo de otimização (BERTSIMAS; SIM, 2004):

( )
∈

b Γ = ∑i j i j j j
j Ji

x , max â x z
	

(15)
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ij i
j Ji

z
∈

≤Γ∑
	

(16)

0 1ij iz j J≤ ≤ ∈ 	 (17)

Como esse modelo de otimização é factível e 
limitado, aplica-se o conceito de dualidade forte e 
introduzem-se as variáveis duais λi e ρij, para que seja 
possível reescrevê-lo por meio da seguinte formulação:

ij i i
j Ji

min
∈

ρ +Γ λ∑
	

(18)

i j j j iâ x j Jλ +ρ ≥ ∈ 	 (19)

0ij ij Jρ ≥ ∈ 	 (20)

0iz ≥ 	 (21)

Para eliminar a função módulo na Equação 19, 
substitui-se o módulo de xj por uma variável auxiliar 
yj, de forma similar ao que foi feito anteriormente: 
yj = |xj|, –yj ≤ xj ≤ yj e yj ≥ 0. O modelo (18)-(21) é 
reescrito de forma linear por:

ij i i
j Ji

min
∈

ρ + Γ λ∑ 	 (22)

i ij ij j iâ y j Jλ + ρ ≥ ∈ 	 (23)

− ≤ ≤ ∈j j j iy x y j J 	 (24)

0ij ij Jρ ≥ ∈ 	 (25)

0iλ ≥ 	 (26)

0j iy j J≥ ∈ 	 (27)

Nesse ponto, é possível substituir a formulação do 
modelo dual obtido para a i-ésima função proteção 
bi(xj, Γi) [Equações 22 a 27] na Equação 12 do modelo 
não linear original, desconsiderando a minimização 
por se tratar de um problema de maximização. Com 
esse procedimento, a formulação obtida conserva 
a complexidade do modelo original apenas com a 
adição de algumas variáveis e restrições. A seguir, 
apresenta-se a formulação do modelo de otimização 
robusta correspondente:

1

m

j j
j

max Z c x
=

= ∑
	

(28)

1
1

m

ij j ij i i i
j j Ji

a x b i , ...,n
= ∈

+ ρ + Γ λ ≤ =∑ ∑ 	 (29)

1i ij ij j iâ y i , ...,n; j Jλ + ρ ≥ = ∈ 	 (30)

j j j iy x y j J− ≤ ≤ ∈ 	 (31)

1j j jl x u j , ...,m≤ ≤ = 	 (32)

0 1ij ii , ...,n; j Jρ ≥ = ∈ 	 (33)

0j iy j J≥ ∈ 	 (34)

0 1i i , ...,nλ ≥ = 	 (35)

Uma das vantagens da abordagem proposta por 
Bertsimas e Sim (2003, 2004) é a possibilidade de 
inferir, por meio de limitantes, a probabilidade de 
violação das restrições (4) para os casos em que a 
variável aleatória ultrapasse o espaço de incerteza 
considerado. Para calcular o limitante que representa 
a probabilidade da i-ésima restrição do problema ser 
violada, considere que x*j é a solução do modelo de 
otimização robusta, θ = Γi/|Ji|, n = |Ji|, v = (Γi + n)/2, 
e m = v - v. A formulação admite que a distribuição 
de probabilidade que representa a variável aleatória 
é simétrica, limitada e independente (BERTSIMAS; 
SIM, 2004).

( ) ( ) ( )
= = +  

 
> ≤ − m +∑ ∑    1 1

1
m n

*
ij j i

j l v
P ã x b C n , v C n ,l 	 (36)

onde:

( )

( ) ( )

1
caso 0ou

2

1
c.c.

22

n , l l n ,

C n ,l
n n n l

exp n log l log ,
n l l n l l

 = =
=     −  +       − −π   

	 (37)

Outra opção apresentada por Bertsimas e Sim 

(2004) para o caso em que i nΓ = θ , obtida por 
aproximação de De Moivre-Laplace, pode ser escrita 
da seguinte forma:

1

1
1

m
* i

ij j i
j

P ã x b
n=

Γ −   > ≈ − Φ∑       	 (38)

onde Φ é a função distribuição acumulada da normal.
Algumas vantagens da utilização do modelo 

proposto por Bertsimas e Sim (2004) são: (i) 
agrega maior flexibilidade por meio do controle do 
conservadorismo adotado na análise; (ii) não resulta 
em um modelo de maior complexidade computacional 
do que o modelo determinístico original (e.g., se o 
modelo original é um PL, o modelo robusto também 
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vai ser um PL); (iii) pode ser aplicado em problemas 
práticos com grande quantidade de variáveis reais; 
(iv) possibilita estimar a probabilidade de violação 
das restrições; (v) não há necessidade de determinar 
as distribuições de probabilidade que representam 
as variáveis aleatórias consideradas. Esse último 
é aqui considerado como um ponto positivo da 
metodologia, dado que em geral há dificuldades na 
definição das distribuições de probabilidade para a 
situação aqui estudada. Entretanto, outros autores 
consideram isso como um ponto negativo, por não ser 
possível incorporar as informações de probabilidade 
quando as distribuições estão disponíveis (BEYER; 
SENDHOFF, 2007).

3. Aplicação da abordagem de otimização 
robusta

Conforme mencionado, os modelos de otimização 
robusta desenvolvidos e aplicados nesse trabalho 
baseiam-se no modelo determinístico de dois 
níveis PASUC, por sua vez composto dos modelos 
de programação linear PASUC/N1 (nível 1) e de 
programação inteira mista PASUC/N2 (nível 2). Para 
que a apresentação dos modelos a seguir fique mais 
autocontida, reapresentamos no Anexo 1 o modelo 
PASUC estudado em Paiva (2009) e Paiva e Morabito 
(2012); para mais detalhes desse modelo, o leitor 
pode consultar as fontes citadas.

No nível de decisão da cooperativa (PASUC/N1), 
um modelo de programação linear multiproduto, 
dois estágios, dinâmico, capacitado, com horizonte 
de planejamento anual e agregação temporal mensal 
determina a quantidade e o mix de produção (PUput) 
das usinas, a política de estoque (Ipet) e a política de 
atendimento da demanda (Dpt) da CRPAAA. Essas 
variáveis devem ser calculadas de forma que a margem 
de contribuição do grupo seja maximizada e as 
restrições de mercado, previsão de safra, capacidade 
de transporte das frotas e capacidade de estoque 
sejam respeitadas.

No nível de decisão de cada usina cooperada 
(PASUC/N2), um modelo de programação inteira 
mista multiproduto, monoestágio, multiprocesso, 
dinâmico, capacitado, com horizonte de planejamento 
do período de moagem (aproximadamente 6 meses) 
e agregação temporal semanal combina decisões 
de dimensionamento e sequenciamento dos lotes 
de produção para o atendimento das metas do 
primeiro nível hierárquico. Esse modelo determina a 
moagem semanal por tipo de fonte de suprimento 

( )mtm M ,′  tipo de serviço de transporte ( )ftf M ′′  
e por processo ( )ktk M ,′′′  de forma que a meta de 
produção do modelo PASUC/N1 seja viabilizada com 

o mínimo de atraso possível, ao mesmo tempo em 
que se determina a quantidade de energia elétrica 
exportada no período t (EEt). O objetivo é obter um 
plano tático de safra que proporcione a máxima 
margem de contribuição, respeitando as restrições de 
previsão de safra, capacidade de transporte, capacidade 
de estoque, fluxo de caixa positivo e necessidade de 
energia térmica e elétrica nos processos industriais.

3.1. Incerteza no preço dos produtos 
(PASUC/N1-B-VP)

Incertezas em diversos parâmetros do modelo 
PASUC podem ter impactos importantes na sua 
solução, entre eles, os valores líquidos de venda de cada 
produto p em cada período t, i.e., os parâmetros VPpt 
da função objetivo do modelo PASUC/N1 (Anexo 1). A 
incerteza nesse parâmetro é mercadológica em função 
dos preços do açúcar e álcool estarem sujeitos às 
variações do mercado de derivativos. Essa característica 
faz com que seja necessário uma análise complexa 
sobre os fundamentos do mercado mundial destas 
commodities, para que seja possível inferir a tendência 
de variação desse parâmetro. Entretanto, mesmo com 
a mais completa avaliação não é possível prever com 
exatidão os preços futuros. Outra característica que 
torna importante avaliar as variações no parâmetro 
VPpt é o forte impacto na função objetivo do modelo 
PASUC/N1.

O modelo de otimização robusta desta seção é 
identificado pela abreviação PASUC/N1-B-VP, onde a 
letra B identifica a utilização da técnica de otimização 
robusta inicialmente proposta por Bertsimas e Sim 
(2003, 2004) e as letras VP representam a incorporação 
da incerteza nos parâmetros VPpt. Como referência 
para a modelagem apresentada a seguir, considere as 
equações do modelo PASUC/N1 (Anexo 1).

Para desenvolver o modelo de otimização 
robusta com incerteza nos preços dos produtos, 
define-se a variável aleatória VP

~
pt, que representa 

todos os possíveis valores de preços para o produto 
p no período t. Considere que o valor médio da 
variável VP

~
pt é dado por VPpt (i.e., o valor nominal 

do parâmetro no modelo determinístico PASUC/
N1) e que o maior desvio não negativo em relação 
ao valor esperado é dado por VP̂pt (i.e., variação 
esperado do parâmetro). Dessa forma, tem-se a variável 
aleatória VP

~
pt pertencendo ao seguinte intervalo de 

incerteza: pt pt pt pt pt
ˆ ˆVP VP VP ,VP VP . ∈ − + 

   Seja 
tVP o conjunto de coeficientes de todas as variáveis 
aleatórias VP

~
pt que possuem incerteza, GVP o grau de 

conservadorismo adotado tal que GVP ∈ [0,|tVP|] e SVP 
um subconjunto de tVP (SVP ⊆ tVP) tal que |SVP| ≤ GVP, 
ou seja, com cardinalidade menor ou igual ao grau 
de conservadorismo GVP.
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Na sequência, utiliza-se a técnica de modelagem 
de otimização robusta descrita na seção 2 conforme 
Bertsimas e Sim (2003, 2004) para reescrever a função 
objetivo do modelo PASUC/N1. Na formulação que 
segue, sem perda de generalidade, para todas as 

variáveis aleatórias VP
~

pt do modelo foi considerada 
apenas a parcela desfavorável dos seus possíveis 
desvios, ou seja, somente o limite inferior dos seus 
intervalos de variação (VP

~
pt). Dessa maneira, obtém-se 

uma função objetivo alternativa Z
~
 no modelo:

+ −

Ω ∈t

     = − − + + ⋅∑∑ ∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑         


pt pt pt pt pu put pe pet ptVP VPt p t u p t p e p t( p ,t )

ˆmax Z VP D max VP D CP PU CE I CA I 	(39)

s.a. restrições originais PASUC/N1 (Anexo 1)

onde:

ΩVP = {SVP|SVP ⊆ tVP, |SVP| ≤ GVP} e tVP = {(p,t)|VP̂pt > 0}

e Dpt é uma variável de decisão do modelo que corresponde ao atendimento da demanda (venda) do produto 
p, no período t (t ou m3) (ver Anexo 1). Suponha agora que a solução ótima da variável Dpt no modelo (39) 
seja conhecida, digamos D*pt. Dado que essa variável é não negativa (por definição), pode-se reescrever o 
segundo termo do lado direito da função objetivo em (39) como o seguinte modelo de PL:

( )0 1   

*
pt pt pt

VP( p ,t )

VP
pt

VP( p ,t )

VP
pt

ˆmax VP D z

z

z , p,t

∈t

∈t

⋅ ⋅∑

≤ Γ∑

≤ ≤ ∀ ∈t 	

(40)

Note que a variável auxiliar zpt desse modelo não precisa ser inteira, dado que sua solução pode ser 
obtida por inspeção, simplesmente fazendo-se zpt = 1 para os GVP maiores coeficientes na função objetivo. 

Sejam as variáveis duais λVP e 
VP
ptρ  associadas, respectivamente, às duas restrições do modelo de PL em (40). 

Aplicando-se o conceito de dualidade forte, obtém-se a seguinte formulação dual correspondente:

Modelo primal Modelo dual

( )
( )

1   

0   

*
pt pt pt

VP( p ,t )

VP
pt

VP( p ,t )

VP
pt

VP
pt

ˆmax VP D z

z

z , p,t

z , p,t

∈t

∈t

⋅ ⋅∑

≤ Γ∑

≤ ∀ ∈t

≥ ∀ ∈t

( )

( )

  

0

0   

VP VP VP
pt

VP( p ,t )

VP VP * VP
pt pt pt

VP

VP VP
pt

min

ˆVP D , p,t

, p,t

∈t

ρ + λ ⋅ Γ∑

λ + ρ ≥ ⋅ ∀ ∈t

λ ≥

ρ ≥ ∀ ∈t

Seguindo o mesmo desenvolvimento apresentado na seção 2, é possível conservar a linearidade do modelo 
original PASUC/N1 na formulação do modelo de otimização robusta PASUC/N1-B-VP:

+ −

∈t

    
= − ρ + λ ⋅ Γ − + + ⋅∑∑ ∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑        

VP VP VP
pt pt pt pu put pe pet pt

VPt p t u p t p e p t( p ,t )

max Z VP D CP PU CE I CA I
	

(41)

s.a. restrições originais PASUC/N1 (Anexo 1)

( )

( )

  

0

0   

VP VP * VP
pt pt pt

VP

VP VP
pt

ˆVP D , p,t

, p,t

λ + ρ ≥ ⋅ ∀ ∈t

λ ≥

ρ ≥ ∀ ∈t
	

(42)
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Note que o modelo PASUC/N1-B-VP tem a 
função objetivo apresentada em (41) sujeita a todas 
as restrições do modelo original PASUC/N1 e também 
às restrições adicionais apresentadas em (42). Em 
Paiva (2009), também foi estudada outra modelagem 
de otimização robusta que incorpora a incerteza no 
parâmetro de eficiência global das usinas ao modelo 
PASUC/N1 (ver Eatrut no Anexo 1). Por motivo de 
limitação de espaço, esse modelo não será tratado 
no presente trabalho.

3.2. Incerteza na matriz de rendimentos 
industriais (PASUC/N2-B-A)

O segundo parâmetro considerado como incerto 
é a eficiência de conversão de ATR de cada usina, 
representada pela matriz de rendimentos industriais 
(Apkt). As características incertas desse parâmetro são 
inerentes ao processo produtivo de uma usina de 
açúcar e álcool, tais como qualidade da matéria-prima 
processada no período, condições operacionais dos 
equipamentos industriais, eficiência e eficácia dos 
operadores e dos insumos utilizados.

Para o desenvolvimento do modelo de otimização 
robusta com incerteza em Apkt é necessário reformular 
o modelo determinístico PASUC/N2 do Anexo 1 para 
incorporar a variável de produção do produto p no 
período t (PUpt), que substitui o termo k pkt ktA M ′′′∑   
no modelo original. Essa modificação simplifica a 
identificação das variáveis de segundo estágio e 
evita a dependência entre a taxa de produção dos 
produtos p, em um determinado processo k e período 
t do parâmetro Apkt, como pode ser percebido nas 
equações do modelo PASUC/N2 apresentadas no 

Anexo 1. Mais detalhes sobre essa correlação estão 
observados em Paiva (2009).

A dependência faz com que uma das hipóteses 
adotadas no desenvolvimento da modelagem de 
otimização robusta em Bertsimas e Sim (2003, 2004) 
seja violada e impossibilita a aplicação direta dessa 
técnica ao modelo PASUC/N2 com a formulação 
original. Entretanto, é possível aplicá-la apenas 
nos índices de Apkt que podem ser considerados 
independentes (k e t) e, dessa forma, incorporar a 
incerteza na matriz de rendimentos industriais. Essa 
reformulação pode ser verificada na apresentação do 
modelo PASUC/N2-B-A adiante, com a substituição do 
termo k pkt ktA M ′′′∑  do modelo PASUC/N2 do Anexo 1 
pela variável PUpt e a incorporação da restrição (43) 
descrita abaixo. Diversos testes executados com o 
modelo PASUC/N2 reformulado comprovaram sua 
consistência com o modelo PASUC/N2.

pkt kt pt
k

A M PU p ,t≥ ∀′′′∑ 	 (43)

Para desenvolver o modelo de otimização 
robusta PASUC/N2-B-A com incerteza na matriz de 
rendimentos industriais (Apkt), define-se a variável 
aleatória Ãpkt, onde Ãpkt ∈ [Apkt – Âpkt, Apkt + Âpkt]. Seja 
tA

pt o conjunto de coeficientes k de todas as variáveis 
aleatórias Ãpkt que possuem incerteza, GA

pt, o grau 
de conservadorismo adotado para cada produto p e 
período t (neste estudo, adota-se GA

pt = GA, ∀p,t), em 
que GA ∈ [0,|tA

pt|], ∀p,t e SA
pt é um subconjunto de 

tA
pt(S

A
pt ⊆ tA

pt) tal que |SA
pt| ≤ GA. Seguindo o mesmo 

procedimento apresentado nas seções 2 e 3.1 para 
reescrever a restrição (43) do modelo PASUC-N2 (ver 
Anexo 1), é possível apresentar a seguinte formulação 
do modelo de otimização robusta PASUC/N2-B-A:

,

, , " "

RecA
ProdA

max RecE RecM
ProdE ProdM

CRPAAA
pa t pa

pa
tCRPAAA

pe t pe pm t USC

t pe pm

mt mt ft ft kt kt pt
m f k p t

PU ConvA

EE VE
PU ConvE PU MatrZ

CM M CF M CK M I CA−

  
 + ∑
   +  
  = ∑ +∑ ∑    
   − + + +′ ′′ ′′′∑ ∑ ∑ ∑∑     	

(44)

A A A
pkt kt pkt pt pt

k k
A M PU p ,t− ρ − λ ⋅ Γ ≥ ∀′′′∑ ∑

	 (45)

1 1

t t

pt pt' pt'
t t

PU I Meta p ,t−
′

= =′ ′
+ ≥ ∀∑ ∑ 	 (46)

mt ft kt t
m f k

M M M M t= = = ∀′ ′′ ′′′∑ ∑ ∑
	 (47)

1 1mt m ,t m ,t mtC C M M m,t− −= − ≥ ∀′ ′ 	 (48)
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0m mt
m t m

C M= ′∑ ∑∑ 	 (49)

mp ,t t
mp

C Disp t≤ ∀∑
	 (50)

mf ,t t t
mf

M M t≤ α ⋅ ∀′∑ 	 (51)

t t t t tM min n M Mmax n t⋅ ⋅ ϕ ≤ ≤ ⋅ ⋅ ϕ ∀ 	 (52)

( )
1

p p pt
p

t t

t

mt mt
m

ft ft kt kt
f k

RCa Patr RCb PU
S S

RCc

GM M
t

GF M GK M

−

 +∑
 = +
 + 

+′∑ 
 − ∀

+′′ ′′′∑ ∑  

	 (53)

xft f t ftM Fma n f ,t≤ ⋅ ⋅ b ∀′′ 	 (54)

pt p tPU CP max n p ,t≤ ⋅ ∀ 	 (55)

pa ,t t
pa

PU CFMax n t≤ ⋅ ∀∑ 	 (56)

pe ,t t
pe

PU CDMax n t≤ ⋅ ∀∑ 	 (57)

1kt
k

X t= ∀∑ 	 (58)

kt ktM G X k ,t≤ ⋅ ∀′′′ 	 (59)

1 1
mt

t t mt t
m t

Fibra
Ib Ib M Mb t

UB−
 

= + − ∀′∑  − 
	 (60)

1
mt

t mt
m t

Fibra
Ib M EB t

UB
 

≥ ⋅ ∀′∑  − 
	 (61)

' T 'Ib EPb≥ 	 (62)

t tMb RC VAP t⋅ = ∀ 	 (63)

t
t kt p pt

k k p

EG
VAP M CFVAP CVAP PU t

RCF
≥ ⋅ + ≥ ⋅ ∀′′′∑ ∑∑ 	 (64)

t kt pk pt t
k k p

EG CFE M CVE PU EE t 
− ⋅ + = ∀′′′∑ ∑∑  

	 (65)

t tVAP VAPMax n t≤ ⋅ ∀ 	 (66)

t tEG EGMax n t≤ ⋅ ∀ 	 (67)

{ }0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
kt t mt ft kt mt pt

pt t t t t t t

X , ; M ; M ; M ; M ; C ; I ;
k ,m ,f , p ,t

PU ; S ; Ib ; Mb ; VAP ; EG ; EE

−∈ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥′ ′′ ′′′
∀

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥
	 (68)

0

0

A A Eatr
pt pkt pkt kt

A
pt

A Eatr
pkt

Â M , p ,t , k

, p ,t

, p ,t , k

λ + ρ ≥ ∀ ∀ ∈t′′′

λ ≥ ∀

ρ ≥ ∀ ∀ ∈t
	

(69)

Desta forma, o modelo PASUC/N2-B-A tem a 
função objetivo do modelo PASUC/N2 modificado (44), 
incorporando a variável PUpt para cada subconjunto de 
produtos p (pa – açúcares, pe – álcoois, PM – melaço), 
sujeito a todas as restrições do modelo PASUC/N2 
[Equações 46-68], além da restrição modificada 
apresentada em (45), que incorpora as variáveis duais, 
e as restrições adicionais do modelo de otimização 
robusta apresentadas em (69).

A formulação proposta para o modelo PASUC/
N2-B-A é válida para os índices (processos) k 
pertencentes ao conjunto tA

pt = {k|Âpkt > 0}, ∀p,t. 
Além disso, o número de parâmetros incertos depende 
do grau de conservadorismo adotado (GA), podendo 
variar entre zero (modelo determinístico) e Kpt [modelo 

de Soyster (1973)], sendo Kpt o número total de 
processos disponíveis para a produção do produto 
p no período t.

Entretanto, ao serem analisadas as outras restrições 
do modelo PASUC/N2-B-A, especificamente as 
restrições (58) e (59), que tratam da produção tudo 
ou nada, percebe-se que a variável ktM ′′′  só assume 
valores diferentes de zero para um único processo k, em 
cada período t. Sendo assim, o termo que representa 
a incerteza da matriz de rendimentos industriais no 

bloco de restrições (69) ( )pkt ktÂ M ′′′  é nulo para todos os 
processos k que não forem selecionados pela variável 
binária de seleção de processos (xkt) no período t. 
Essa particularidade faz com que o modelo PASUC/
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N2-B-A seja equivalente ao modelo de Soyster (1973) 
quando GA for igual a 1, fato que limita a utilização 
do modelo de otimização robusta acima e torna 
inócua a utilização de um grau de conservadorismo 
com valores superiores a 1 (i.e., 1 < GA ≤ Kpt).

Para contornar essa limitação, pode-se adotar 
a estratégia proposta em Bertsimas e Thiele (2006) 
e incorporar o escalonamento da restrição (43), 
conforme segue:

1 1

t t

pkt kt pt
t' k t'

A M PU p ,t
= =

≥ ∀′′′∑ ∑ ∑ 	 (70)

No texto que se segue, essa segunda abordagem 
é identificada por PASUC/N2-B-A/A2, enquanto a 
nomenclatura da primeira abordagem apresentada 
passa a ser PASUC/N2-B-A/A1. Considere agora que 
tA

pt representa o conjunto de coeficientes que possuem 
incerteza em cada uma das (p,t) inequações da 
restrição (70), que GA ∈ [0,|tA

pt|], ∀p,t e SA
pt é um 

subconjunto de tA
pt (S

A
pt ⊆ tA

pt), tal que |SA
pt| ≤ GA. A 

seguir, apresenta-se a formulação do modelo PASUC/
N2-B-A/A2 conforme estratégia em Bertsimas e 
Thiele (2006):

RecA
ProdA

RecE RecM
ProdE ProdM

CRPAAA
pa ,t pa

pa
tCRPAAA

pe ,t pe pm ,t " USC"

t pe pm

mt mt ft ft kt kt pt
m f k p t

PU ConvA

EE VE
PU ConvE PU Matrmax Z

CM M CF M CK M I CA−

  
+∑  

   +
  

= ∑  + ∑ ∑
  
   − + + +′ ′′ ′′′∑ ∑ ∑ ∑∑     	

(71)

s.a. restrições (46)-(68)

1 1 1

t t t
A A A

pkt kt pkt' t pt pt
t' k t' k t'

A M PU p ,t
= = =

− ρ − λ ⋅ Γ ≥ ∀′′′∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 	 (72)

0

0

A A Eatr
pt pkt' t pkt kt

A
pt

A Eatr
pkt' t

Â M , p ,t , k , t ' t

, p ,t

, p ,t , k , t ' t

λ + ρ ≥ ∀ ∀ ∈t ∀ ≤′′′

λ ≥ ∀

ρ ≥ ∀ ∀ ∈t ∀ ≤
	

(73)

Note no modelo PASUC/N2-B-A/A2 que a restrição 
(72) incorpora o somatório em t´ ∀p,t. Esse acúmulo 
de incertezas de forma escalonada propicia o controle 
do grau de conservadorismo da solução em uma 
abordagem chamada de quase pior caso (BERTSIMAS; 
THIELE, 2006), contornando a limitação apresentada 
pela abordagem de Bertsimas e Sim (2003) para esse 
tipo de modelo. Em Paiva (2009) também é estudado 
outro modelo de otimização robusta que considera 
incerteza no parâmetro de tempo aproveitado de 
moagem (φt) do modelo PASUC/N2. Por motivo de 
limitação de espaço, esse modelo não é tratado no 
presente trabalho.

4. Resultados computacionais

Nessa seção são apresentados os resultados 
computacionais obtidos com a utilização dos modelos 
de otimização robusta descritos na seção anterior 
e dos mesmos dados do estudo de caso em Paiva 
(2009) e Paiva e Morabito (2009, 2012). A seção 4.1 
analisa os resultados do modelo PASUC/N1-B-VP e a 
seção 4.2 analisa os resultados obtidos considerando 

incerteza tanto no preço dos produtos (VPpt) quanto 
na matriz de rendimentos industriais (Apkt) (PASUC-B). 
Os resultados aqui reportados referem-se a soluções 
ótimas e foram obtidos utilizando a linguagem de 
modelagem GAMS, versão 22.7, com o solver CPLEX 
11, em um computador Pentium 4 3,2 GHz, 2GB 
de memória RAM e sistema operacional Windows 
XP, service pack 2, ou seja, o mesmo ambiente 
computacional utilizado por Paiva e Morabito (2012).

4.1. Resultados do modelo de otimização 
robusta com incerteza nos preços dos 
produtos (PASUC/N1-B-VP)

Nessa seção são apresentados os resultados 
obtidos com a utilização do modelo PASUC/N1-B-VP, 
adotando duas abordagens para tratar a incerteza no 
preço dos produtos finais (VPpt). A primeira abordagem 
(PASUC/N1-B-VP/A1) considera desvios percentuais 
constantes entre os preços definidos para o modelo 
determinístico (valor nominal) e o desvio máximo da 
variável aleatória no modelo de otimização robusta. A 
segunda abordagem (PASUC/N1-B-VP/A2) considera 
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um crescimento percentual do desvio máximo da 
variável aleatória. O apelo prático que motivou a 
utilização dessas duas abordagens foi a suposição 
de que a incerteza nos preços dos produtos é maior 
para períodos mais distantes e menor para períodos 
mais próximos. Dado que o modelo proposto neste 
trabalho é hierárquico, apresenta-se ao final desta 
seção uma análise sobre o impacto causado pela 
incerteza nos preços dos produtos (nível 1) no segundo 
nível de decisão.

A Figura 1 ilustra a diferença entre as abordagens 
mencionadas (PASUC/N1-B-VP/A1 e PASUC/N1-B-VP/
A2). Os valores dos desvios utilizados para cada uma 
das abordagens são os mesmos que foram adotados 
no estudo de caso reportado por Paiva e Morabito 
(2011) para o cenário A das duas abordagens (PASUC/
N1-M-VP/A1 Cen. A, PASUC/N1-M-VP/A2 Cen. A), ou 
seja, o modelo de otimização robusta aqui descrito 
utiliza os mesmos desvios percentuais dos cenários 
pessimistas do modelo de programação estocástica 
robusta com incerteza no preço dos produtos de 
Paiva e Morabito (2011).

Após a definição das duas abordagens utilizadas 
para analisar o impacto da incerteza no preço dos 
produtos, é possível apresentar os resultados obtidos 
para o modelo PASUC/N1-B-VP, conforme segue. A 
análise feita nesta seção procura avaliar a deterioração 
da função objetivo do modelo ao se imporem valores 
ao parâmetro ΓVP (parâmetro de controle da robustez 
do modelo). A variação do parâmetro ΓVP inicia em zero 
e segue até o valor em que o aumento de ΓVP deixa 
de impactar no resultado do modelo de otimização 
robusta. A seguir são apresentados os resultados 
obtidos para a margem de contribuição do modelo 
PASUC/N1-B-VP (Figuras 2, 3) e do modelo PASUC/
N2-B-VP (Figura 4) para cada uma das abordagens.

A Figura 2 apresenta a curva de deterioração da 
função objetivo para valores GVP variando entre 0 e 
80 e a Figura 3, os mesmos dados para valores de GVP 
variando entre 0 e 10. Por meio dessas duas figuras é 
possível verificar que a queda percentual da função 
objetivo é acentuada para valores baixos de GVP. Ou 
seja, para uma pequena variação no parâmetro de 
controle da robustez do modelo, tem-se uma grande 
variação no valor da função objetivo. Esse resultado 
indica que existem poucos produtos que representam 
uma grande parcela da receita das empresas. Por meio 
dessa constatação é possível dizer que é interessante 
determinar planos de produção menos dependentes 
de um único produto ou, caso isso não seja possível, 
trabalhar com mecanismos de proteção, tais como 
hedging (mecanismo financeiro que possibilita fixar 
preços futuros de commodities).

Além disso, percebe-se uma diferença entre as 
curvas de perda de otimalidade (Figuras 2, 3) para as 

Figura 1. Percentual de incerteza em cada abordagem do 
modelo PASUC/N1-B-VP.

Figura 2. Impacto do grau de conservadorismo em PASUC/
N1-B-VP/A1 e PASUC/N1-B-VP/A2.

Figura 3. Impacto do grau de conservadorismo em PASUC/
N1-B-VP/A1 e PASUC/N1-B-VP/A2 com GVP pequeno.

Figura 4. Impacto do grau de conservadorismo para PASUC/
N2-B-VP/A1 e PASUC/N2-B-VP/A2.
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abordagens PASUC/N1-B-VP/A1 e PASUC/N1-B-VP/
A2. Nesse caso, considera-se que a solução apresentada 
para o modelo robusto da abordagem PASUC/N1-B-VP/
A2 antecipa a ocorrência das incertezas dos períodos 
mais distantes e, consequentemente, propicia uma 
solução com dependência um pouco menor nos 
preços desses períodos, fazendo com que o valor 
de sua solução mais conservadora seja maior que 
a mesma situação da abordagem A1. O tempo 
computacional para solucionar os problemas do 
modelo PASUC/N2-B-VP variou bastante entre as 
instâncias analisadas (Tabela 1). Todas as soluções 
obtidas são comprovadamente ótimos globais do 
problema.

4.2. Resultados do modelo de otimização 
robusta com incerteza na matriz de 
rendimentos industriais e no preço dos 
produtos (PASUC-B)

Nesta seção são apresentados os resultados 
combinados da incorporação da incerteza no parâmetro 
de preço do produto (PASUC/N1-B-VP) e também 
na incerteza proveniente da matriz de rendimentos 
industriais (PASUC/N2-B-A). No caso da incerteza em 
Apkt (nível 2), existem duas abordagens apresentadas 
(PASUC/N2-B-A/A1 e PASUC/N2-B-A/A2): a primeira 
está baseada na proposta de Bertsimas e Sim (2003) 
e a segunda, na modelagem de Bertsimas e Thiele 
(2006). Conforme discutido anteriormente, o modelo 
PASUC/N2-B-A/A1 torna-se equivalente ao modelo 
de Soyster (1973) para valores de ΓA maiores que 
1 e, portanto, o modelo com maior potencial para 
incorporar a incerteza na matriz de rendimentos 
industriais é o PASUC/N2-B-A/A2. Entretanto, testes 
computacionais executados para esse segundo modelo 
não obtiveram resultados com gap inferior a 2% em 
um período de 20 horas de tempo computacional. 
Levando em consideração as limitações das duas 
abordagens propostas, optou-se pela apresentação 
dos resultados de modelo PASUC/N2-B-A/A1.

Antes de iniciar a apresentação dos resultados dessa 
seção é importante destacar que foram selecionados 
valores de ΓVP e ΓA de acordo com a probabilidade de 
violação das restrições do modelo (Tabela 2). Adotou-se 
ΓA=1 para o modelo PASUC/N2-B-A/A1. Vale ressaltar 
que teste computacionais foram realizados com a 
utilização de outros valores de ΓA e observou-se que 
não houve alteração nos resultados. No caso de ΓVP, 

a Tabela 2 apresenta diversos valores do limitante da 
probabilidade de violação das restrições de modelo 
(limitante aproximado; BERTSIMAS; SIM, 2004), em 
função do conjunto de coeficientes que possuem 
incerteza (t) e do valor do parâmetro de controle de 

robustez (Γ), considerando, por exemplo, |t| igual 
a 7, 24, 144 e 600. Para a aplicação desta seção, 
adotou-se ΓVP=20 (|tVP| = |VPpt| = 144), de forma 
que se obtenha uma probabilidade de 5,67% para 
a violação de cada restrição que possui parâmetros 
incertos em sua modelagem inicial. A Figura 5 ilustra 
o comportamento do limitante da probabilidade de 
violação para diversos valores de t e de Γ.

Os valores de VP̂pt foram calculados segundo 
a abordagem 2 do modelo PASUC/N1-B-VP e os 
valores de Âpkt, de acordo com um desvio percentual 
uniforme de 1%. Além disso, utilizou-se a estratégia 
de redução do número de variáveis binárias existentes 
no modelo (sem perda de generalidade), conforme 
discutido em Paiva (2009).

A seguir são apresentados os dados de saída 
obtidos para o modelo PASUC-B (composição do 

Tabela 1. Tempo computacional PASUC/N2-B-VP/A1 e PASUC/
N2-B-VP/A2 (segundos).

GVP PASUC/N2-B-VP/A1 PASUC/N2-B-VP/A2

0 251 240

10 28 177

20 37 4.342

30 655 10.737

40 178 387

50 60 666

60 33 402

70 38 10.045

80 4.187 377

90 1.142 2.225

100 12.033 2.023

Tabela 2. Tabela de limitantes de violação da restrição do 
modelo de otimização robusta.

Total de 
incertezas (|t|) 7 24 144 600

G Limitante calculado (%)

0 64,73 58,09 53,32 51,63

1 50,00 50,00 50,00 50,00

2 35,27 41,91 46,68 48,37

3 22,48 34,15 43,38 46,75

4 12,84 27,01 40,13 45,13

5 6,53 20,71 36,94 43,51

6 2,94 15,37 33,85 41,91

7 1,17 11,03 30,85 40,32

8 7,65 27,98 38,75

9 5,12 25,25 37,20

10 3,31 22,66 35,67

20 0,01 5,67 27,01

30  0,78 24,38

40  0,06 5,57

50  0,00 2,27

60  0,80

80 0,06

100   0,00
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para avaliar o impacto da incorporação da incerteza 
na variável de atendimento da demanda (Dpt). Nos 
resultados apresentados nesses trabalhos, a demanda 
máxima foi atingida (saldo demanda igual a zero) para 
o caso dos açúcares Especial, Extra e os alcoóis AEHC 
e AEAC, diferentemente do resultado apresentado na 
Tabela 3, onde a demanda máxima de açúcar refinado 
foi alcançada e a demanda máxima de AEAC não. 
Esse resultado mostra uma diferença considerável na 
incorporação da robustez do modelo de programação 
estocástica robusta (PAIVA; MORABITO, 2011) e a 
do modelo de otimização robusta apresentado neste 
trabalho.

A Tabela 4 apresenta a meta de produção mensal 
da USC (Metapt), assim como um comparativo entre 
a meta acumulada para toda a safra e a produção 
real da USC na safra 2007/2008. Essa comparação é 
apenas ilustrativa, pelo fato de ocorrerem alterações 
normais ao longo da safra no direcionamento do mix 
de produção, na quantidade de cana processada e 
em alguns parâmetros considerados nesse processo 
de planejamento. Os resultados do modelo PASUC/
N2-B para a geração de energia estão apresentados Figura 5. Limitante de violação da restrição ΓVP e ΓA.

Tabela 3. Tabela de atendimento da demanda por produto (t ou m3) – PASUC/N1-B.

Produtos
Demanda mínima 

(Dminpt)
Demanda máxima 

(Dmaxp) [c]
Demanda atendida 

(StDpt) [d]
Saldo demanda 

[c-d]
Atraso 
(Ip
-

´́t´́ )
Estoque inicial 

(SeIpe0)

Standard 3.000 53.500 3.000 50.500 0 2.000

Superior 18.000 53.500 18.000 35.500 0 0

Especial 18.000 53.500 53.500 0 0 1.000

Extra 75.000 80.000 80.000 0 0 0

Refinado 90.000 100.000 100.000 0 0 500

VHP 480.000 10.000.000 480.000 9.520.000 0 1.000

VHP+ 80.000 1.000.000 80.000 920.000 0 0

VHPe 1.500 20.000 1.500 18.500 0 0

Melaço 0 10.000 4.721 5.279 0 0

AEHC 96.000 155.000 155.000 0 0 5.000

AEAC 116.000 180.000 178.196 1.804 0 5.000

AEHren 4.800 5.000 4.800 200 0 0

Tabela 4. Resultado obtido para a meta de produção da USC (t ou m3) – PASUC/N1-B.

Produtos
Meta de produção mensal da USC (Metapt) Meta PASUC-B total 

[e]
Prod. USC Real 

[f]
[(e-f)/f]

(%)Set Out Nov Dez Jan Fev Mar

Standard        0  -

Superior        0  -

Especial  1500 1500 20417 15180 13402  51999 39868 30,6

Extra     6569   6569 14317 -100

Refinado        0  -

VHP 2450 9897 17596   7597 5625 43165 40725 5,7

VHP+        0  -

VHPe        0  -

Melaço        0  -

AEHC 2415 6195 2398 2655 955 3626 1349 19593 12268 59,7

AEAC   743 3540 3480   7763 16752 -116

AEHren        0  -

modelo PASUC/N1-B-VP/A2 e PASUC/N2-B-A/A1), 
enfocando os resultados de atendimento da demanda 
(Dpt) por parte da CRPAAA e estabelecimento das metas 
de produção (Metapt) para o caso da USC (primeiro 
nível); além dos dados de produção (PUpt), geração 
de energia (EGt) e saldo financeiro (St) que se referem 
ao segundo nível.

É interessante comparar os resultados da Tabela 3 
com os resultados de Paiva e Morabito (2011, 2012) 
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na Figura 6, onde se percebe uma geração um pouco 
superior a 1 milhão Mwh/semana para as primeiras 
semanas de safra (semana 1 a semana 9) e uma 
geração máxima de 1.680 Mwh/semana na semana 18.

A Figura 7 apresenta a projeção de saldo financeiro 
ao longo do tempo obtida para o modelo PASUC/
N2-B. Analisando essa figura é possível inferir que, 
nesse cenário, o repasse semanal da cooperativa não 

está sendo suficiente para cobrir as despesas correntes 
da usina em análise. Dessa forma, percebe-se um 
decréscimo do saldo inicial até um valor ligeiramente 
negativo nas últimas semanas de safra. No caso da 
última semana de safra (semana 25), verifica-se que 
o valor do saldo financeiro projetado pelo modelo 
PASUC/N2 (PAIVA; MORABITO, 2012) é ligeiramente 
inferior ao projetado pelo modelo PASUC/N2-B 
(Figura 7). Essa constatação indica que a otimização 
da margem de contribuição do modelo não está 
diretamente ligada à maximização do saldo financeiro. 
Além disso, esse resultado é interessante para embasar 
negociações com bancos para a obtenção de linhas 
de crédito de capital de giro e para negociar com a 
CRPAAA um melhor repasse financeiro (RCap, RCb, 
RCct).

Para finalizar a análise do modelo PASUC-B, 
são apresentadas duas tabelas de comparação dos 
resultados globais (Tabelas 5, 6). A Tabela 5 destaca 
os principais resultados do primeiro nível do modelo 
PASUC-B (PASUC/N1-B) e faz um comparativo com 
os resultados obtidos no modelo determinístico 
(PASUC/N1). Dessa forma, deve-se destacar que os 
resultados do modelo PASUC/N1-B são idênticos aos 
resultados do modelo PASUC/N1-B-VP/A2 (seção 3.1) 
com ΓVP=20 (Figura 2) e, portanto, as consideração 
do item 3.1 também são válidas nesse ponto.

Os resultados da Tabela 6 se referem ao segundo 
nível de decisão do modelo PASUC-B (PASUC/N2-B). 
Analisando-se nessa tabela o valor obtido para a 
margem de contribuição total da USC (função objetivo 
do modelo PASUC/N2-B), é possível afirmar que o 
modelo PASUC/N2-B obteve um resultado 12,69% 

Figura 6. Geração de energia planejada pelo modelo PASUC/
N2-B e a dados da safra 2007/2008.

Figura 7. Projeção de saldo financeiro da USC segundo o 
modelo PASUC/N2-B.

Tabela 5. Comparação dos resultados globais – PASUC/N1-B.

Resultados Unidade PASUC/N1-B [b] PASUC/N1 [c] Desvio relativo [(b-c)/c] (%)

Receita CRPAAA R$ 704.119.300 717.811.700 -1,91

Margem CRPAAA R$ 85.042.113 97.794.883 -13,04

Tabela 6. Comparação dos resultados globais – PASUC/N2-B.

Resultados Unidade Meta USC PASUC/N1-B [a] PASUC/N2-B [b] PASUC/N2 [c] Desvio relativo [(b-c)/c] (%)

Produção 
total

Standard T

Superior T

Especial T 51.999 48.919 52.075 -6,06

Extra T 6.569 3.715  

VHP T 43.165 48.927 47.730 2,51

VHP+ T  

VHPe T  

AEAC m³ 19.593 19.733 14.123 39,72

AEHC m³ 7.763 6.993 13.700 -48,96

Melaço T

Energia Exp. MWh 13.677 14.074 -2,82

Receita USC R$ 73.866.318 78.301.976 -5,66%

Margem USC R$ 15.915.232 18.228.645 -12,69%
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inferior ao valor obtido pelo modelo PASUC/N2, 
demonstrando o grande impacto decorrente das 
incertezas no preço dos produtos (nível 1) e na 
matriz de rendimentos industriais (nível 2) para o 
planejamento da USC.

Tendo em vista que os modelos de otimização 
robusta adotam uma abordagem de pior caso, é 
interessante comparar os resultados da margem de 
contribuição do modelo PASUC-B (Tabelas 5, 6) com 
o resultado do cenário mais pessimista (cenário A) do 
modelo PASUC-M (PAIVA; MORABITO, 2011). Essa 
comparação indica que o modelo de programação 
estocástica robusta apresenta valores ligeiramente 
inferiores aos resultados do modelo de otimização 
robusta para o caso da margem de contribuição do 
segundo nível de decisão (R$ 15.833.035 para o 
cenário A do modelo PASUC/N2-M e R$ 15.915.232 
para o modelo PASUC/N2-B). Essa constatação não é 
observada na comparação da margem de contribuição 
do primeiro nível (R$ 79.022.260 para os cenários 
A/D/G do modelo PASUC/N1-M e R$ 85.042.113 para o 
modelo PASUC/N1-B). Dessa forma, é possível afirmar 
que o fato do modelo PASUC/N2-B corresponder ao 
modelo de Soyster (1973) gera um impacto significativo 
na qualidade da solução do modelo apresentado 
neste trabalho. O tempo computacional necessário 
para obter-se a solução ótima do modelo PASUC/
N2-B foi 2.314 segundos (~39 minutos).

5. Considerações finais e perspectivas 
para pesquisa futura

Analisando os resultados obtidos neste estudo 
é possível verificar que os modelos de otimização 
robusta permitem analisar o efeito de incertezas 
existentes nos parâmetros de preço dos produtos, 
entretanto o mesmo resultado não foi obtido para 
os parâmetros de rendimento industrial. A seguir 
são apresentadas algumas considerações sobre a 
utilização dessa técnica, destacando as vantagens 
e as limitações percebidas. Algumas vantagens da 
abordagem de otimização robusta são:
•	 Não há necessidade de determinar as distribuições de 

probabilidade que representam as variáveis aleatórias. 
Quando essas distribuições estão disponíveis, há 
autores que consideram esse item como ponto 
negativo, por não ser possível incorporar essas 
informações de probabilidade (BEYER; SENDHOFF, 
2007);

•	 Possibilita inferir a probabilidade de violação das 
restrições para os casos em que a variável aleatória 
ultrapasse o espaço de incerteza considerado;

•	 Por se tratar de uma abordagem de pior caso, não 
é necessário utilizar parâmetros de penalização para 
garantir a factibilidade do modelo;

•	 Durante a análise da incerteza no preço dos produtos 
(seção 3.1), possibilita adotar diferentes padrões de 
comportamento do intervalo de incerteza analisado, 
tornando flexível a incorporação desse parâmetro 
do modelo;

•	Possibilita exercer controle sobre o grau de 
conservadorismo da solução, agregando maior 
flexibilidade de análise e possibilitando a utilização 
do conceito de diagrama de Pareto robusto (curva 
de deterioração da função objetivo para diferentes 
valores Γ). Vale lembrar que esse resultado não foi 
observado para o caso do modelo PASUC/N2-B-A/
A1 e PASUC/N2-B-A/A2, devido a limitações.
Algumas desvantagens da abordagem de 

otimização robusta são:
•	Alta penalização da otimalidade da solução, 

principalmente quando o número de parâmetros 
incertos é pequeno. Resultados com perda de 
otimalidade pequena só foram alcançados com 
uma alta probabilidade de violação das restrições, 
ou seja, muito próximo do modelo determinístico 
(Γ = 0);

•	 Limitação da aplicação da técnica de otimização 
robusta em parâmetros que possuem dependência 
entre seus índices e em restrições de igualdade. 
Por exemplo, foi necessário uma modificação da 
modelagem adotada para que a técnica pudesse ser 
utilizada para a incerteza proveniente da matriz de 
rendimentos industriais;

•	Necessidade da existência de um acúmulo de 
parâmetros incertos em uma mesma restrição para 
que o modelo possa controlar a utilização da função 
proteção e selecionar os parâmetros que mais 
impactam na função objetivo do modelo. Essa 
limitação pode ser suplantada pela utilização do 
modelo de otimização robusta de Bertsimas e Thiele 
(2006), entretanto, quando o parâmetro incerto é 
um recurso renovável, a abordagem de Bertsimas e 
Thiele não pode ser aplicada.
Como sugestão para pesquisas futuras a partir 

deste estudo destaca-se utilização de modelos de 
otimização robusta integrados com restrições de 
chance, como pode ser verificado em Erdoğan e 
Iyengar (2006) e Chen et al. (2009), ou limitar a 
análise a um valor de G fracionário entre 0 e 1. Outra 
possibilidade seria analisar o comportamento dos 
modelos propostos em termos de desempenho de 
solução, buscando aceleração da solução dos modelos 
apresentados por meio de heurísticas baseadas em 
pacotes de otimização e outros estudos relacionados 
ao desempenho computacional dessas aplicações. 
Por fim, sugere-se incorporar incerteza a outros 
parâmetros dos modelos apresentados neste artigo 
como, por exemplo, os custos envolvidos, tanto no 
primeiro nível de decisão quanto no segundo, e 
melhorar ainda mais a adequação do modelo com a 
realidade das empresas.
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Anexo 1. Modelos PASUC/N1 e PASUC/N2

Índices do modelo PASUC/N1

u (unidades de produção: usinas cooperadas); t (períodos: meses do ano safra); p (produtos: produtos/
coprodutos da fábrica de açúcar e da destilaria de álcool); e (depósitos: conjunto de depósitos próprios e 
de terceiros)

Parâmetros do modelo PASUC/N1

nut Dias disponíveis para moagem em cada usina u e período t (adimensional);

φut Tempo de moagem aproveitado na usina u durante um período t (%);

θpa,t Melaço obtido por unidade de açúcar pa produzido na usina u (%);

Matru ATR do mel final na usina u (%);

Patrp ATR correspondente ao produto p (t/t ou m3);

Eatrut Eficiência global em ATR na usina u e no período t (%);

ATRut ATR da cana da usina u no mês t (kg ATR/t de cana);

Mminu Moagem mínima da usina u (t/dia);

Mmaxu Moagem máxima da usina u (t/dia);

Emaxp,e Capacidade máxima de estoque do produto p no depósito e (t ou m3);

CPmaxpu Capacidade de produção diária do produto p na usina u (t ou m3/dia);

CFmaxu Capacidade diária total de produção da fábrica de açúcar na usina u (t/dia);

CDmaxu Capacidade diária total de produção da destilaria de álcool na usina u (m3/dia);

CPpu Custo de produção do produto p na usina u (R$/t ou m3);

CEpe Custo de estocagem do produto p no depósito e (R$/t ou m3);

CA Penalização por atraso na entrega da demanda (R$/t ou m3);

Dminpt Demanda mínima para o produto p no período t (t ou m3);

Dmaxp Demanda máxima para o produto p durante todo o ano (t ou m3);

VPpt Valor líquido do produto p no período t (R$/t ou m³);

Cu0 Previsão de moagem de cana para toda a safra da usina u (t);

Ipe0 Estoque inicial de cada produto p no depósito e (t ou m³);

EPp Estoque de passagem de safra do produto p (t ou m³)

Hierarchical production planning for sugarcane milling companies: 
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Variáveis do modelo PASUC/N1

Mut Quantidade de cana moída na usina u, no período t (t);
I 

+

pet Estoque do produto p, no depósito e, no final do período t (t ou m³);

I 
–

pt Atraso na entrega do produto p, no final do período t (t ou m³);

PUput Produção do produto p, na usina u, no período t (t ou m³);

Dpt Atendimento da demanda (venda) do produto p, no período t (t ou m³)

Função objetivo e restrições do modelo PASUC/N1

pt pt pu put pe pet pt
t p t u p t p e p t

max Z VP D CP PU CE I CA I+ −   
= − + + ⋅∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑      

1 1pet p ,e ,t put pt pt p ,t
e e u

I I PU D I I p ,t+ + − −
− −= + − + − ∀∑ ∑ ∑

pt ptD D min p ,t≥ ∀

p pt
t

Dmax D p≥ ∀∑

0u ut
t

C M u= ∀∑

u ut ut ut u ut utM min n M Mmax n u ,t⋅ ⋅ ϕ ≤ ≤ ⋅ ⋅ ϕ ∀

pet peI E max p ,e ,t+ ≤ ∀

0pe" T " p p" T "
e

I EP ; I p+ −≥ = ∀∑

put pu utPU CP max n p ,u ,t≤ ⋅ ∀

pa ,u ,t u ut
pa

PU CF max n u ,t≤ ⋅ ∀∑

pe ,u ,t u ut
pe

PU CD max n u ,t≤ ⋅ ∀∑

1000ut ut ut put p
p

M ATR Eatr PU Patr u ,t⋅ ⋅ = ⋅ ∀∑

pe ,u ,t pe pm ,u ,t u pa ,u ,t pa ,u u
pe pm pa

PU Patr PU Matr PU Matr u ,t⋅ + ⋅ ≥ ⋅ θ ⋅ ∀∑ ∑ ∑

0 0 0 0 0ut pet pt put ptM ; I ; I ; PU ; D p ,e ,u ,t+ −≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ∀

A função objetivo acima maximiza a margem de contribuição ao lucro da produção de todos os produtos 
em todas as usinas e em todos os períodos. As restrições em seguida referem-se, respectivamente: ao 
balanceamento de estoque de cada produto em cada período; ao atendimento da demanda mínima de cada 
produto em cada período; à limitação da venda de cada produto na safra ao valor de demanda máxima; 
à utilização de toda a cana disponível na safra em cada usina, à limitação de moagem de cada usina em 
cada período; à capacidade máxima de estoque de cada produto em cada depósito e em cada período; à 
regulação do estoque e atraso de cada produto no último período; às capacidades de produção de cada 
produto, de todos os produtos da fábrica de açúcar e de todos os produtos da destilaria de etanol, para 
cada usina em cada período; ao balanceamento de ATR para cada usina em cada período; à utilização do 
melaço produzido como coproduto da fábrica de açúcar na destilaria anexa de cada usina em cada período; 
aos domínios das variáveis do modelo.



Planejamento hierárquico ... modelagem de otimização robusta. Production, v. 24, n. 3, p. 644-663, July/Sept. 2014
661

Paiva, R. P. O. et al.

Índices do modelo PASUC/N2

k (processos dentro da fábrica); t (períodos: semanas de safra que indicam o início e o final da moagem); 
p (produtos: produtos/coprodutos que podem ser produzidos pela usina); m (matérias-primas: contratos de 
fornecimento de cana); f (frota: contratos de veículos para transporte de cana)

Parâmetros do modelo PASUC/N2

CRPAAA
paConvA Conversão de açúcares pa em cristal standard (adimensional);

CRPAAA
peConvE Conversão dos alcoóis pe em AEAC (adimensional);

MatrUSC ATR do mel final na USC (%);

nt Dias disponíveis para moagem em cada período t (adimensional);

φt Tempo de moagem aproveitado durante um período t (%);

Patrp ATR correspondente ao produto p (t/t ou m3);

ATRt ATR da cana no período t (kg ATR/t de cana)

Mmin Moagem mínima da usina (t/dia);

Mmax Moagem máxima da usina (t/dia);

Fmaxf Capacidade máxima de transporte de cana pelos caminhões da frota f (t/dia);

CPmaxp Capacidade de produção diária do produto p (t ou m3/dia);

CFmax Capacidade diária total de produção da fábrica de açúcar (t/dia);

CDmax Capacidade diária total de produção da destilaria de álcool (m3/dia);

αt Percentual máximo de cana de fornecedores por período t (%);

βft Disponibilidade para transporte dos caminhões da frota f, no período t (%);

CFft Custo de corte, carregamento e transporte pela frota f, no período t (R$/t);

CA Penalização por atraso na entrega da demanda (R$/t ou m3);

Gfixo Gasto fixo médio em um período t (R$);

GKkt Gastos variáveis na indústria por processo k, no período t (R$);

GMmt Gastos variáveis por tipo de matéria-prima m, no período t (R$);

GFft Gastos variáveis por tipo de frota f, no período t (R$);

Giro0 Saldo de caixa inicial da empresa (R$);

RCap Adiantamento da CPRAAA pela produção do produto p, no período t (R$/t ou m3);

RCb Adiantamento da CPRAAA pelo ATR equivalente produzido (R$/kg de ATR);

RCct Adiantamento extra da CPRAAA obtido no período t (R$/sem)

C0 Previsão de moagem de cana para toda a safra (t);

Dispt Parâmetro limitante para o total de cana própria disponível no período t (t);

G Número suficientemente grande (adimensional);

Ib0 Estoque inicial de bagaço (t);

Fibramt Fibra da cana tipo m, no período t (%);

Ubt Umidade do bagaço após a moenda, no período t (%);

Eb Percentual mínimo de estoque do bagaço produzido (%);

EPb Estoque de bagaço para passagem de safra (t);

RC Rendimento médio das caldeiras (t vapor/t bagaço);

RCF Rendimento médio da casa de força (MWh/t vapor);

CFVAP Consumo fixo de vapor na moagem (t de vapor/t de cana);

CVAPp Consumo variável de vapor servido em cada produto p (t vapor/t ou m3);

CFE Consumo fixo de energia na moagem (MWh/t de cana);

CVEp Consumo variável de energia em cada produto p e processo k (MWh/t ou m3);

VAPmax Produção diária máxima de vapor (t/dia);

EGmax Geração diária máxima de energia (MWh/dia);

VE Valor da energia vendida (R$/MWh)
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Variáveis do modelo PASUC/N2

Xkt Decisão de utilizar (Xkt = 1) ou não (Xkt = 0) o processo k no período t;

Mt Quantidade de cana moída no período t (t);

mtM ′ Quantidade de cana colhida em cada fornecedor m, no período t (t);

ftM ′′ Quantidade de cana transportada pelo tipo de transporte f, no período t (t);

ktM ′′′ Quantidade de cana moída pelo processo k, no período t (t);

Cmt Quantidade de cana disponível para colheita por matéria-prima m, no período t (t);

St Quantidade de capital disponível para giro financeiro no período t (R$);

I 
–

pt Atraso no atendimento da demanda do produto p, no período t (t ou m³);

Ibt Estoque de bagaço para geração de energia no período t (t);

Mbt Quantidade de bagaço consumido para geração de vapor no período t (t);

VAPt Quantidade de vapor produzido no período t (t);

EGt Quantidade de energia produzida no período t (MWh);

EEt Quantidade de energia exportada no período t (MWh)

Função objetivo e restrições do modelo PASUC/N2
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A função objetivo acima maximiza a margem de contribuição da produção por meio dos processos, da 
matéria-prima e do tipo de transporte da matéria-prima, em todos os períodos. As restrições em seguida 
referem-se, respectivamente: ao atendimento da meta de produção acumulada de todos os produtos até 
certo período; às compatibilidades entre a quantidade de cana colhida, quantidade de cana transportada, 
quantidade de cana por processo e quantidade de cana moída em todos os períodos; à disponibilidade de 
cana de cada tipo no início de cada período; à utilização de toda cana disponível para colheita de cada tipo 
de cana; ao controle de quantidade de cana própria disponível em cada período; ao percentual de cana de 
fornecedor processada em cada período; à limitação de moagem em cada período; ao balanceamento do 
saldo financeiro em cada período; à capacidade de transporte de cada frota em cada período; às capacidades 
de produção de cada produto, de todos os produtos da fábrica de açúcar e de todos os produtos da destilaria 
de etanol em cada período; à utilização de apenas um processo por período; à determinação em cada período 
de que a quantidade de cana por processo seja nula sempre que o processo equivalente não esteja sendo 
utilizado; ao balanceamento de estoque de bagaço em cada período; ao estoque de segurança de bagaço 
em cada período; ao estoque mínimo de passagem de bagaço no último período de safra; à produção de 
vapor de acordo com a quantidade de bagaço consumido em cada período; ao balanço de vapor de alta e 
baixa pressão de toda a planta industrial em cada período; à quantidade de energia excedente que pode ser 
comercializada em cada período; à capacidade de produção de vapor e energia elétrica em cada período; 
aos domínios das variáveis de decisão.


