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Resumo

O propósito deste artigo é apresentar um método de detecção de mudança de nível na dinâmica de séries temporais 
não lineares que consiste no uso de um gráfico de Controle Multivariado T2 de Hotelling monitorando a variação 
de três descritores normalizados: os Descritores de Hjorth de atividade, mobilidade e complexidade. Esta abordagem 
foi aplicada em diferentes séries temporais não lineares criadas artificialmente e é ilustrada neste artigo por um 
exemplo detalhado. Também foi feito um estudo de caso com seis séries reais do consumo de energia elétrica no meio 
industrial, confirmando a eficácia do método.
Palavras-chave
Séries temporais não lineares. Descritores de Hjorth. Gráficos de Controle Multivariado T2 de Hotelling. 
Mudança de nível.

1. Introdução

Este artigo propõe um método para detectar 
mudanças dinâmicas em séries temporais não lineares 
tais como carga elétrica, sinais de eletroencefalograma 
(EEG), econometria, consumo de água, sinais de 
usinagem e soldagem, abalos sísmicos etc. Uma série 
temporal representa uma classe de fenômenos cujo 
processo observacional, e consequente quantificação 
numérica, gera uma sequência de dados distribuídos no 
tempo (Souza, 1981). Quando a equação característica 
ou o modelo de regressão de uma série temporal pode 
ser escrito em função de parâmetros lineares (mesmo 
após transformação), essa série é dita linear. Caso não 
existam transformações que linearizem os parâmetros, 
essa série é denominada não linear e, para esse tipo 
de série, os métodos de controle e monitoramento 
tradicionais são normalmente complexos.

Uma série temporal que possua a média e a 
variância constantes ao longo do tempo é dita 
estacionária ou convergente, caso contrário é 
denominada não estacionária ou divergente. A detecção 
dinâmica de mudanças em séries temporais não 
lineares, sendo elas estacionárias ou não, é crucial 
para o controle em tempo real de sistemas que estão 

sendo monitorados e está diretamente relacionada 
à identificação de causas especiais de variação, que 
são normalmente indicações de problemas. As causas 
especiais de variação ocorrem devido a uma situação 
particular (não aleatória) que faz com que o processo 
se comporte de um modo diferente do usual e devem 
ser, de modo geral, localizadas e eliminadas. Além 
disso, certas medidas devem ser tomadas para evitar 
a sua reincidência.

A metodologia proposta é baseada na combinação 
de Gráficos de Controle Multivariado T2 de Hotelling 
e Descritores de Hjorth. A detecção dinâmica dos 
pontos de mudança é realizada a partir da aplicação 
de um gráfico de controle multivariado nos Descritores 
de Hjorth normalizados de atividade, mobilidade e 
complexidade, a fim de monitorar possíveis variações 
na série temporal. Esse estudo foi aplicado em 
diferentes tipos de séries temporais não lineares criadas 
artificialmente e, além disso, foi feito um estudo de 
caso em seis séries temporais reais do consumo de 
energia elétrica por indústrias brasileiras.

Este artigo está dividido em cinco seções, a 
iniciar pela introdução ao tema. A seção 2 descreve 
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uma revisão da literatura sobre detecção dinâmica 
de mudanças em séries temporais não lineares, além 
de apresentar os Descritores de Hjorth e o Gráfico de 
Controle T2 de Hotelling, a partir de uma abordagem 
multivariada e de um exemplo simplificado aplicado 
em uma série criada artificialmente.

A seção 3 apresenta a estratégia de simulação, 
os tipos de séries com diferentes características nas 
quais o método foi aplicado com sucesso e seus 
resultados para uma abordagem global considerando 
a medida ARL (Average Run Length). Já a seção 4 
mostra um estudo de caso da nova metodologia 
para problemas reais de consumo de carga elétrica 
e, finalmente, na seção 5 são reveladas as principais 
conclusões e sugeridas pesquisas futuras envolvendo 
a metodologia em questão.

2. Revisão da literatura

2.1. Detecção de mudanças em séries 
temporais não lineares

No caso de uma série temporal não linear, a análise 
de dados com fins de monitoramento e/ou detecção 
de mudanças pode ser feita por meio de reconstrução 
não linear ou outras abordagens excessivamente 
longas, off-line ou interativas difundidas na literatura, 
mas às vezes é necessário detectar rapidamente as 
mudanças nos processos para permitir ao usuário 
o controle dinâmico do sistema, possibilitando a 
realização de ajustes em tempo hábil.

Problemas como esses surgem nas mais diversas 
situações. Por exemplo, Cabrerizo et al. (2012) 
destacam o fato de que crises epiléticas são precedidas 
por alterações nos sinais de eletroencefalograma 
(EEG), isso significa que poderiam ser previstas. 
Existe também o processo de fabricação sequencial 
no qual um produto passa por vários estágios de 
produção e sensores monitoram seus recursos para 
identificar mudanças nas variáveis do processo e 
prever seu comportamento futuro; as informações 
dos sensores poderiam ser usadas na manutenção 
preventiva e no controle de qualidade. Outro exemplo, 
ainda, é abordado por Mariani et al. (2011) e consiste 
na caracterização de fases durante a alternância de 
padrões no sono.

A detecção de pontos de mudança em modelos 
de séries temporais não lineares e não estacionárias 
é um tipo clássico de problema relacionado ao 
processamento de sinais para a detecção de eventos que 
vem sendo estudado na literatura. Com essa finalidade, 
existem vários métodos envolvendo Algoritmos 
Sequenciais, Decomposição Wavelet, Monte Carlo, 
Abordagem Bayesiana, Teste de Taxa de Probabilidade 

Sequencial, Cartas de Controle CUSUM, Redes Neurais, 
Cadeia de Markov e outros (Burrell & Papantoni, 
2000; Castanie & Denjean, 1992; Ramirez-Beltran 
& Montes, 1997; Lavielle & Lebarbier, 2001; Malladi 
& Speyer, 1999; Morgenstern et al., 1988; Ye, 2000; 
Macdougall et al., 1998; Karathanassi et al., 1996; 
Percival & Walden, 2000).

Muitos trabalhos nessa área utilizam abordagens no 
domínio do tempo para detectar mudanças na média 
e/ou na variância das séries temporais. Por exemplo, 
Inclan (1993) e Inclan & Tiao (1994) discutem métodos 
no domínio do tempo para detectar alterações nos 
desvios das séries temporais dos retornos de aplicações 
em ações. Basseville & Nikiforov (2000) oferecem 
notas sobre os métodos de detecção de pontos 
de mudança em dados correlacionados. Quanto à 
detecção retrospectiva de mudanças, Klöppelberg 
& Mikosch (1996) apresentam um teste baseado no 
Periodograma Cumulativo Integrado, no entanto, 
métodos on-line para a detecção de mudanças nos 
processos recebem menos atenção.

Ombao et al. (2004) apresentam uma abordagem 
paramétrica para detecção on-line de pontos de 
mudança em séries temporais baseada na montagem 
de modelos autorregressivos (AR) para conjuntos de 
séries e no uso de métodos baseados em risco para 
comparação. Embora os modelos AR possam capturar 
boa parte do comportamento do processo, é provável 
que seus resultados sejam pobres no caso da estrutura 
do modelo se diferenciar significativamente do processo 
AR. No entanto, métodos não paramétricos, tais como 
os baseados nas propriedades espectrais das séries, 
têm sido pouco examinados.

Os atuais métodos de detecção de pontos de 
mudança existentes na literatura tendem a ser de 
natureza bastante sofisticada. Além disso, faz-se 
necessário em muitos casos um conhecimento prévio 
sobre possíveis variações no padrão e sua distribuição, 
o que pode dificultar a aplicação automática desses 
métodos, ou seja, a aplicação on-line para detecção de 
mudança. Outras desvantagens comuns são a exigência 
de estimativas de vários parâmetros, a necessidade de 
indicadores de acompanhamento e o grande número 
de variáveis de ajuste. As preocupações são ainda 
maiores quando há a necessidade de utilização de 
várias séries temporais simultaneamente.

Este estudo difere dos métodos citados 
anteriormente por considerar que as mudanças na 
estrutura de segunda ordem de um processo estocástico 
são refletidas por mudanças baseadas em espectros 
de Fourier e Wavelet, ou seja, em decomposições da 
variância em frequência e escala, respectivamente. A 
partir da repartição da série em blocos menores, para 
assumir-se seguramente que sejam estacionários é 
desenvolvido um método baseado em espectro para 
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e da segunda derivadas de uma série temporal não 
linear f(t).

A transformação dos parâmetros entre os domínios 
de frequência e tempo é baseada na igualdade de 
energia no momento atual, ou seja, a potência total 
no domínio da frequência é idêntica à potência média 
no domínio do tempo (Hjorth, 1970).

Por meio da Transformada de Fourier, as séries 
temporais não lineares f(t) podem ser traduzidas em 
função da frequência e expressas por F(w). A fase 
do sinal é excluída com a multiplicação de F(w) 
pelo seu conjugado F*(ω), resultando no espectro 
de potência S(ω).

( ) ( ) ( )*.S F Fw w w= 	 (1)

Tem-se também que a frequência do descritor, 
obtida através da Transformada de Fourier, é simétrica 
com relação à frequência zero. A consequência 
dessa simetria é que todos os momentos ímpares 
da frequência do descritor serão iguais a zero por 
causa da abordagem estatística para a distribuição 
de frequência. Assim, não haverá dados para a média 
linear ou a assimetria, qualidades que constituem o 
primeiro e o terceiro momentos, respectivamente.

O cálculo dos Descritores de Hjorth de atividade, 
mobilidade e complexidade pode ser dado, conforme 
as Equações 2, 3 e 4, em função dos momentos pares 
da série temporal não linear f(t) em questão:

0A m= 	 (2)

1
22

0

mM
m

 
=   

	 (3)

comparar o comportamento do processo em blocos 
e determinar se uma mudança ocorreu.

Uma das vantagens do método baseado em 
espectro é não assumir um modelo particular de 
estrutura, como acontece com o AR, portanto essa 
abordagem pode também ser eficaz para séries com 
espectros não autorregressivos (não AR) e/ou sem 
média móvel (não MA).

2.2. A abordagem multivariada

A ideia principal da abordagem multivariada é 
ilustrada na Figura 1 e os métodos usados neste estudo 
são descritos nos itens 2.2.1 e 2.2.2. O processo consiste 
basicamente em extrair determinadas características 
das janelas de valores da série temporal não linear e 
apresentá-las em uma carta de controle multivariada. 
Neste trabalho, os Descritores de Hjorth de atividade, 
mobilidade e complexidade são extraídos do intervalo 
e a carta de controle utilizada para monitorar essas 
três características é Carta de Controle T2 de Hotelling. 
Um alarme, proveniente dessa carta, indicando falta 
de controle é um sinal de que a série temporal não 
linear teve um ponto de mudança detectado.

2.2.1. Descritores de Hjorth

Hjorth formulou três parâmetros capazes de 
caracterizar qualquer sinal e seus equivalentes nos 
domínios da frequência e do tempo, são eles: atividade, 
mobilidade e complexidade. Esses parâmetros são 
chamados de descritores normalizados e podem ser 
definidos como medidas obtidas a partir da primeira 

Figura 1. A abordagem multivariada combinando Descritores de Hjorth e Cartas de Controle T2 de Hotelling.
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O cálculo de derivadas de segunda ordem tem 
sido feito a partir de uma abordagem funcional muito 
utilizada, que envolve a aplicação da diferenciação 
central três vezes. Inicialmente,

( )
1 1' '
2 2''

f a h f a h
f a

h

    + − −       
≈  
 
  

	 (10)

As duas derivadas no numerador dessa expressão 
são calculadas como na Equação 9:

( ) ( )' 1
2

f a h f a
f a h

h
 + − + ≈       	 (11)

( ) ( )1'
2

f a f a h
f a h

h
 − − − ≈      

	 (12)

Combinando-se as três equações anteriores, tem-se 
a derivada de segunda ordem no ponto a, calculada 
a partir da técnica de diferenciação central:

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' '

''

''
2

1 1
2 2

1

2 ( )

f a h f a h
f a

h
f a h f a f a f a h

h h h

f a h f a f a h
f a

h

   + − −      
≈

    + − − − ≈ −         
 + − + −

=> ≈   

	 (13)

Neste estudo, os parâmetros de Hjorth são 
usados para discriminar as fases distintas nas quais 
algumas propriedades não lineares como sazonalidade, 
volatilidade, autocorreção etc. mudam de acordo com 
o tempo. Outra maneira de calcular os Descritores 
de Hjorth de uma série temporal não linear f(t) é a 
partir das características descritas por Hjorth (1970) 
para cada um dos três tipos:

1
24

2
1
22

0

m
m

C
m
m

 
  

=
 
  

	 (4)

É difundido na literatura que a definição geral 
de um momento m de ordem n é:

( )n
nm S dw w w

+∞

−∞

= ∫ 	 (5)

Os momentos m0, m2 e m4 são calculados conforme 
as Equações 6, 7 e 8, ou seja, a partir da função f(t) 
e suas derivadas de primeira e segunda ordem.

( )2
0

1 t

t T

m f t dt
T

−

= ∫ 	 (6)

2

2
1 ( )t

t T

df tm dt
T dt

−

 =   ∫ 	 (7)

22

4 2
1 ( )t

t T

d f tm dt
T dt−

 
=   ∫ 	 (8)

O cálculo das derivadas pode ser feito usando-se 
a técnica de diferenciação central, como mostrado na 
Figura 2. A derivada de uma função em um ponto é 
dada pela inclinação da reta tangente a ele indicada 
pela linha pontilhada maior e essa inclinação pode 
ser aproximada para a linha pontilhada menor desde 
que h seja pequeno o bastante.

Uma aproximação usual para a derivada no ponto 
a é dada pela tangente do ângulo θ:

( ) ( )
( ) ( ) ( )' '( ) ( )

( ) 2
f a h f a h f a h f a h

f a f a
a h a h h

   + − − + − −
≈ => ≈   + − −    	

(9)

Figura 2. Derivada utilizando aproximação por Diferenciação Central.
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uma matriz S de covariância constante. Os trabalhos 
de Lowry & Montgomery (1995), bem como de 
Bersimis et al. (2007), são recursos valiosos para o 
aprofundamento do estudo a esse respeito.

Para fins de notação, as observações deste estudo 
foram organizadas em uma matriz de dados com m 
linhas e p colunas, na qual m é o tamanho da janela 
e p é o número de características observadas, neste 
caso, os três Descritores de Hjorth. Assim:

11 12 131
21 22 232

1 2 3

'
'

 

' m m mm

x x xx
x x xx

X

x x xx

 
   
   
   = =
   
   
    

  



	 (17)

A observação individual de cada um dos três 
descritores (atividade, mobilidade e complexidade) 
pode ser denominada i e é dada pelo vetor xi:

1

2

3

i

i i

i

X
x X

X

 
 =  
  

	 (18)

O vetor médio estimado cujos componentes são 
as médias de cada descritor é

1

2 1

3

1no qual , 1,...,3m
j iji

X
x X X x j

m
X

=

 
 = = = 
  

∑ 	 (19)

e a matriz de covariância estimada é:

( )

2
1 12 13

2
2 23

1 2
3

1 ( ) '  
1

m

i i
i

S S S

S x x x x S S
m

S=

 
 

= − − = … 
−  

…  

∑


	 (20)

A construção de uma carta de controle para 
processos multivariados baseada na Carta T2 de 
Hotelling para uma observação xi é ilustrada na 
Equação 21 e parte dos cálculos estatísticos mostrados 
nas equações anteriores.

2 1( ) ' ( )i i iT x x S x x−= − − 	 (21)

A distribuição da estatística T2 não é amplamente 
conhecida, portanto a maioria dos usuários de cartas 
de controle multivariadas faz a aproximação com uma 
distribuição beta para obter os limites do gráfico de 
controle. Especificamente,

( )22 1 1 1; ; 
2 2 2

m p m pT B
m
− − ∝ − − ≈   

	 (22)

Levando em conta essa relação, o limite para a 
Carta de Controle T2 de Hotelling é baseado em um 
percentual superior da distribuição beta central para 
obter o controle desejado (em ARL) e α é o nível de 
significância (geralmente 1%).

•	 Atividade: É quantificada por meio da variância de 
amplitude (s2

0), por ter as propriedades aditivas 
necessárias para permitir a integração de diferentes 
observações. No domínio da frequência, a variância 
da função do tempo pode ser concebida como a 
superfície do espectro de potência.

2
0 0A m s= = 	 (14)

•	Mobilidade: É definida como a raiz quadrada da 
razão entre a variância da derivada (s2

1) e a variância 
da amplitude (s2

0). Como essas quantidades são 
igualmente dependentes da amplitude média, a 
mobilidade é dependente apenas da forma da curva, 
ou seja, da inclinação em relação à média.

11
2 222 1 1
2

0 00
 mM

m
s s

ss

  
= = =     

	 (15)

•	Complexidade: É dada de acordo com a relação 
entre a mobilidade da derivada da série temporal 
não linear (s2/s1)

2 e a mobilidade da própria série 
(s1/s0)

2. A mobilidade da primeira derivada é obtida 
de forma análoga à mobilidade do sinal original, 
mas com a variância da derivada de segunda ordem. 
Complexidade indica o desvio da inclinação e pode ser 
vista como uma medida de mudança na frequência 
do sinal de entrada.

11
2 22 24 2
2

2 1 1
1 1

122 22 1 02
0 0

 

m
m

C
m
m

s s
s s

s
s s
s

  
     

= = =
   
      

	 (16)

Embora os Descritores de Hjorth sejam baseados 
em momentos espectrais, esses parâmetros também 
podem ser calculados por variações no tempo para 
o custo computacional ser mais acessível. Dessa 
forma, o cálculo dos parâmetros em tempo discreto é 
simplificado, pois envolve a variância (s2

0) das séries 
temporais não lineares f(t) na janela a ser analisada 
e a variância da primeira e segunda derivadas dadas 
por (s2

1) e (s
2
2), respectivamente. Essa abordagem 

pode, portanto, ser implementada como um método 
on-line para aplicações reais.

2.2.2. Cartas de controle para processos 
multivariados

Cartas multivariadas de controle são projetadas 
para incorporar a estrutura de correlação de diversas 
variáveis em um gráfico a fim de determinar o estado 
de controle estatístico de um processo. T2 de Hotelling, 
CUSUM e EWMA são exemplos comuns de cartas de 
controle projetadas para detectar mudanças no vetor 
médio de diversas características de qualidade sob 
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O seguinte procedimento é utilizado para executar 
a Carta de Controle T2 de Hotelling a partir das 
fórmulas acima mencionadas:
•	 Calcular a média para cada descritor (X1 Atividade, 

X2 Mobilidade e X3 Complexidade).

•	 Calcular a matriz de covariância S.

•	 Calcular a estatística T2.

•	 Calcular o limite de controle superior para a Carta 
de Controle T2 de Hotelling.

•	Plotar as estatísticas T2 na Carta de Controle e 
comparar com os limites para determinar se os 
pontos individuais estão fora de controle.

2.3. Um exemplo

O exemplo simplificado a seguir ilustra a 
metodologia proposta aplicada a uma série temporal 
não linear SAR (Smoothed Autoregressive) f(t) descrita 
pelo modelo da Equação 23, no qual sign(x) = 1, 0, 
–1 se x > 0, x = 0 e x < 0, respectivamente. O erro 
εt segue uma distribuição normal N(0,1).

( )12t t ty sign y ε−= + 	 (23)

A série linear e estacionária f(t) mostrada na 
Tabela 1 é dividida em dois segmentos; um modelo 
SAR puro nos primeiros 24 pontos; no 25º valor 
há um ponto de mudança e tem início o segundo 
segmento, cuja média é acrescida em dois desvios 
padrão com relação à média do primeiro. A Figura 3 
mostra essa divisão.

Os Descritores de Hjorth de atividade, mobilidade 
e complexidade são calculados para os pontos 25 a 48 
partindo-se das Equações 2, 3 e 4, respectivamente. 
Uma janela deslizante com 24 pontos é utilizada 
para calcular os valores estatísticos, ou seja, todas 
as estatísticas para t = 25 consideram os pontos 2 a 
25 da mesma maneira que as estatísticas para t = 26 
consideram os pontos 3 a 26 e assim sucessivamente. A 
Figura 4 mostra o comportamento dos três Descritores 
de Hjorth para o segundo segmento da série f(t).

Os pontos da Carta de Controle T2 de Hotelling 
mostrada na Figura 5 são calculados pelas Equações 20, 
21 e 22. Como nesse caso o primeiro segmento tem 
24 observações, então m = 24 e o vetor médio dos 
descritores é dado por

1,680
1,092
1,544

x
 
 =  
  

	 (24)

e a matriz de covariância de x para a amostra é

0,194 0,066 0,092
0,066 0,027 0,036

0,092 0,036 0,051
S

− 
 = − − 
 − 

	 (25)

Figura 3. Modelo SAR com dois segmentos de dados e um 
ponto de mudança em t = 25.

Figura 4. Descritores de Hjorth para o segundo segmento do 
modelo SAR em questão.

Figura 5. Carta de Controle T2 de Hotelling para Descritores 
de Hjorth.

O limite superior de controle usando a distribuição 
beta é dado por:

( )

( )

2
2

2

24 1 0,01 3 24 3 11 ; ;
24 2 2 2

23 0,995 ;1 ,5 ;10 8,72
24

T B

B

− − − ≈ −  

≈ ≈

	 (26)



818
Detecção de mudança de nível ... usando Descritores de Hjorth. Production, v. 25, n. 4, p. 812-825, out./dez. 2015

Amorim, G. F. et al.

Tabela 1. Descritores de Hjorth e valores T2.

f(t) X1 = A = s2
0 f’(t) s2

1

1
2

0
X M s

s
= = f’’(t) s2

2

2
1

3
1

2

X C

s
s

s
s

= = T2

1 –1,74 - - - - - - - -

2 –0,74 - 1,00 - - - - - -

3 –2,58 - –1,84 - - –2,84 - - -

4 1,45 - 4,03 - - 5,87 - - -

5 –1,28 - –2,73 - - –6,76 - - -

6 –0,65 - 0,63 - - 3,36 - - -

7 0,76 - 1,41 - - 0,78 - - -

8 0,47 - –0,29 - - –1,70 - - -

9 0,87 - 0,40 - - 0,69 - - -

10 0,60 - –0,27 - - –0,67 - - -

11 –1,37 - –1,97 - - –1,70 - - -

12 –1,12 - 0,25 - - 2,22 - - -

13 0,69 - 1,81 - - 1,56 - - -

14 0,32 - –0,37 - - –2,18 - - -

15 –0,94 - –1,26 - - –0,89 - - -

16 –0,24 - 0,70 - - 1,96 - - -

17 0,13 - 0,37 - - –0,33 - - -

18 0,56 - 0,43 - - 0,06 - - -

19 0,14 - –0,42 - - –0,85 - - -

20 –0,91 - –1,05 - - –0,63 - - -

21 1,88 - 2,79 - - 3,84 - - -

22 0,49 - –1,39 - - –4,18 - - -

23 0,07 - –0,42 - - 0,97 - - -

24 0,83 - 0,76 - - 1,18 - - -

25 3,00 1,41 2,17 2,44 1,32 1,41 7,33 1,32 4,81

26 1,51 1,45 –1,49 2,52 1,32 –3,66 7,59 1,32 5,57

27 1,22 1,14 –0,29 2,36 1,44 1,20 7,30 1,22 11,82

28 3,25 1,44 2,03 1,85 1,13 2,32 6,04 1,59 6,38

29 0,94 1,32 –2,31 1,76 1,15 –4,34 4,88 1,44 1,48

30 0,58 1,26 –0,36 1,75 1,18 1,95 4,55 1,36 2,09

31 2,85 1,47 2,27 1,89 1,13 2,63 4,82 1,41 2,06

32 2,78 1,66 –0,07 1,88 1,07 –2,34 4,94 1,52 1,16

33 4,35 2,20 1,57 1,97 0,95 1,64 5,03 1,69 3,45

34 3,59 2,49 –0,76 2,00 0,90 –2,33 5,25 1,81 5,26

35 3,45 2,46 –0,14 1,80 0,86 0,62 5,14 1,97 6,36

36 2,26 2,24 –1,19 1,88 0,92 –1,05 4,97 1,77 1,85

37 2,14 2,24 –0,12 1,76 0,89 1,07 4,91 1,89 3,21

38 2,60 2,24 0,46 1,76 0,89 0,58 4,73 1,85 1,97

39 2,12 1,98 –0,48 1,69 0,92 –0,94 4,73 1,81 2,72

40 1,09 1,83 –1,03 1,73 0,97 –0,55 4,57 1,67 1,23

41 0,37 1,80 –0,72 1,75 0,99 0,31 4,58 1,64 1,30

42 2,97 1,80 2,60 2,02 1,06 3,32 5,05 1,49 4,17

43 2,59 1,69 –0,38 2,02 1,09 –2,98 5,41 1,50 0,89

44 2,76 1,35 0,17 1,96 1,20 0,55 5,40 1,38 0,58

45 2,36 1,35 –0,40 1,65 1,10 –0,57 4,76 1,54 3,47

46 1,12 1,28 –1,24 1,64 1,13 –0,84 4,05 1,39 4,50

47 3,38 1,15 2,26 1,83 1,26 3,50 4,53 1,25 2,75

48 1,83 1,07 –1,55 193 1,34 –3,81 5,10 1,21 2,35

De maneira simplificada, é possível afirmar que 
a mudança ocorrida entre os pontos 24 e 25 foi 
detectada no ponto 27, ou seja, apenas três pontos 

após o início do novo regime. A Tabela 1 ilustra 
a reprodução da metodologia proposta através da 
computação dos resultados.
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sendo µ uma constante, ψi números reais a começar 
por ψ0 = 1 e at uma sequência independente e 
identicamente distribuída (IID) de variáveis aleatórias 
com uma função de distribuição bem definida.

Assume-se que a distribuição at é contínua e 
ε(at) = 0. Em muitos casos, assume-se também 
que var(at) = σa

2 ou, ainda, que at é Gaussiana. Se 
σa

2.∑∞
i=1 ψi

2 < ∞, então xt é fracamente estacionário, 
isto é, os dois primeiros momentos de xt são invariantes. 
O processo autorregressivo de média móvel ARMA, 
por exemplo, é linear porque pode ser representado 
como na Equação 27. Qualquer processo estocástico 
que não satisfaça a condição dessa equação é dito 
não linear. Mais detalhes a esse respeito podem ser 
encontrados em Tsay (2005). Para pesquisas a respeito 
de séries temporais não lineares, a leitura de Gooijer 
(1998) e Granger & Terasvirta (1993) é recomendada.

A Tabela 2 mostra o conjunto de diferentes séries 
temporais não lineares escolhidas, implementadas e 
simuladas para este estudo. Em cada caso, εt:N(0,1) 
é assumido como sendo IID. Estes seis modelos de 
séries temporais representam uma variedade de 
problemas com características diversas. Assim sendo, 
algumas das séries possuem estrutura de correlação 
puramente autorregressiva (AR) ou puramente de 
média móvel (MA), enquanto outros apresentam uma 
mistura desses componentes. Modelos similares, mas 
com diferentes sazonalidades (Lag), foram explorados 
por Zhang et al. (2001).

3.2. Resultados

Os principais resultados do estudo de simulação 
são apresentados na Tabela 3, na qual o ARL é 
calculado para as seis séries não lineares criadas 
artificialmente. O ARL é o valor esperado do número 
de pontos necessários para que o gráfico sinalize o 
processo de mudança na série temporal. Dois tipos 
de mudanças são considerados: na média e/ou no 
desvio padrão da amostra.

O cálculo de T2 para o ponto 27, sendo 27

1,14
1,44 ,
1,22

x
 
 =  
  

resulta em T2 = 11,82. Como pode ser visualizado na 
Figura 5, esse é um ponto que está fora do padrão.

3. Resultados da simulação

3.1. Séries temporais não lineares: 
conjuntos de dados

Diversos métodos para a análise de séries temporais 
têm sido utilizados para representar vários tipos de 
processos nas últimas duas décadas. Recentemente, 
entretanto, vem crescendo o interesse em alargar 
o quadro clássico de Box & Jenkins (1976) para 
incorporar propriedades tais como a não linearidade, 
a não normalidade e a heterocedasticidade. Um 
grande número de modelos não lineares tem sido 
desenvolvido, como, por exemplo, o modelo Bilinear 
de Granger & Anderson (1978), o modelo de TAR 
(Threshold Autoregressive) de Tong (1978), o modelo 
de estado dependente de Priestley (1980), o modelo de 
mudança de Markov, abordado por Hamilton (1989), 
o modelo de Coeficiente Funcional Autorregressivo 
de Chen & Tsay (1993), entre outros.

As séries temporais tornam-se ainda mais complexas 
por causa de características como alta frequência, 
sazonalidade, efeitos de calendário como finais de 
semana e feriados, alta volatilidade e presença de 
outliers. Cada uma dessas características é responsável 
por uma grande variedade de comportamentos não 
lineares que se sobrepõem no conjunto de dados.

Considerando uma série temporal univariada xt 
observada em momentos espaçados, denotamos as 
observações por (xt | t = 1, ..., T), onde T é o tamanho 
da amostra. Uma série temporal puramente estocástica 
xt é dita linear se puder ser escrita como:

0
.t i t i

i
x µ aψ

∞

−
=

= +∑ 	 (27)

Tabela 2. Modelos de séries temporais não lineares.

Modelo Equação

SAR
yt = sign(yt-12) + εt

sendo sign(x)= 1,0,–1 se x > 0, x = 0, x < 0, respectivamente

Bilinear (BL) yt = 0,3yt–1 – 0,4yt–24 + 0,6yt–1 εt–1 + εt

TAR
yt = 0,7yt–1 + εt para |yt–1| ≤ 1
yt = –0,4yt–12 + εt para |yt–1| > 1

Autorregressiva não linear (NAR) 1

24

0,6
3

t
t t

t

yy
y

ε−

−
= +

+

NMA yt = εt – 0,5εt–24 + 0,1εt–2 + 0,3εt–1εt–2 – 0,3ε2
t–2

Autorregressiva com transição suave (STAR) yt = 0,4yt–1 + 0,5yt–24 + (0,25 – 0,81yt–1 + 0,7yt–24)[1 + exp(–10yt–1)]
–1 + εt

Fonte: Zhang et al. (2001). Nota: A sazonalidade é representada pelo número 12 ou 24 nas equações.
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paired t comparando os ARLs para as sazonalidades 
de 12 e 24 resulta em um pvalue<0,05; o que significa 
que pontos de mudança em séries temporais não 
lineares com pequenos ciclos sazonais são detectados 
mais rapidamente do que naquelas com grandes 
ciclos sazonais.

Para as séries temporais sem componente MA, 
os ARLs correspondentes a alarmes falsos são 
estatisticamente diferentes dos de outras séries. Uma 
série temporal com mudanças não lineares na média 
é o pior cenário para os resultados da simulação, 
pois os alarmes falsos foram obtidos com menos 
pontos. Isso está relacionado com a alta volatilidade 
da série temporal.

O procedimento de determinar o limite de controle 
para a Carta T2 de Hotelling a partir de um percentual 
superior da distribuição da sua estatística é válido 
quando os sucessivos valores de T2 são independentes; 
porém a janela deslizante introduz correlação serial 
entre os sucessivos valores dos descritores e, em 
consequência, entre os sucessivos valores de T2. Assim, 
a rigor, para garantir o ARL desejado seria necessário 
calibrar os limites de controle por simulação ou por 
um modelo analítico mais complexo que ARL = 1/P.

A Figura 6 mostra um gráfico multivariado 
explorando as possíveis interações para os resultados 

Os limites para a Carta de Controle T2 de Hotelling 
foram calculados com base nos 24 primeiros pontos 
da amostra e os resultados consideram uma simulação 
com t variando de 1 a 100 para cada série temporal. 
Uma interface no software Statistica (StatSoft, Inc., 
2005) foi desenvolvida para executar a simulação.

Em cada passagem, uma janela deslizante de 24 
pontos foi processada. Dessa forma, a primeira janela 
para a Carta de Controle utilizou os pontos t1 a t24. 
A segunda adicionou o ponto t2 e removeu o ponto 
t1, analisando os pontos entre t2 a t25. A terceira, os 
pontos t3 a t26, e assim por diante. Esse processo foi 
repetido até a identificação de um ponto fora de 
controle. Quando esse outlier é encontrado, o valor 
RL pode ser obtido subtraindo 24 do tRL. Altos valores 
de ARL indicam que a série temporal está sob controle 
e baixos valores de ARL, que a série temporal varia.

Os ARLs obtidos na Tabela 3 para todas as séries 
temporais são comparáveis aos resultados tradicionais 
relacionados com uma Carta de Controle X-barra. 
O ARL para grandes mudanças na média e/ou na 
variância é muito baixo, ou seja, a detecção de pontos 
de mudança ocorre após alguns poucos pontos a 
partir da introdução do novo regime. Quando não há 
mudança na série, os ARLs são muito grandes e por 
isso alarmes falsos são raramente obtidos. Um teste 

Tabela 3. ARL para séries temporais não lineares.

Média
Desvio 
padrão

Sazonalidade
Séries temporais não lineares

SAR BL TAR NAR NMA STAR

µ σ 12 360 362 367 385 195 356

µ σ 24 370 413 370 378 180 409

µ 1,5σ 12 180 170 174 166 180 167

µ 1,5σ 24 190 180 186 206 140 192

µ 3σ 12 4 4 3 2 2 5

µ 3σ 24 6 9 6 4 6 6

µ+1σ σ 12 33 43 35 40 34 28

µ+1σ σ 24 43 53 36 40 37 47

µ+1σ 1,5σ 12 15 19 15 27 17 17

µ+1σ 1,5σ 24 25 23 16 28 29 18

µ+1σ 3σ 12 4 2 3 2 4 3

µ+1σ 3σ 24 6 2 3 4 5 3

µ+2σ σ 12 4 3 4 1 4 4

µ+2σ σ 24 6 4 7 5 10 7

µ+2σ 1,5σ 12 4 4 2 2 3 4

µ+2σ 1,5σ 24 6 7 4 6 4 6

µ+2σ 3σ 12 4 4 3 5 2 5

µ+2σ 3σ 24 6 5 6 6 6 6

µ+3σ σ 12 2 2 2 2 2 3

µ+3σ σ 24 4 4 5 3 3 3

µ+3σ 1,5σ 12 2 1 2 4 3 4

µ+3σ 1,5σ 24 3 2 2 2 2 3

µ+3σ 3σ 12 1 2 1 1 2 1

µ+3σ 3σ 24 2 2 2 2 2 2
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isso, embora também seja possível contratar certa 
quantidade de energia sem variação admissível, para 
certos consumidores isso representa um risco muito 
alto. Assim, um produtor de eletricidade capaz de 
aceitar, assumir e gerenciar esse risco no lugar do 
consumidor terá mais oportunidades no mercado.

Como considerado por Angelus (2001) e Mount 
(2001), a dificuldade em prever preços e consumo 
de energia elétrica está nas muitas possibilidades 
de variação dos fatores relacionados, tais como 
fornecimento e demanda de eletricidade, limitação 
dos geradores, transmissores e distribuidores, entre 
outros. Até uma simples mudança de clima pode 
alterar a demanda e, consequentemente, o preço da 
energia. Pai & Hong (2005) também constataram 
a complexidade de prever o consumo de energia 
elétrica por causa da não linearidade de seus fatores 
de influência; além disso, deram grande importância 
às estratégias regionais ou nacionais de gerenciamento 
de sistemas de potência, que preveem com precisão 
a carga necessária em futuras demandas.

Em um mercado inconstante, um grande volume 
de energia elétrica é comprado e vendido por terceiros 
no mercado paralelo ou no mercado spot entre agentes 
de diferentes regiões geográficas. Este estudo de caso 
usa a metodologia proposta para detectar pontos 
de mudança no consumo de energia elétrica de seis 
consumidores industriais brasileiros cujos dados 
históricos são dispostos de hora em hora nas séries 
temporais. O ponto de mudança aqui representa a 
hora em que o consumidor vai para o mercado paralelo 
ou para o mercado spot, alterando as propriedades 
da série temporal. Isso está relacionado à fidelidade 

da Tabela 3: o ARL em função de variações na média 
(µ), de variações no desvio padrão (σ) e de variações 
na sazonalidade (Lag). É possível observar-se que os 
gráficos são bem similares para as duas sazonalidades 
(Lag = 12 e Lag = 24), indicando que não existe 
interação entre média, desvio padrão e sazonalidade 
no ARL. Ainda nesse gráfico percebe-se que a média 
e o desvio padrão são fatores estatisticamente 
significativos para a resposta ARL, já a sazonalidade 
não é estatisticamente significativa.

4. Aplicação: séries temporais do consumo 
de energia elétrica

Companhias que trabalham em mercados com 
pouca regularidade quanto ao consumo de energia 
elétrica, como os Estados Unidos, a Inglaterra, o 
Brasil e a maioria dos países, usam séries temporais 
para prever a demanda de energia elétrica como parte 
das informações necessárias para definir contratos de 
compra e venda. Quanto às empresas de produção ou 
comércio, seus interesses estão ligados particularmente 
à otimização da quantidade de energia comprada ou 
produzida e dos preços repassados a seus consumidores.

Este estudo de caso é baseado na modelagem e 
previsão de uma variável importante, cujos efeitos 
influenciam muitos contratos: o consumo de energia 
elétrica. Possuir um conhecimento sobre seus valores 
futuros ou variações é essencial para calcular o risco 
e o retorno de possíveis transações e investimentos. 
No processo industrial existem inúmeros fatores 
que ocasionam aumento ou redução do consumo 
de energia e que não podem ser previstos; por 

Figura 6. ARL como função dos fatores média (µ), desvio padrão (σ) e sazonalidade (Lag).
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A Tabela 4 apresenta os resultados para os 
seis consumidores industriais. Foram computadas 
características das séries temporais como sazonalidade, 
média, erro, desvio padrão, assimetria e achatamento. 
Dados históricos e informações dos consumidores 
sobre negócios no mercado spot também foram 
providenciados.

Foi informado previamente que os consumidores 
Delphi e Johnson não negociaram eletricidade em 
mercados paralelos, portanto a detecção de um 
ponto de mudança para essas empresas, usando-se o 
método em questão, seria um falso alarme, pois não 
corresponderia à realidade. Para os dados referentes 
à empresa Delphi, houve a detecção de um ponto de 
mudança após 1.847 medidas, devido ao Descritor 
de Hjorth de complexidade, mas esse resultado não 
é significativo, pois essa é a série temporal com 
maior volatilidade dentre as seis estudadas. Em um 
gráfico de controle tradicional, o ponto de mudança 
seria detectado com aproximadamente 370 pontos, 
em média.

A quantidade de valores necessários para detectar 
um ponto de mudança também foi calculada para 
as empresas Cenu, Food-Town, Oxicap e Globo e o 
resultado foi inferior ao comprimento do ciclo sazonal 
calculado usando-se um algoritmo de Transformada 

do consumidor ao contrato de compra e venda de 
energia elétrica previamente estabelecido.

A Figura 7 mostra as séries temporais do consumo 
de energia elétrica para cada um dos seis consumidores 
industriais estudados. Alguns procedimentos de 
melhoria na coleta de dados foram executados para 
tratar outliers, erros de digitação, sazonalidade, falta 
de dados etc. O conjunto de dados disponível abrange 
três anos com dados sobre a potência consumida a 
cada hora pelas empresas, e foi disponibilizado pela 
Duke Energy, uma empresa de produção de energia 
elétrica que opera no Brasil. Uma sazonalidade 
semanal foi observada em todas as séries temporais, 
resultando em 168 intervalos semelhantes.

Um problema típico ao se lidar com múltiplas 
séries temporais é a existência de correlação entre 
elas. Por isso é válido mencionar que, para o conjunto 
de dados utilizados neste trabalho, o comportamento 
das séries temporais não pode ser considerado um 
processo multivariado, uma vez que a correlação entre 
as variáveis não é significativa para nenhum par entre 
as seis séries. O fato de haver dados ausentes, ou 
seja, quantidades diferentes de dados nas amostras, 
torna a possibilidade de existência de correlação ainda 
menos provável. Como consequência, cada série deve 
ser trabalhada individualmente.

Figura 7. Séries temporais do consumo energético por hora de seis indústrias.
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Quanto às pesquisas futuras, estão sendo 
desenvolvidos algoritmos de reconhecimento de 
padrões para acompanhamento em tempo real de 
Cartas de Controle. Nesse novo estudo, vários ensaios 
serão monitorados em tempo real utilizando-se 
redes neurais. Esse mecanismo é necessário para a 
detecção de mudança de ponto em vários tipos de 
séries temporais como, por exemplo, sinais de EEG e 
processos de usinagem. Outras pesquisas adicionais 
serão a avaliação da presente abordagem em face 
da entropia de Kolmogorov-Sinai e a aplicação 
da metodologia abordada neste artigo a dados 
correlacionados.
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Detecting a level change in a nonlinear time  
series using Hjorth’s Descriptors

Abstract

The purpose of this paper is to present a method for detecting the dynamic changes in a nonlinear time series that 
uses the Hotelling T2 multivariate control chart to monitor the variation in three normalized descriptors: Hjorth’s 
descriptors of activity, mobility and complexity. This approach was applied to different simulated nonlinear time 
series and is illustrated in this paper with a detailed example. A case study with six time series of short-term electricity 
load consumption was also used to confirm the method’s effectiveness.
Keywords
Nonlinear time series. Hjorth’s Descriptors. Hotelling T2 control chart. Level change.


