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Resumen

Se propone un marco teórico para modelar funciones distancia gene ra li zadas, las

cuales pueden ser asimé tricas y no posi tivas defi nidas. Se da una defi ni ción de

longitud de arco asociada a una función distancia gene ra li zada d. La función

distancia d cumple la propiedad de iden tidad, pero a dife rencia de las métricas, puede 

no satis facer la desi gualdad del trián gulo, o las propie dades de sime tría y definito -

reidad. Mostramos que cada función distancia gene ra li zada d induce ciertos arcos,

que llamamos “d-indu cidos”, los cuales cumplen una ley de conser va ción de la

distancia d y son una gene ra li za ción de los segmentos de línea recta del espacio eucli -

diano. También se muestra que si d satis face la desi gualdad del trián gulo, entonces

los arcos d-indu cidos son arcos de mínima longitud respecto de la función distancia

d, y en este caso, la función distancia d pueden mode larse como un problema   

de    cálculo     de     varia ciones.
 

Descriptores:  Funciones distancia generalizadas, longitud de arco, desigualdad del 

triángulo, métrica    de     Finsler.

Abstract

We pro po se a theo re ti cal fra me work for mo de ling ge ne ra li zed dis tan ce func tions, which

can be asy mme tric and non-po si ti ve de fi ni te. We gi ve a de fi ni tion of arc length as so cia ted

to a ge ne ra li zed dis tan ce func tion d. Our dis tan ce func tion d sa tis fies the iden tity pro -

perty but, un li ke me trics, may not sa tisfy the trian gle ine qua lity, or symmetry and de fi ni -

te ness pro per ties. We show that each dis tan ce func tion d in du ces cer tain arcs, ca lled “d-in -

du ced”, which sa tisfy a con ser va tion law of the dis tan ce d and are a ge ne ra li za tion of the

straight li ne seg ments of the Eu cli dean spa ce. We al so show that if d sa tis fies the trian gle

ine qua lity, then the d-in du ced arcs are arcs of mi ni mal length with res pect to the dis tan ce

func tion d, and in this ca se, the dis tan ce func tion d can be mo de led as a pro blem of cal cu -

lus of vari a tions. 

Key words: Gen er al ized dis tance func tions, arc length, tri an gle in equal ity, Finsler

met ric.
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Intro duc ción

Frecuentemente, no es posible recabar los datos de las
“distancias” en tre todos los pares ordenados de puntos
de una región dada, por lo que es útil contar con fun cio -
nes distancia. 

En es te tra ba jo, se pro po ne una de fi ni ción de fun -
ción dis tan cia (ge ne ra li za da), la cual per mi te ge ne ra li -
zar el con cep to de lon gi tud de ar co, y es te a su vez, per -
mi te deducir la exis ten cia de cier tos ar cos que cum plen
una ley de con ser va ción de la distancia. 

Se da una de fi ni ción de fun ción dis tan cia ge ne ra li za -
da, co mo una fun ción bi na ria que cum ple la pro pie dad
de iden ti dad (la dis tan cia de un pun to con si go mis mo es 
ce ro), es de cir, una fun ción dis tan cia ge ne ra li za da pue -
de no sa tis fa cer la de si gual dad del trián gu lo, si me tría y
no ne ga ti vi dad, pro pie da des re que ri das por las mé tri cas. 
Se de fi ne la lon gi tud de ar co aso cia do a una fun ción dis -
tan cia ge ne ra li za da d, co mo la in te gral de la de ri va da di -
rec cio nal uni la te ral F(x,v) de d a lo lar go del ar co. La
fun ción F re pre sen ta la ra zón de cam bio de la fun ción
dis tan cia en un pun to da do x en la di rec ción con si de ra -
da v. 

La pro pie dad de iden ti dad es ne ce sa ria pa ra que una
fun ción dis tan cia d de ter mi ne ar cos “d-in du ci dos”, los
cua les cum plen un prin ci pio de con ser va ción de la d-dis -
tan cia. Se de fi ni rá “pre mé tri ca”, co mo una fun ción dis -
tan cia d, que ade más de la pro pie dad de iden ti dad, cum -
ple la de si gual dad del trián gu lo. Se mues tra que los ar -
cos d-in du ci dos por una pre mé tri ca son ar cos de mí ni -
ma lon gi tud, con res pec to a la fun ción dis tan cia d. Se
ex plo ra el pro ble ma de mo de lar una fun ción dis tan cia d, 
cu ya de ri va da di rec cio nal uni la te ral es una fun ción
F0(x,v) da da a prio ri, que lla ma mos fun ción fun da men -
tal de d. En es te pro ble ma, d se ob tie ne re sol vien do un
pro ble ma de cálcu lo de va ria cio nes. Se mues tra ade más
que si F0 es una fun ción con ve xa en la di rec ción v, en -
ton ces F0 coin ci de con la de ri va da di rec cio nal uni la te ral
F(x,v) de d.

Función distancia gene ra li zada y 
longitud de un arco

En esta sección se propone una definición de función
distancia que puede no satisfacer la desigualdad del
triángulo ni las condiciones de simetría y no ne ga ti vi -
dad, requeridas por las métricas. También una de fi ni -
ción de longitud de arco asociada a una función
distancia.

La fun ción dis tan cia ge ne ra li za da d, o fun ción dis tan cia
d, se de fi ne co mo una fun ción bi na ria d: Rn ́  Rn ® R que 

cum ple la pro pie dad de iden ti dad (la dis tan cia de un
pun to con si go mis mo es ce ro, d(a, a) = 0, " a Î Rn).

Para definir la longitud de arco asociada con una
función distancia generalizada d y obtener una ex-
presión para determinarla, se dan las siguientes
de fi ni cio nes:

Un ca mi no en Rn de aÎRn has ta bÎRn es una fun ción
con ti nua x:[a, b]®Rn tal que x(a) = a y x(b)= b. La
ima gen orien ta da C(a,b)ÍRn del ca mi no x: [a, b] ® Rn

se lla ma ar co (orientado) de aÎRn a bÎRn. En es te tra ba jo, 
un ar co sig ni fi ca un ar co orien ta do. Un ar co C(a,b) se
di ce ser ar co cla se C1 si tie ne una re pre sen ta ción pa ra mé -
tri ca x: [a, b] ® Rn cla se C1, cu ya de ri va da es diferente
de cero en su dominio. 

El conjunto de todos los ar cos clase C1 en Rn se
denota por W. Por simplicidad, el conjunto de todos los
ar cos de clase C1 que conectan a con b, y el conjunto de
todas las representaciones paramétricas de estos ar cos,
se denotan por W[a,b].

Una sucesión de puntos en Rn de la forma 

(a = x0, x1, x2,..., xk, xk+1 = b), 

donde k ³ 1, se dice que es una sucesión en Rn desde a
hasta b. Los puntos a y b se llaman puntos extremos de la
sucesión. El conjunto de todas las sucesiones en Rn desde
a hasta b se denota por P[a,b].

Pa ra ca da su ce sión de pun tos en Rn,

P = (a = x0, x1, x2,..., xk, xk+1 = b), 

la función distancia d: Rn ´ Rn®R determina un número
real L(P), que llamamos la d-longitud de la sucesión P y
está definida como la suma de las distancias respecto de
la función distancia d (suma de las d-distancias):

L( ) ( , )P d i i+
i

k

=
=

å x x
1

0

para toda

P P ,
k k

= = Î
+

( , ,... , [a = x x ,x x x b a b
0 1 2 1

) ]

Con si de ra mos una par ti ción de un ar co co mo una par ti -
ción del ar co en sub ar cos. Ca da par ti ción P de una ar co
C(a,b) de ter mi na una su ce sión (a = x0, x1, x2,..., xk,
xk+1 = b) de pun tos de C(a,b). Re cí pro ca men te, ca da
su ce sión (a = x0, x1, x2,..., xk, xk+1 = b) de pun tos de
C(a,b) de ter mi na la par ti ción P. Pa ra sim pli fi car, se
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de no ta tam bién por P la su ce sión de pun tos de C(a,b)
co rres pon dien te a la par ti ción P. La par ti ción tri vial de
un ar co C(a,b) es el con jun to {C(a,b)}, el cual es tá de -
ter mi na do por la su ce sión (a= x0, x1= b). Un re fi na -
mien to de una par ti ción P del ar co C(a,b) es una par ti -
ción Q de C(a,b), tal que, ca da ele men to de Q es tá con -
te ni do en un ele men to de P. El con jun to de to das las
par ti cio nes de C(a,b) se de no ta por P[C(a,b)]. Se de fi ne
la d-lon gi tud de una par ti ción PÎP[C(a,b)] de C(a,b) co -
mo la d-lon gi tud de la su ce sión P, L(P).

Se de fi ne la lon gi tud de ar co aso cia da con la fun ción
dis tan cia ge ne ra li za da d de un ar co C, o d-lon gi tud de C,
co mo un nú me ro real L tal que, pa ra ca da e > 0, exis te
una par ti ción Pe de C tal que |L–L(P)|<e pa ra to do re fi -
na mien to P de Pe. Si la d-lon gi tud de un arco existe,
entonces es única.

Si la d-longitud de C(a,b) es finita, entonces C(a,b)
se dice d-rectificable y ld

 (C(a,b)) denota la d-longitud de
C(a,b). Es inmediato que los subarcos de cualquier
partición P de un arco d-rectificable C(a,b) son ar cos
d-rectificables, y que la suma de sus d-lon gi tudes es
igual a la d-longitud de C(a,b). 

 La de ri va da di rec cio nal uni la te ral de una fun ción
d(x, ·) en x en la di rec ción v se de no ta por F(x, v) y se
de fi ne por 

F
d s d(

ss
( , ) lim

( , , )
,x v

x x v x x
=

+ -

® +D

D

D0

)

(Roc ka fe llar 1970). De bi do a que la fun ción dis tan -
cia ge ne ra li za da sa tis fa ce la pro pie dad de iden ti dad,
d(x, x)=0, F se es cri be co mo

                                                                                

F
d , + s

sS

( , ) lim
(

x v
x x v

=
® +D

D

D0

)
  pa ra toda x,vÎRn            (1)

don de F(x, 0)=0 pa ra to do xÎRn.
La fun ción F: Rn ´ Rn ® R da da por (1) es la de ri va da

di rec cio nal uni la te ral F de la función dis tan cia d. La fun -
ción F eva lua da en un pun to x y en una di rec ción v se
de no ta por F(x, v), y F a lo lar go del ca mi no x:[a, b]®Rn

se de no ta por F(x(s),&x(s)). 
Aho ra se va a de ter mi nar la d-lon gi tud de un ar co

C(a,b) en tér mi nos de F, su po nien do que C(a,b) es cla se 
C1 y ade más d-rec ti fi ca ble. 

Co mo se ve rá, es ta úl ti ma su po si ción re sul ta re dun -
dan te. Sea x: [a, b]® Rn una re pre sen ta ción pa ra mé tri ca 
cla se C1 de C(a,b).

Cualquier conjunto ordenado de puntos interiores
de [a, b], s1,s2,..., sk Î (a, b), con k > 0, determina una

partición no triv ial (a = s0,s1,s2,..., sk+1 = b) de [a,b], y
una partición no triv ial P = (a = x(s0), x(s1), x(s2),...,
x(sk),x(sk+1)=b) del arco C(a,b). Por tanto, la
d-longitud de P es 

L( ) ( ( ), ( ))P d s si i
i

k

=
+

=

å x x
1

0

.

Su pón ga se que F(x, v) es una fun ción con ti nua so bre su 
do mi nio. Pues to que x(t) y & ( )x t  son fun cio nes con ti -
nuas, en ton ces F(x(t), & ( )x t ), es una fun ción con ti nua y
aco ta da en [a, b] y por tan to, in te gra ble. De bi do a la
exis ten cia de F(x(t), & ( )x t ) en t Î [ a, b], pa ra to do e > 0

exis te Ds > 0 tal que 

F
d s

s
( ( ), & ( ))

( ( ), ( ) & ( ) )
x x

x x x
x x

x x x
-

+ D

D
 < e

para toda xÎ +[ , ]t t sD .

Esto puede ser aplicado a una partición 

(a = s0,s1,s2,..., sk+1 = b) de [a, b]. 

Por tan to, pa ra to do e > 0 exis te a una par ti ción Pe de
C(a,b) tal que 

F
d s

s
i i

i i i i

i

( ( ), & ( ))
( ( ), ( ) & ( ) )

x x
x x x

x x
x x x

-
+ D

D
 < e

para toda xi i i
s s i kÎ =

+
[ , ] , ,... , ,

1
0  para todo re fi na mien -

to P de Pe. Por tanto,

F s d si i i i i i i( ( ), & ( )) ( ( ), ( ) & ( ) )x x x x xx x x x xD D- + <

eDsi  para toda xi i i
s s i kÎ =

+
[ , ], ,... ,

1
0

se cumple. Puesto que

L D( ) ( ( ), ( ) & ( ) )P d si
i

k

i i i= +
=

å x x xx x x
0

,

se obtiene

F s P b ai i i
i

k

( ( ), & ( )) ( ) ( )x xx x eD L- < -
=

å
0

para toda xi i i
s sÎ

+
[ , )

1
.



La úl ti ma con di ción es tam bién vá li da si se reempla za
e(b – a) por e/2. Pues to que se su po ne que C(a,b) es un
ar co d-rec ti fi ca ble, pa ra to do e>0 exis te una parti ción
Pe de C(a,b) tal que 

F s Pi i i
i

k

( ( ), & ( )) ( )x xx x
e

D L- <
=

å
0 2

para toda xi i i
s sÎ

+
[ , )

1
; y

 L P- <L( )
e

2

se satisfacen para todo refinamiento P de Pe.
Por tanto, para toda e>0, existe una partición Pe de

C(a,b) tal que 

L F si i i
i

k

- <
=

å ( ( ), & ( ))x xx x eD
0

 , para toda  xi i i
s sÎ

+
[ , )

1
,

pa ra to do re fi na mien to P de Pe. Por tan to, 

L F s s ds
a

b

= ò ( ( ), & ( ))x x .

(Sa gan, 1974). Pa ra to do ar co C(a,b) cla se C1, el in te -
gran do an te rior, F s s( ( ), & ( ))x x , es una fun ción con ti nua
en [a, b], y por tan to L es tá bien de fi ni da y C(a,b) es
d-rec ti fi ca ble. 

Por tanto, la suposición de que C(a,b) es d-recti-
ficable resulta redundante. Entonces se ha demostrado
el siguiente teorema:

Teorema 1 
(Deter mi na ción de la d-longitud de un arco

d-recti fi cable)

Si la función distancia d: Rn ´ Rn ® R tiene una derivada
direccional uni lat eral con tinua, F: Rn ́  Rn ® R, entonces 
todo arco C(a,b) clase C1 es d-rectificable y su d-lon-
gitud está dada por 

l C F s s ds
d

a

b

( ( , )) ( ( ), & ( ))a b x x= ò ,                                   (2)

donde x:[a, b] ® Rn es una representación paramétrica
clase C1 de C(a,b).

Q.E.D.

El si guien te teo re ma es ta ble ce pro pie da des im portan tes 
de la de ri va da di rec cio nal uni la te ral F de una fun ción
dis tan cia d. 

Estas propiedades son útiles en el modelado de fun-
ciones distancia.

Teorema 2 
(Propie dades de la deri vada direc cional unila teral

F de una función distancia d) 

Sea d: Rn ´ Rn ® R una función distancia y F la derivada
direccional uni lat eral de d, dada por (1). Entonces se
tiene:

a)F(x, 0) = 0 pa ra to do x Î Rn.

b) La función F es posi ti va mente homo génea de grado
uno: F(x,av)=aF(x, v) para toda a > 0.

c) Para n³2, F s s( ( ), & ( ))x x  no depende explí ci ta mente del

pará metro s del camino. 

d) La d-longitud de un arco d-recti fi cable no depende de
su repre sen ta ción para mé trica. 

e) Si d cumple la desi gualdad del trián gulo, entonces
F(x, v) es una función convexa en v para cada x:
F(x,av + (1–a )w) £  a F(x, v) + (1 –a) F(x, w) para
toda aÎ[0, 1], x Î Rn. 

Demostración

a) Inme diato de la defi ni ción de F y de que 
d(x,x) = 0 para todo xÎRn. 

b)  Para  a >0, 

F
d h

hh
( , ) lim

( , )
x v

x x v
a

a
=

+
=

® +0

a
a

a
a

b

b
a

b
lim

( , )
lim

( , )
( , )

h

d h

h

d
F

® ®+ +

+
=

+
=

0 0

x x v x x v
x v .

c) La deri vada direc cional unila teral F a lo largo del
camino x: [a, b] ® Rn, dada por 

F s s
d s s s s

ss
( ( ), & ( )) lim

( ,( ), ( ) & ( ) )
x x

x x x
=

+

® +D

D

D0
,

no de pen de ex plí ci ta men te de s. 
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d) La d-longitud de un arco d-recti fi cable está dada por
(2). Sea s=s(t) una trans for ma ción de x(t) que
preserva la orien ta ción. Por tanto ds/dt>0 y s(t) es una
función inver tible. La homogeneidad posi tiva de F y
ds/dt>0 implican que 

F d t dt dt F ds dt dt( , ( ) / ) ( , & / )x x x x= =

F ds dt dt F ds( , & )( / ) ( , & )x x x x= .

Puesto que F no depende explí ci ta mente del pará -
metro s, entonces F s s ds( ( ), & ( ))x x  es invariante bajo la
transforma ción s = s(t). 

e) De la ecua ción (1) y por el inciso (b),

F
d h

hh
( , ( ) ) lim

( , ( ( ) ) )
x v w

x x v w
a a

a a
+ - =

+ + -

® +
1

1

0

£
+ + + + + -

® +
lim

( , ) ( , ( ) )

h

d h d h h h

h0

1x x v x v x v wa a a a

= + - = + -F F F F( , ) ( ,( ) ) ( , ) ( ) ( , )x v x w x v x wa a a a1 1

Q.E.D.

Arcos indu cidos por una función distancia d

Nuestra definición de d-longitud de arco permite de-
ducir la existencia de ciertos ar cos caracterizados por la
función distancia d, que les llamamos ar cos d-inducidos. 
En esta sección definimos arco inducido por una fun-
ción distancia d.

Sea d: Rn ´ Rn ® R una función distancia. Decimos
que un arco C(a,b) es d-inducido si todas sus particiones
tienen la misma d-longitud. 

Por la definición dada de longitud de arco, todo arco
d-inducido C(a,b) es d- rectificable, y su d-longitud es
igual a la d-longitud de su partición triv ial, ld (C(a,b)) =
d(a, b). 

Es inmediato que cada subarco de un arco d-indu-
cido es un arco d-inducido.

Equi va len te men te, C(a,b) es un ar co d-in du ci do si la 
d-lon gi tud de to da par ti ción de C(a,b), P = (a = x0, x1,
x2,..., xk, xk+1 = b), con k ³0, es igual a la d-dis tan cia de
a a b,  

d d i i
i

k

( , ) ( , ),a b x x=
+

=

å 1
0

 para to da

P P C
k

= Î( , ,... , ) [ ( , )]a x x b a b
1

, 

la cual es la d-lon gi tud de la par ti ción tri vial de C(a,b).
Es de cir, un ar co de a a b es d-in du ci do si, y só lo si, la
d-dis tan cia de a a b es igual a la su ma de las d-dis tan cias
en tre to dos los pun tos con se cu ti vos de cual quier su ce -
sión de pun tos en el ar co, don de la su ce sión in clu ye los
pun tos ex tre mos a y b.

Es in me dia to que un ar co C(a,b) es d-in du ci do si, y
sólo si, la res tric ción de d a C(a,b) cum ple la igual dad del 
trián gu lo res pec to del pun to fi nal b, 

d s d s t d t( ( ), ( ( ), ( )) ( ( ), )x b x x x b) = +        a s t b£ £ £ ,

donde x: [a, b] ® Rn es una representación paramétrica
de C(a,b). 

Premé tricas y arcos mínimos 

Si una función distancia no satisface la desigualdad del
triángulo, los ar cos mínimos no necesariamente son ar -
cos inducidos y el concepto tradicional de que la dis tan -
cia desde un punto hasta otro es igual a la lon gi tud del
arco “más corto” que los conecta, no es válido. En esta
sección definimos premétrica, la cual es una función
distancia que cumple la desigualdad del trián gu lo, y se
dan dos teoremas importantes para el modelado de
premétricas. 

Esto es de interés porque, en gen eral, las funciones
distancia que intervienen en el modelado de problemas
de la vida real cumplen la desigualdad del triángulo; en
estos ca sos, los ar cos mínimos sí coinciden con los ar cos 
inducidos y se pueden determinar mediante un pro-
blema de cálculo variacional.

Una función distancia d que cumple la desigualdad
del triángulo (para toda a, b, c Î Rn d (a, b) £ d (a, c) + d 
(c, b)) la llamamos premétrica.

Una función distancia es completa si todo par
ordenado de puntos a, b en Rn está conectado por un
arco d-inducido.

Si la función distancia d es completa y cumple la
desigualdad del triángulo, es decir, d es una premétrica
completa, entonces los ar cos d-inducidos son ar cos de
mínima d-longitud, y la función distancia d está de ter-
minada por su derivada direccional uni lat eral F. 

La última afirmación implica que d y F contienen la
“misma información”, donde d proporciona “in for ma -
ción global”, ya que su valor depende de dos puntos
localizados arbitrariamente en Rn, y F proporciona “in -
for ma ción lo cal” porque su valor depende del punto y la 
dirección considerados.



Es in me dia to que una fun ción dis tan cia d:Rn´Rn®R sa -
tis fa ce la de si gual dad del trián gu lo, d(a, b) £  d(a, c) +
d(c,b) pa ra to da a, bÎRn, si y só lo si, pa ra to da su ce sión
P = (a = x0, x1, x2,..., xk, xk+1 = b) la d-dis tan cia en tre
los pun tos ex tre mos P es me nor o igual que la d-lon gi -
tud de la su ce sión de P, es de cir, si y só lo si 

d d i i
i

k

( , ) ( , )a b x x£
+

=

å 1
0

para toda P
k k

= = =
+

( , , ,... , , )a x x x x x b
0 1 2 1

.
Sea d: Rn ´ Rn ® R una fun ción dis tan cia tal que su

de ri va da di rec cio nal uni la te ral F es una fun ción con ti -
nua. Si x: [a, b] ® Rn es un ca mi no cla se C1 de a a b que
resuelve 

min ( ( ), & ( ))
[ , ]x

a

b

a b

F s s ds
Î òW

x x   para toda a b, ÎRn ,

en ton ces se di ce que la ima gen de x, C(a,b)  ÎW [a,b], es
un ar co de mí ni ma d-lon gi tud o ar co d-mi ni mal. Por las
pro pie da des de las in te gra les, to dos los sub ar cos de un
ar co d-mi ni mal son ar cos d-mi ni ma les.

Teorema 3 
(Para cual quier premé trica los arcos d-indu cidos

son arcos d-mini males) 

Si d: Rn ´ Rn ® R es una premétrica con una derivada
direccional uni lat eral F(x, v) con tinua en x para cada
v Î Rn, entonces: 

a) F: Rn  ́  Rn ® R es continua, y por tanto, la longitud de
arco de C(a,b) está dada por (2);

b) Si P, QÎP[C(a,b)] son dos parti ciones de un arco
C(a,b), tales que P es un refi na miento de Q,
entonces L(Q)£  L(P);

c) Para todo arco C(a,b) clase C1, ld
 (C(a,b)) =sup{L(P):

PÎP[C(a,b)]};

d) (a,b)£L(P)£ ld(C(a,b)) para toda parti ción PÎP
[C(a,b)] de un arco d-recti fi cable clase C1;

e) Para todo arco C(a,b) clase C1, d(a,b) = ld(C(a,b)) si y sólo 
si C(a,b) es un arco d-indu cido;

f) Todo arco d-indu cido es un arco d-minimal;

g) Si d es completa, entonces

d F s s ds
x

a

b

a b

( , ) min ( ( ), & ( ))
[ , ]

a b x x=
Î òW

, pa ra to da a,bÎRn

               (3)
donde el mínimo se alcanza para un arco d-inducido de
a a b.

Demos tra ción

a) d cumple la desi gualdad del trián gulo y, por (e) del
teorema 2, F(x, v) es una función convexa en v para
cada x Î Rn. Por tanto, F es una función continua
(Rocka fe llar, 1970).

b) Se puede probar direc ta mente de la desi gualdad del
trián gulo. 

c) Sea C(a,b) un arco clase C1. Entonces C(a,b) es
d-recti fi cable con una longitud que deno tamos por
L. Por tanto, para todo e>0 existe una parti ción Pe

de C(a,b) tal que |L  –L(P)|< e  para todo refi na -
miento P de Pe. En parti cular, |L–L (Pe) |<e. Se
tienen dos casos, L ³ L (Pe), o bien, L <L(Pe). El se -
gundo caso se descarta porque si C(a,b) no es un
arco d-indu cido se llega a una contra dic ción: existe
una e > 0 y una parti ción Q de C(a,b) (la parti ción
trivial, por ejemplo), de la cual Pe es un refi na miento
y tal que L(Q)–L>e; esto lleva a L (Pe)<e+L<L (Q), 
en donde (b) contra dice que Pe es una parti ción de Q. 
Por tanto, si d es una premé trica, entonces L(P) £ L
para toda parti ción PÎP[C(a,b)] de C(a,b), y la
longitud de un arco es L si para todo e > 0 existe una 
parti ción Pe de C(a,b) tal que L – L (P) < e  para todo 
refi na miento P de Pe. Por tanto, L=sup{L(P):
PÎP[C(a,b)]}. 

d) Cual quier parti ción de C(a,b) es un refi na miento de
la parti ción trivial; por (b) d(a,b) £ L (P). Por L(c),
(P) £ ld

 (C(a,b)). 

e) Sea C(a,b) clase C1. Si C(a,b) es un arco d-indu cido,
entonces d(a,b)=ld(C(a,b)). Recí pro ca mente, si
d(a,b)=ld(C(a,b)), entonces por (d) se tiene d(a,b)=
L(P) para toda PÎP[C(a,b)], y por tanto, C(a,b) es
un arco  d-indu cido. 

f) Si C(a,b) un arco d-indu cido que no es un arco
d-minimal, entonces d(a,b)=ld(C(a,b)) y ld

 (C*
(a, b) ) < ld

 (C(a,b)) para algún arco C*(a,b). Entonces 
se obtiene ld

 (C*(a,b)) < d(a,b), lo que contra dice (d). 
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Por tanto, todo arco d-indu cido es un arco
d-minimal. 

g) d completa implica que para todo par ordenado de
puntos a y b existe un arco d-indu cido C(a,b) que
los conecta, el cual por (e) tiene d-longitud d(a,b).
Por (f), C(a,b) es un arco d-minimal, y por lo que
resuelve (3).

Q.E.D.

Por el teo re ma 1, la lon gi tud de un ar co res pec to de una
fun ción dis tan cia d es la in te gral (2) de la de ri va da di rec -
cio nal uni la te ral F(x, v) de d a lo lar go del ar co. Explo ra -
mos aho ra la re la ción re cí pro ca en tre las fun cio nes F y
d: Sea d: Rn ´ Rn ® R la fun ción dis tan cia de fi ni da por 

d F s s ds
x

a

b

a b

( , ) min ( ( ), & ( ))
[ , ]

a b x x=
Î òW 0

, pa ra to da a,b Î Rn

donde F0: R
n ´ Rn ® R es una función dada a pri ori que

satisface las condiciones (a)-(c) del teorema 2, llamada
función fun da men tal de d. El problema de minimización
(4) se denomina problema variacional correspondiente a la
función F0. 

Inte re sa aho ra sa ber qué con di cio nes adi cio na les de -
be cum plir F0 pa ra que és ta sea la de ri va da di rec cio nal
uni la te ral de d da da por (1). En pri mer lu gar, pa ra que la
fun ción d es té bien de fi ni da, F0 de be ser tal que el pro -
ble ma de cálcu lo de va ria cio nes (4) ten ga una so lu ción
pa ra ca da par or de na do a, b Î Rn. 

En segundo lugar, por las propiedades de las
integrales de línea, la función d dada por (4), cumple la
desigualdad del triángulo, y por tanto, según (e) del teo -
re ma 2, F0 debe ser una función convexa con respecto a
la vari able dirección.

Ya sea que F = F0 o F ¹ F0, se cumple que 

d F s s ds F
x

a

b

xa b a b

( , ) min ( ( ), & ( )) min
[ , ] [ , ]

a b x x= =
Î ÎòW W0

( ( ), & ( ))x xs s ds
a

b

ò .

Te ne mos en ton ces el si guien te teo re ma.

Teorema 4
(Premétrica definida a partir de una función

funda mental) 

Sea F0: R
n ́  Rn ® R una fun ción po si ti va men te ho mo gé- 

nea de gra do uno con F0(x, 0) = 0 pa ra to do x Î Rn, y tal 
que cum ple la si guien te con di ción de so lu bi li dad: pa ra
ca da par or de na do a, b Î Rn exis te un ca mi no

x: [a, b] ® Rn de a a b cla se C1 que re suel ve el pro ble ma
de cálcu lo de va ria cio nes 

min ( ( ), & ( ))
[ , ]x

a

b

a b

F s s ds
Î òW 0

x x .

Sea d: Rn ́  Rn ® R la fun ción da da por (3). Enton ces: 

a) d es una premé trica sobre Rn, la cual es completa si F0 es
la deri vada direc cional unila teral de d. 

b) F0 es la deri vada direc cional unila teral de d si y sola -
mente si, F0(x, v) es convexa en v. 

Demostración

La ho mo ge nei dad po si ti va de F0 im pli ca que to da trans -
for ma ción con ti nua que pre ser va la orien ta ción de un
ca mi no x: [a, b] ® Rn que re suel ve (4) es un ca mi no que
tam bién re suel ve (4), te nien do am bos caminos la
misma imagen. 

Por tanto, da dos a y b, cada solución de (4) depende
sólo del arco y no de la elección par tic u lar de su
representación paramétrica. Enton ces, la función d
dada por (3) está bien definida. 

a) Por las propie dades de las inte grales, la función d
dada por (4) cumple la propiedad de iden tidad y la
desi gualdad del trián gulo, y por tanto d es una
premé trica. Si F = F0, entonces para cada par orde -
nado de puntos a y b existe un arco C(a,b) que
cumple d(a,b) = ld

 (C(a,b)), y por (e) del teorema 3,
C(a,b) es un arco d-inducido. Así que d es una
premé trica completa.

b) La homo ge neidad posi tiva de F0 implica que la conve -
xidad de F0 se reduce a:
F0(x, v1+ v2) £  F0(x, v1) + F0(x, v2) para todo
v1, v2Î Rn. Por tanto, la conve xidad de F0 implica 
que la deri vada direc cional unila teral F de la función
d dada por (1) es la función F0:

F
h

F s s ds
h x

x

x v

x x vh

( , ) lim min ( ( ), & ( ))
[ , ]

x v x x=
® Î

+

+
+0

0

1
W

h

Fò
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

0
( , )x v .

La úl ti ma igual dad se pue de ex pli car co mo si gue. En el
lí mi te cuan do h ® 0+, x(s) se pue de con si de rar cons tan -
te, y por tan to, el in te gran do F s s

0
( ( ), & ( ))x x  sólo de pen de

de & ( )x s . De bi do a la con ve xi dad de F0, la in te gral al can za
su va lor mí ni mo si & ( )x s  tie ne la di rec ción de v en to dos
los pun tos a lo lar go del ar co que va de x a x + vh. Por
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tan to, el in te gran do F s s
0
( ( ), & ( ))x x  per ma ne ce cons tan te

a lo lar go del ar co que va de x a x + vh y to ma el va lor
F0(x, v). Pa ra de mos trar la afir ma ción re cí pro ca, su -
pónga se que la fun ción F0 que de fi ne a d a tra vés de (4)
es igual a la de ri va da di rec cio nal uni la te ral de d. Por (a) d
es una pre mé tri ca, es de cir, d cum ple la de si gual dad del
trián gu lo, y por (e) del teo re ma 2, F0 es una fun ción
con ve xa. 

Q.E.D

El teorema 3 expresa que para toda premétrica con
derivada direccional uni lat eral con tinua, la distancia de
un punto a otro es igual a la d-longitud del arco más
corto que los conecta, y el teorema 4 establece que si la
d-distancia desde un punto hasta otro se de fine como
“el mínimo de la longitud de los ar cos que los conectan”, 
entonces la función distancia resultante es una premétrica. 

Cabe mencionar que en la métrica de Finsler, las
condiciones sobre la función fundamental F0 son más
restrictivas que en el teorema 4, pide que F0(x, v) sea
estrictamente convexa, no negativa y suave sobre su
dominio (Anastasiei, 2004 y Chern, 2005).

Conclu siones

Se propone una definición de función distancia gene ra -
li za da como una función binaria que cumple la
propiedad de identidad, pero que no requiere satisfacer
la desigualdad del triángulo ni las propiedades de
simetría y no negatividad requeridas por las mé tri cas,
co mo es el ca so de las métricas Lp y sus combinaciones

lineales positivas usadas tradicionalmente en el mo-
delado de funciones distancia. También se definió la
longitud de arco, la cual permite asociar lon gi tudes de
arco a funciones distancia generalizadas. Se encontró
que toda función distancia generalizada d determina
ciertos ar cos, los cuales satisfacen una ley de con-
servación de las d-distancias. Se demostró que para
cualquier premétrica (función distancia que cumple la
desigualdad del triángulo), la distancia desde un punto
hasta otro se puede expresar como el mínimo de la in te -
gral de línea de su derivada direccional uni lat eral para
los caminos que unen dichos puntos. Esta relación en tre 
las premétricas y sus derivadas direccionales unila-
terales asegura que cualquier premétrica se puede de-
finir por su derivada direccional uni lat eral a través de
un problema de cálculo de variaciones.

Refe ren cias

Anas ta siei M. Finsler Vector Bundles-Metri zable
Connec tions. Perio dica Mathe ma tica Hun- garica,
48(1-2):83-91. 2004.

Chern S. and Shen Z. Riemann-Finsler Geometry.
World Scien tific. 2005. Pp 1.

Rocka fe llar T. Convex Analysis. Prin ceton University
Press. 1970. Pp. 213.

Sagan H. Advanced Calculus of Real-Valued Func tions
of a Real Variable and Vector-Valued Functions of a
Vector Variable. Houghton Mifflin Company.
Boston. 1974. Pp. 160. 

346          RIIT Vol.IX. No.4. 2008 339-346, ISSN1405-7743 FI-UNAM

Funciones distancia asimé tricas y no posi tivas defi nidas Parte I: Marco teórico

Semblanza de los autores

Hérica Sánchez-Larios. Realizó la maes tría y el docto rado en inge niería (Inves ti ga ción de opera ciones), ambos en la

Facultad de Inge niería de la UNAM. Trabajó en PEMEX, fue instruc tora de cursos sobre instru men ta ción de labo ra to rios 

en CONACYT, y ha impar tido clases en diversas univer si dades. Actual mente es inves ti ga dora del Insti tuto de Inge -

niería de la UNAM y profe sora en el Programa de Maes tría y Docto rado en Inge niería de la UNAM.

Servio Tulio Guillén-Burguete. Es egre sado de la ESIME del IPN. Obtuvo la maes tría en inge niería de control y el docto rado

en inge niería (Inves ti ga ción de opera ciones), ambos en la Facultad de Inge niería de la UNAM. Laboró en el Sistema de

Trans porte Colec tivo Metro de la Ciudad de México. Es inves ti gador del Insti tuto de Inge niería de la UNAM, y profesor

en el Programa de Maes tría y Docto rado en Inge niería, así como en la Facultad de Cien cias de la UNAM.


