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Resumen

La finalidad de este articulo es presentar de manera general las bases mate-
maticas de la geometria fractal y como este punto de vista geométrico se
aplica a problemas que se presentan en el analisis de obras civiles complejas
mediante el método del elemento finito, en el cual es importante la defini-
cion del tamano de los elementos que componen la malla, de manera tal que
la discretizacion del medio continuo sea representativa y consecuentemente
los resultados obtenidos sean confiables. Para mostrar la aplicabilidad de
esta técnica, se presenta un algoritmo fractal (desarrollado por los autores),
mediante el cual se puede hacer remalleo automéatico de mallas bidimensio-
nales de elemento finito, con lo cual se logran refinamientos locales eficien-
tes de los problemas bajo analisis. Los resultados se comparan con soluciones
analiticas mostrando que éstas se reproducen con excelente aproximacion.

Abstract

The purpose of this article is to show in a general way the mathematical basis of the
fractal geometry and how this geometrical point of view is applied to problems which
appear in the finite element analysis of complex civil engineering structures, where
the definition of the size of the elements that compose the mesh is important, such
that the discretization of the continuum medium be representative and consequently
the obtained results be more reliable. To show the applicability of this technology, a
fractal algorithm (developed by the authors) is presented, by means of which it is
possible to do automatic efficient local remeshing of finite element meshes for two-
dimensional stress analyses. The results are compared with analytical solutions
which are reproduced with excellent approximation.
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Introduccion

Generalidades

Objetivo. En este articulo se destaca la necesidad de
vincular a los matematicos modernos con los ingenie-
ros civiles y en particular con los geotécnicos, logrando
con ello concretizar el trabajo de los primeros y que los
segundos puedan matematizar sus problemas técnicos.

Con el proposito de utilizar sus conceptos basicos
para comprender los fundamentos matematicos de la
geometria fractal y sus elementos (fractales), en el apén-
dice de este articulo se comentan diferentes ramas de
las matematicas modernas (vinculadas con los fracta-
les) como son: teoria de conjuntos, topologia, teoria de
la medida e integral de Lebesgue, etcétera.

Antecedentes y entorno. Con relacion a este aspecto
cabe mencionar que actualmente existe un vinculo muy
escaso entre los matematicos que realizan un trabajo ti-
pico de las matematicas puras y los ingenieros que re-
suelven sus problemas casi de una manera intuitiva
(aun hoy en dia), con formulaciones o con modelos ge-
neralmente burdos.

Alcance. Por ser este un trabajo introductorio, tinica-
mente se presentan algunas de las ramas de las mate-
maticas modernas de mayor impacto en la geometria
fractal, destacando de cada una de ellas, aspectos que
sean de interés para los ingenieros.

Finalmente, se presenta a manera de ejemplo un trabajo
desarrollado por los autores para el remalleo automati-
co de mallas de elemento finito basado en un algoritmo
fractal y se aplica a problemas de ingenieria como son
los tineles y cimentaciones.

Reflexion sobre las matematicas modernas

La Matematica Moderna. Uno de los mas trascendenta-
les acontecimientos en la historia de la matematica es el
planteamiento de la teoria de conjuntos, porque ha per-
mitido alcanzar los niveles de generalizacion y abstrac-
cion que hoy predomina en la matematica moderna. El
descubrimiento de las geometrias no euclidianas tam-
bién contribuy¢ en la reestructuracion de todo el edifi-
cio matematico. En la matematica clasica, sus diferentes
ramas parecian desvinculadas. La matematica moder-
na se ha organizado de manera que las herramientas
estan agrupadas y ordenadas por estructuras matema-
ticas (Solis, 2004).

Matematizacidon y concretizacion. La matematizacion
es el proceso de construccion de un modelo matematico

para casos practicos. Un modelo matematico se define
como la organizacion sistemdtica de un conjunto de
conceptos matematicos, basados en ciertos algoritmos,
para dar solucion a algin problema de la realidad con-
creta. La concretizacion es el proceso inverso a la mate-
matizacion, es decir, es el proceso de transferir un
modelo matematico a la realidad.

Tanto la matematizacién como la concretizacion de-
ben ir desarrollandose y comprobandose mutuamente
en un proceso dialéctico continuo y cada vez cualitati-
vamente superior.

Se comienza la construccion de un modelo matema-
tico cuando conocemos a profundidad la naturaleza
(realidad concreta) y percibimos las relaciones entre sus
partes.

Ideas sobre conceptos matemdticos basicos
para fractales.

En este inciso se comentan brevemente las raices mate-
maticas de los fractales. Puesto que los fractales son
conjuntos compactos en los que se emplean algebras
sigma de tipo Borel, se deben tener claros algunos con-
ceptos de conjuntos (vea el apéndice), asimismo la de-
finicién de compacto pertenece a la topologia, también
el comentario acerca de algebras sigma, nos lleva al
campo de las estructuras algebraicas (estos conceptos
matematicos subsecuentes se abordan brevemente en el
apéndice. Por otra parte, una caracteristica importante
de los fractales es el empleo de sistemas iterativos de
ecuaciones, los cuales implican transformaciones topo-
logicas y conceptos de geometria algebraica y una con-
sideracion sobre el campo de soluciones de sistemas
dinamicos no lineales (problemas cadticos). Finalmen-
te, el concepto de dimension fractal es algo que procede
de la medida de Hausdorff, que en cierta forma es una
generalizacion de la integral de Lebesgue, que a su vez
es aplicable a conjuntos mas generales a los que se apli-
ca la integral de Riemann. Todo esto cae dentro del
campo de la teoria de la medida, la cual tiene como
caso particular la teoria de probabilidades. Por todo
esto, es recomendable que se tengan en ingenieria al
menos unas nociones basicas de todas estas raices de
los fractales (vea el apéndice).

Matematicas fractales

Introduccion

Durante muchos afos los sistemas y modelos lineales
han sido utilizados sistematicamente para describir y
modelar la dindmica de muchos sistemas fisicos, quimi-
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cos, econdmicos, etcétera. Sin embargo, en los ultimos
afios se ha comprobado que los sistemas no lineales
pueden presentar dindmicas muy complejas que no
pueden aproximarse mediante modelos lineales o cua-
silineales. Quizas el mas claro ejemplo de este fenome-
no lo constituyen los conjuntos de Mandelbrot y de
Julia. Estos conjuntos son la representacion grafica de
los infinitos comportamientos que se obtienen al iterar
una ecuacién no lineal (una ecuacién cuadratica). Entre
la gran variedad de comportamientos posibles de un
sistema no lineal, el conocido por caos determinista des-
taca por su complejidad (Gutiérrez, 1998). Los sistemas
caoticos son sensibles a pequenas perturbaciones exter-
nasy, por tanto, se comportan de forma impredecible, a
pesar de estar definidos por ecuaciones deterministas.
La geometria fractal y la teoria de los sistemas dinami-
cos estan intimamente ligadas, ya que la region del es-
pacio hacia la que tiende asintoticamente una orbita
cadtica tiene estructura fractal (atractores extraiios). Los
objetos fractales tienen propiedades muy particulares,
como la autosemejanza y la apariencia irregular, que
permiten caracterizarlos con base en medidas cuantita-
tivas relativas a su grado de irregularidad. La mas po-
pular de estas medidas cuantitativas es la dimension
fractal, una extension de la dimensién euclidiana para
objetos autosemejantes.

Geometria fractal

La geometria tradicional (euclidiana) se encarga de las
propiedades y de las mediciones de objetos tales como
puntos, lineas, planos y volimenes. A diferencia de es-
tos objetos geométricos clasicos, que poseen propieda-
des de continuidad y diferenciabilidad, existen otros
objetos geométricos irregulares que presentan una mis-
ma estructura a cualquier escala y tienen un nuimero
infinito de singularidades (puntos no diferenciables).
Ejemplos de estos objetos son las formas encontradas
en la naturaleza, como montafias, franjas costeras, siste-
mas hidrograficos, nubes, hojas, arboles, y un sinntime-
ro de otros objetos que no es facil describir mediante la
geometria tradicional. La geometria fractal provee una
descripcion matematica de estas formas irregulares que
se denominan fractales (Barnsley, 1990). Una de las prin-
cipales caracteristicas de los fractales es la invariancia a
los cambios de escala; es decir, un objeto fractal posee
estructura a cualquier escala formada por copias de si
mismo a menor escala.

El desarrollo de la geometria fractal ha permitido
obtener parametros cuantitativos para definir el “grado
de irregularidad” de un determinado objeto. Esto es un
criterio basado en teoria de la medida (vea el apéndice),

en la que se cuantifican caracteristicas de un conjunto
cualesquiera mediante una cantidad escalar.

Caracteristicas de los fractales. Las caracteristicas que
definen un fractal son las siguientes:

o Autosimilitud. A diferentes escalas, un fractal conser-
va la misma apariencia, siempre existe una clara si-
militud entre partes muy distantes de una misma
figura fractal.

Infinito detalle. Relacionada con la caracteristica an-
terior, al ampliar un fractal, tanto mas detalle revela
éste, sin que se tenga un limite en el que se aprecien
curvas suavizadas.

Dimension no entera. Al contrario de la geometria
clasica, en la que las figuras tienen 1, 2 6 3 dimensio-
nes, un fractal puede desarrollarse en una dimen-
sion no entera, por ejemplo la curva de Koch, que lo
hace en la dimension 1.26; esto es, ocupa parte del
plano pero no llega a tener la entidad de figura bidi-
mensional. Esta dimension se deduce a partir de la
medida de Hausdorff.

Figura 1. Curva de Koch

Las férmulas o algoritmos que los definen son rela-
tivamente sencillos y operan con un conjunto muy
reducido de datos.

e Su algoritmia es definida por una caracteristica cla-
ve: la iteracion. La aparicion en la ingenieria de las
computadoras es lo que permite experimentar y
descubrir nuevos conjuntos y sin ellas, probable-
mente Mandelbrot no hubiese llegado tan lejos.

Modelos fractales. En la actualidad existen numerosos
modelos matematicos que permiten definir objetos
fractales asociados con problemas particulares. Por
ejemplo, se puede construir una curva de interpolacion
fractal asociada a un conjunto de puntos; también son
populares los paisajes fractales creados por computa-
doras.

Uno de los modelos matematicos mds popular para
crear objetos fractales es el conocido como sistema de
funciones iteradas (IFS). En este caso, el fractal esta de-
finido como el inico subconjunto invariante a la uniéon
de un conjunto finito de transformaciones lineales que
forman el IFS (por tanto, el fractal se puede descompo-
ner en un conjunto finito de copias afines de si mismo).
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Estos modelos se analizan con detalle en (Falconer,
1993). Como ejemplo de aplicacion de la geometria frac-
tal se tiene la compresion de imdagenes (Gutiérrez,
1998). Auin cuando una imagen no posea aparentemen-
te la propiedad de autosemejanza, es posible que algu-
nas partes de ella sean semejantes a otras. Por tanto, si
encontraramos las transformaciones lineales necesarias
para que distintos subconjuntos de la imagen se trans-
formen en otros, podriamos reemplazar la imagen por
las transformaciones que la definen.

Ejemplos de iteracion (los conjuntos de Julia y Man-
delbrot). Antes se menciond que la dinamica iterativa
de ecuaciones no lineales puede dar lugar a una gran
variedad de comportamientos. La teoria de sistemas di-
namicos estudia aquellos modelos que evolucionan en
el tiempo y que pueden ser descritos bien median-
te funciones o mapas (sistemas discretos), o bien me-
diante ecuaciones diferenciales (sistemas continuos).
Por ejemplo, los conjuntos de Mandelbrot y Julia resul-
tan del sistema dindmico discreto dado por el mapeo
z=c+a.

Dimensién fractal

La propiedad de auto-similitud o escalamiento es uno
de los conceptos centrales de geometria fractal. Este
concepto se encuentra muy unido al de dimension frac-
tal, como se ve en la figura 2 (Mufioz, 2007).

Como ejemplo del calculo de la dimension fractal
tenemos lo siguiente:

Si tomamos un segmento de longitud 1, y lo parti-
mos en segmentos de longitud L obtendremos N par-
tes, de manera que N*L' = 1, cualquiera que sea L (figu-
ra 2a).

Si el objeto inicial es un cuadrado de superficie 1 y lo
comparamos con unidades cuadradas, cuyo lado tenga
de longitud L, el niimero de unidades que es necesario
para recubrirlo N, se cumple N*L* =1 (figura 2b).

Si por tltimo, el objeto que tomamos es tridimensio-
nal, por ejemplo un cubo de volumen 1, y lo medimos
con relacién a unidades que sean cubos de arista L, en-
tonces se cumple que N*L’ =1 (figura 2c).

De todo esto podemos generalizar que la dimension
fractal de un objeto geométrico es D si:

N*LP=1 1)

donde N es el niimero de objetos elementales, o de uni-
dades, de tamafio L que recubren o que completan el
objeto. Despejando D:

D= log(N)

~ log(1/I) @

2 3 4
- { | - -
T2 13 Tl
{a)
4= 9= ¥ 18= 4
172 13 T4
(b}
g8=12"

Figura 2. Dimensiones 1 a), 2 b) y 3 ¢)

Asi por ejemplo, analizando la curva de Koch (figura 3)
tenemos:

— 7 7%
. -;_,-' F.ﬁ,i WE 3 .
k 1 --\._,-" P
aJ B by -\.L.\' 3 La
: h"'“l.ﬂjll' ?L,._I"L»,P-I 'L*’"-..F oy
e —
S AL : ;

Figura 3. Célculo de la D de la curva de Koch

Reduciendo la escala de la curva a 1/3 encontramos que
se descompone en 4 partes, y utilizando la ecuacioén 2,
se tiene:

D= log()
log(3)

A medida que D aumenta de uno a dos, las curvas re-
sultantes comienzan a pasar de “parecidas a lineas” a
“llenar planos”. El mismo fendmeno ocurre con las fi-
guras con dimension entre 2 y 3, cada vez comienzan a
llenar mas el espacio.

=12618 3)
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Sistemas de funciones iteradas

Generalidades. Es claro ver en la naturaleza que mu-
chos fendmenos tienen autosimilitud. Ejemplos hay va-
rios, como las hojas de helechos, donde una de ellas
esta compuesta por muchas hojas pequenas. Estas a su
vez, compuestas de hojas mas pequenas atin; otro ejem-
plo son las nubes.

Por tanto, la caracteristica de autosimilitud de estos
fenémenos deberia ser representable a través de mode-
lacion fractal (Guzman, 1993 y Falconer, 2003).

Uno de los métodos mas usados para modelar estos
fendmenos son las IFS o sistemas de funciones iteradas.

Basicamente las IFS se pueden entender como un
conjunto de N ecuaciones de transformacién en un es-
pacio real

IFS={w,p,:n=1,2,...,N}

donde las w, son cada una de las transformaciones y las
p, son probabilidades que definiremos mas adelante.
Lo que caracteriza a las transformaciones es que deben
ser contractantes, es decir, si tengo dos puntos separa-
dos por una distancia d, al aplicarles cualquiera de estas
transformaciones se obtiene un par de puntos separa-
dos por una distancia d’ <d.

Las probabilidades p, en tanto, definen, dado un
punto cualquiera, que sobre él se aplique alguna de las
N transformaciones. La forma de usar las IFS es toman-
do un punto cualquiera en el espacio y aplicarle aleato-
riamente (segun las probabilidades p,) alguna de las N
transformaciones para obtener el siguiente punto. Al
continuar este proceso un nimero infinito de veces se
obtiene una sucesion de puntos que definen la IFS. Un
ejemplo clarificador es la obtencion del triangulo de
Sierpinski a través de este método. La forma de hacer-
lo es:

1. Se definen tres puntos vértice cualesquiera y los lla-
mamos A, By C (figura 4).

C

Figura 4. Primer paso de la IFS para obtener
el triangulo de Sierpinski

2. Se define un punto X, cualquiera, como se ve en la
figura 4.

3. Con probabilidad 1/3 elegimos cualquiera de los
tres puntos vértice, y tomamos como nuevo elemen-
to de la sucesion al punto ubicado a la mitad del
camino entre X, y el vértice escogido. En la figura se
puede ver cual seria X, en el caso de que el vértice
utilizado hubiese sido C.

4. X, se obtiene con el mismo proceso sobre X;.

5. Obteniendo muchos puntos de la sucesion y borran-
do estratégicamente algunos de los puntos iniciales,
se puede obtener el tridngulo de Sierpinski, como se
ve en la figura 5.

_ b
At A

Figura 5. Tridngulo de Sierpinski obtenido via IFS

Fractales aleatorios. Los fractales pueden ser basica-
mente de dos formas. Estan los que se componen de
muchas copias escaladas y rotadas de si mismas como
el copo de nieve de Von Koch o el tridngulo de Sierpin-
ski. Incluso el conjunto complejo de Julia cae en esta
categoria puesto que su estructura esta contenida idén-
ticamente en si misma. La generacion grafica de estas
figuras requiere una regla basica que se repite una y
otra vez, generalmente de forma recursiva. En los frac-
tales que queremos construir se incluye un elemento
de aleatoriedad, intentando asi, simular fendmenos na-
turales. A estos fractales les llamaremos fractales alea-
torios.

Dado que los fractales tienen detalles infinitos en
todas las escalas, la representacion completa de un frac-
tal en un computador es imposible. El nivel deseado de
resolucion queda limitado por el nimero disponible de
pixeles que tenemos para desplegar el grafico, o la can-
tidad de tiempo para hacer calculos por computador
que uno quiere invertir.
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Aproximacion fractal de objetos

Introduccion. Si tenemos unas semejanzas contractivas
(son transformaciones topoldgicas contractivas, como se
menciond antes, f,, f,, ..., f,, es decir aplicaciones
fi: R, = R, (transformaciones en un espacio real n-di-
mensional), tales que:

a(fy(x), fily)) =rd(x, y), con0<r<I,

y para un conjunto B compacto (implica una propiedad
del conjunto, en la cual todos sus elementos son mane-
jables, es decir, acotados). Esto es, a todos los puntos del
conjunto se les puede aplicar la transformacion. Asi, si
tomamos el operador S y lo aplicamos a todos los pun-
tos del conjunto B, se tiene:

sB)=U £(B) ©

siendo entonces S, la unién de una serie de transforma-
ciones f, que pueden representar un sistema de funcio-
nes iteradas. Entonces si se realizan n iteraciones se
tendra:

B = S(B) — S(S(B)) = S(B) = S(S*(B)) — ... > F

donde en la simbologia anterior las flechas indican la
aplicacion iterada de la transformacién S. Luego si se
hacen n iteraciones se llega a:

S(F)= S(linl 5”(3)) =limS"*(B)= F

Notese que después de n iteraciones se converge al con-
junto fractal F.

Por ejemplo, si tomamos el conjunto B como todos los
puntos de un cuadrado y a las transformaciones del
plano w,, w, y w, (donde cada una de ellas es un opera-
dor matricial) se tendra:

x 1720 \(x
w| |=
y) L0 12y
X\ (12 0)x) (12
w,| |= +
Y 0 120y 0
x 12 0 )\(x 1/4
= +
“ly) Lo 12 \y) \Va/a
En la figura 6, el primer cuadrado a la izquierda, se

transforma en los tres cuadrados mas pequenos conti-
guos (cada uno es el resultado de cada una de las tres

transformaciones w,, w, y w;). Asi mismo, si a cada uno
de estos tres cuadrados se les aplica de nuevo las mis-
mas tres transformaciones, se generaran la serie de nue-
ve cuadrados que aparecen a la derecha de dicha figura
6. Si el proceso se contintia repitiendo, es decir iterando,
se tendran los conjuntos resultantes que aparecen en las
figuras 7y 8.

Figura 6.
2
iy
Sl
G B
Figura 7.
Figura 8.

De la misma manera se pueden generar otros objetos
mas complejos. Para ello debemos afinar nuestras he-
rramientas definiendo algo mas general que las seme-
janzas contractivas, (Barnsley, 1985). En la practica,
seran aplicaciones de la forma:

a b\(x e
RN

Estas se llaman aplicaciones afines. Este es otro concep-
to topoldgico.

Atractores de sistemas de funciones iteradas. Si toma-
mos unas funciones contractivas:

S = {gl’ gZ’ Mg gm}

(un sistema de funciones iteradas o SFI), siempre exis-
te un tnico conjunto F tal que:

F=Ug(P) 6)

F se llama atractor del sistema S.
F es “autosemejante” segtin las transformaciones S.
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Meétodos para determinar atractores. Para obtener el
conjunto F tal que:

F=5(F)=Ug/(F) (6)

existen dos procedimientos: uno determinista y otro
aleatorio.

Método determinista. Tomamos un conjunto compacto
B y construimos

B — S(B) — S(S(B)) = S*(B) = S(S*(B)) — ...
Tomando limites cuando n tiende a infinito,
F = lim $"(B) = lim $"(S"(B)) = S(limS”(B)) = S(F)

Es decir, partiendo de cualquier B llegamos al atrac-
tor F.

Meétodo aleatorio. Si S = {g;, g, ..., §,J, tomamos x,
(cualquiera). Elegimos al azar

x; € {£1(x0)- £2(%), -+ &u(X)}-

A continuacion, elegimos al azar
x, € {g1(x))- (%)), -+ (X))},

X5 € {81(%)- £2(x))s +-s 8 (X},

construyendo una sucesion de puntos (x,) que cumple
que:limx, =xe F.

Repitiendo con otros (muchos) x,, obtenemos una
aproximacion de F, es decir usando esta técnica se logra
la aproximacion de objetos mediante SFI.

Teorema del collage. Para modelar la naturaleza via
IFS es necesario encontrar algunas funciones contrac-
tantes que den la simetria necesaria a nuestro dibujo. Es
claro que teniendo dos versiones de una misma ima-
gen, donde la segunda es una version escalada y rotada
de la primera, se puede obtener la funcion contractante
de esta transformacion tomando algunos de los vértices
(tantos como sean necesarios) para formar un sistema
de ecuaciones donde las incognitas sean las constantes
de la transformada.

La generacion de modelos nubosos es un ejemplo
muy clarificador. Cada una de las pequefias copias de-
fine una funcién contractiva que formara parte del con-
junto de las IFS para la modelacion del objeto.

Aproximacion de una hoja (ejemplo). Construimos
contracciones afines del tipo (4) y empleamos la si-
guiente tabla de datos:

a b C d e f
0.14 0.01 0 0.51 -0.08 -1.31
0.43 0.52 —0.45 0.50 1.49 -0.75
0.45 -0.49 0.47 0.47 -1.62 -0.74
0.49 0 0 0.51 0.02 1.62

Partiendo inicialmente de la figura 9, al realizar las apli-
caciones contractivas indicadas por la tabla anterior, se
generan sucesivamente las figuras 10 y 11. Este proceso
se puede repetir las veces que se quiera.

Figura 9.

s

Figura 11.

Observe que, en las figuras 10 y 11, se ha marcado (me-
diante el contorno sombreado) una de las varias trans-
formaciones realizadas a partir de la figura 9, la cual
aparece contraida.

Esta misma situacion se puede repetir con muchos
objetos.
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Remalleo fractal automatico

En esta seccién se aplica un algoritmo de remalleo auto-
matico desarrollado en el Instituto de Ingenieria de la
UNAM por los autores, para analizar el campo de
deformaciones en tuneles y cimentaciones superficia-
les. Con el remalleo automatico se afina la malla de ele-
mentos finitos en la zona que se excede el criterio de
falla; con ello se mejoran los resultados numeéricos en
areas donde existen cambios bruscos en las propieda-
des de materiales adyacentes (por ejemplo interaccién
suelo-estructura, nicleo arcilloso y transiciones en pre-
sas, etcétera). Es interesante notar que en los casos ana-
lizados se ha podido constatar, que las regiones de po-
sibles superficies de falla son parecidas a las que se
observan en la realidad.

Algoritmo de remalleo automatico

El remalleo se realiza automaticamente en las dreas en
las que el criterio de falla adoptado sea excedido. Deter-
minados los elementos que deben ser “fragmentados”,
se recalcula el estado de esfuerzos y se verifica nueva-
mente si éstos (en toda la malla) violan o no el criterio
de falla. Este proceso es iterativo y se detendra hasta
que se satisfaga el criterio adoptado.

Recurriendo a la teoria de fractales, el algoritmo
para la generacion del triangulo de Sierpinsky ofrece
una solucién al problema de remalleo, debido a que los
triangulos son adecuados para subdividir la malla sélo
en algunos sitios, sin alterar su totalidad, como puede
observarse (mas adelante) en la zona dentro del circulo
de la figura 13.

Los tres pasos basicos para la generacion de mallas
de elemento finito son (Magana ef al., 2001):

—_

generacién de nudos,

2. construccién de vinculos entre nudos para formar
los elementos,

3. empleo de funciones de densidad para redistribuir

adecuadamente los nudos y formar mallas de buen

aspecto en la zona critica.

La geometria fractal se aplica para la generacion de nu-
dos, posteriormente se emplean las técnicas comunes
de elemento finito.

Procedimiento seguido. Se elabord un algoritmo en
lenguaje fortran para realizar la formacion de las inci-
dencias de los elementos generados en cada etapa de
remalleo, asi como el calculo de las coordenadas de los
nudos generados, con lo cual se logra tener los datos

necesarios para iniciar los andlisis de elemento finito
después de cada refinamiento (Magafia et al., 2003). A
partir de una malla inicial a base de tridngulos (de pre-
ferencia equilateros), se toma como conjunto iniciador
un sistema de cuatro triangulos contiguos cualesquiera
(de dicha malla), vea la figura 12.

Figura 12. Malla de elemento finito inicial

El tridngulo central se toma como elemento generador,
el cual se fracciona en cuatro elementos aplicando el
procedimiento de Sierpinsky, creando un nuevo trian-
gulo central cuyos vértices son los puntos medios de los
lados del tridngulo central inicial. Por otra parte, se di-
viden a la mitad los otros tres triangulos —los que ro-
dean al central inicial- (figuras 13 y 14). Con esto, el
sistema original de cuatro triangulos, en dos iteracio-
nes, se convierte en un conjunto de 10 y 16 triangulos,
respectivamente.

- = a a El r
= n = = - - =
I
Lo - . L] L] a E

Figura 13. Malla de elemento finito refinada una vez

En cada iteracion, los seis elementos adicionales a los
cuatro internos, constituyen el cambio hecho al método
de Sierpinsky, con lo que se evitan nudos invalidos en
una malla de elemento finito. La caracteristica fractal de
este procedimiento es que se puede aplicar reiterada-
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Figura 14. Malla de elemento finito refinada dos veces

mente a cada elemento de las mallas modificadas y en
cualquier regién, como se ejemplifica en la malla de la
figura 13, dando como resultado la malla de la figura
14. En la figura 15 se presenta el diagrama de flujo del
proceso de remalleo automatico en un analisis con ele-
mento finito.

Programa Principal

Riiting de Andlisis de
elemend frilo

" T
.. il tm'rl'u.nhih" -2 as -
e - t Fir ‘:I

\

Figura 15. Diagrama de flujo del proceso de remalleo
automatico

Evaluacion del algoritmo

Con objeto de comprobar la potencialidad y eficacia
que ofrece el algoritmo de remalleo fractal, se analizo el
caso (bidimensional) de un tiinel en un espacio infinito
y sometido a cargas vertical y horizontal como se indica
en la figura 16. Los resultados obtenidos mediante el
método del elemento finito (MEF) se comparan con la
solucion analitica eldstico-lineal y elasto-plastica para
este problema. De la misma forma, se presenta la solu-
cién con MEF para tres tamafos de malla: a) burda, b)
intermedia y c) fina.

Solucién analitica elastico-lineal
para un tdnel circular

Se considera un tinel de seccion circular aislado, sufi-
cientemente largo (estado plano de deformaciones), sin
revestimiento.

La solucién elastica lineal fue propuesta por Kirsch
y es un caso similar al de una placa infinita con un ori-
ficio circular en el centro (figura 16).

ﬁ'\.
- o
rz F s i
- | oy
I e | &
- " .
- et a 1 -
5 | M I.u | -
_I'.I". kg | 1 1 . )
1 f X
- ..\"'.\_ -
ay=yh

Figura 16. Analisis de un tnel en un medio infinito

Las expresiones para calcular los desplazamientos pue-
den consultarse en la referencia Obert y Duval (1967).

Analisis elastico-lineal por el método del elemento
finito. Se analizé un tinel sin revestimiento en una
masa de suelo mediante el método del elemento finito.
Para ello se modelo el tiinel con tres mallas de elemen-
tos finitos triangulares, variando el tamafo promedio
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de los elementos para cada malla (vea las figuras 17 y
18); esto con el fin de mostrar que el tamafo de los ele-
mentos influye en la convergencia de los resultados ob-
tenidos a la solucién analitica.

e
Py |
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i |1
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Figura 17. Malla burda. 396 elementos y 232 nudos

qne

Py

Py

Figura 18. Malla fina de 3470 elementos y 1870 nudos

Posteriormente, se aplico el algoritmo de remalleo frac-
tal sobre la malla burda. En la figura 19 puede observar-

se que el remalleo se concentré muy cerca del orificio.
Los elementos generados por el remalleo tienen un ta-
mano mucho menor que los elementos iniciales, incluso
menores a los de la malla fina. Sin embargo, el total de
elementos y nudos es menos de la mitad de los que se
tienen en la malla fina.

B

Py

s

Py

Figura 19. Remalleo final, malla de 1692 elementos y 908 nudos

Comparacion de resultados. En las figuras 20 a 22 se
presentan las graficas de los desplazamientos en la cir-
cunferencia del orificio obtenidos mediante elemento
finito para las distintas mallas y la solucién analitica.
De las graficas de desplazamientos puede verse que
el tamafio de los elementos influye en la aproximacion
a la solucion analitica; con el remalleo fractal se tiene

Dt plixr arnssnilons. o &l pedimelro del tunel
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Figura 20. Desplazamientos en la circunferencia, malla burda
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Figura 21. Desplazamientos en la circunferencia, malla fina
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Figura 22. Desplazamientos en la circunferencia,
remalleo fractal

una excelente aproximacién a la solucién analitica de-
bido al grado de refinamiento automatico de la malla
en las zonas cercanas a la pared del tunel.

También resulta evidente que en el remalleo se ob-
tiene mejor aproximacion que en la malla fina. Esto in-
dica que el remalleo, al ser automatico refina la malla lo
necesario para lograr resultados idénticos a los de la
solucion analitica.

Solucion analitica elasto-plastica para un tanel circu-
lar. Tresca propuso un criterio de fluencia plastica en
funcion del esfuerzo cortante maximo (Obert y Duval,
1967).

El criterio se expresa en términos de esfuerzos prin-
cipales, de tal forma que, si o, > 0, > 0;, el maximo es-
fuerzo cortante es (o, — 0,)/2; entonces el criterio de
fluencia plastica puede determinarse de la siguiente

forma:
G179 ¢ 7
7 )

donde k es una constante. Esta suposicion se basa en el
modelo elasto-plastico perfecto de St. Venat.

L |

-l
i *"i" !
I F ] P L
| f i
! I'\ '.'5|| |
J— + f—
C 7
1 h !
" e g
7 |
Fa S W

Figura 23. Tanel circular en una masa
infinita bajo presion hidrostatica

Analisis elasto-plastico por el método del elemento
finito. Se analizé un tanel sin recubrimiento en una
masa de suelo mediante el método del elemento finito.
El material empleado es homogéneo y se aplico presion
radial uniforme mediante fuerzas nodales. Se desprecio
el peso propio. El tiinel se modeld con tres mallas de
elementos finitos de un sector de cuarto de circulo, te-
niéndose una malla burda, intermedia y fina (figuras 24
y 25). El tamano de los elementos en cada malla aumen-
ta radialmente, siendo mas densa la malla cerca del ti-
nel. Estas mallas, a diferencia de las utilizadas en el
analisis elastico-lineal, son circulares para lograr aplicar
una presion uniforme radial, como lo requiere la solu-
cion analitica, ademas de lograr una mayor precision en
los resultados por el método del elemento finito.

Y

fn
N — r

NN o

1-_:"- I| M"'\-\.
& 1 ,

.__-' IIII -\.‘:#__ _-I ﬂl:
& | - [ ™
L | ,'I '-._'\
'-:%.-___.--"-\.Hﬂ I o j" ,\_.1
2 S
I.':_ o il i I.III A1
DI /
o A A AWA - § &
L3

X

- /
‘4.‘—?— ) ““-E{ W
fmﬁghﬁdf“yﬂdha

o

Figura 24. Malla burda de 72 elementos y 49 nodos

Después se utiliz6 la malla burda para aplicar el algo-
ritmo de remalleo fractal. En la malla resultante (figura
26) puede observarse la optimizacion de la densidad de
los elementos finitos que la conforman, pues el rema-
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lleo se concentrd cerca del tinel, en donde se requiere
mayor numero de elementos de un menor tamafio.
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Figura 26. Malla refinada con remalleo fractal
automadtico, 1970 elementos y 1036 nodos

Comparacion de resultados obtenidos. A continuacion
se presentan las graficas de comparacion entre los re-
sultados obtenidos con la solucién analitica y el método
del elemento finito para las mallas presentadas ante-
riormente (figuras 27-29). Los resultados corresponden
a los esfuerzos verticales o, (proyectados de o,) sobre
una linea a 45°.

En la figura 29 se observa que los resultados obteni-
dos por el método del elemento finito (con remalleo) se
aproximan bastante a la solucion analitica y el quiebre
en el limite entre la zona plastica y la elastica esta bien
definido. Los resultados cerca del tiinel son mas aproxi-
mados a la solucién analitica, viéndose claramente el

Cal
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Figura 27. o, (linea a 459), malla burda

efecto de la densidad de los elementos en la periferia
del tanel. Sin embargo, en zonas alejadas, la malla es
mucho mas burda (figura 26), por lo que los resultados
lejos del tnel son ligeramente menos aproximados.
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Figura 29. o, (linea a 459), malla remallada
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Esto se cambiaria simplemente definiendo un criterio
mas severo para iniciar el remalleo en la zona externa.

Solucién analitica elastico-lineal para una carga
vertical uniforme sobre un espacio semi-infinito

La solucidn analitica al problema de una carga vertical
de ancho finito y longitud infinita sobre un espacio se-
mi-infinito (figura 30) esta dada por las ecuaciones:

6. = %(B+sen[3 cos(B +28)) ®)

c,.= %(B—sen[i cos(B +29)) )
donde:

q: carga por unidad de longitud
o, p:  angulos
o

o, esfuerzos normales

_%B H

O

z

Figura 30. Esfuerzo o, debido a una carga vertical uniforme

Analisis elastico-lineal por el método del elemento
finito. Se modelo el problema de una carga uniforme
vertical actuando sobre una masa de suelo mediante
una malla de elementos finitos. Dicha malla se sometid
al proceso de remalleo fractal (cuatro iteraciones), obte-
niéndose las configuraciones mostradas en las figuras
31y 32.

Figura 31. Esfuerzo o, en la malla inicial

1525

r—

b

Figura 32. Esfuerzo o, en el cuarto remalleo

Comparacion de resultados obtenidos. A continuacion
se presentan las graficas de comparacion entre los re-
sultados obtenidos con la solucidn analitica y el método
del elemento finito para la malla presentada antes suje-
ta a remalleo. Las curvas muestran los esfuerzos verti-
cales actuando a lo largo de la seccion media del suelo
de cimentacion.

En las figuras 33 y 34 puede observarse cémo, me-
diante el remalleo fractal, la solucién numérica se
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Figura 33. Esfuerzos verticales, malla inicial
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Figura 34. Esfuerzos verticales, 42 remalleo
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aproxima a la solucion tedrica, muy cerca de la zona de
aplicacion de carga (contacto suelo-cimentacion), pues
es donde la concentracién de esfuerzos es mayor.

Conclusiones

El empleo de algoritmos fractales en el remalleo auto-
matico de mallas de elementos finitos permite detectar
zonas criticas o inestables en el medio continuo, que
bajo ciertas condiciones de esfuerzo-deformacion pue-
den revelar la fluencia de los materiales y el posible ori-
gen de grietas. El algoritmo de remalleo fractal tiene la
propiedad de que es muy simple y puede aplicarse rei-
teradamente de manera automatica hasta obtener for-
mas muy complejas en las mallas de elemento finito,
que modelan con muy buena aproximacion el compor-
tamiento de obras reales.

Dependiendo del criterio de falla utilizado para efec-
tuar el remalleo, la configuracion de la malla remallada
indicard en qué regiones se presenta la fluencia de los
materiales. Estos criterios son muy variados y cada uno
de ellos influira en forma muy distinta en el remalleo.

Las graficas mostradas en los analisis elastico-lineal
y elasto-plastico realizados al ttnel revelan que la
aproximacion de los resultados depende en gran medi-
da de la densidad de la malla de elementos finitos y el
tamano de éstos; con el remalleo se comprobd que es
necesario afinar aquellos sitios en donde los gradientes
de esfuerzos son grandes, o bien en donde los esfuerzos
normales y cortantes son maximos, pues es ahi en don-
de se requiere mas informacion para analizar aproxi-
madamente el problema con elementos finitos.

El remalleo también depende del tipo de analisis
que se realice, ya que los analisis elasto-pldasticos y li-
neal muestran formas distintas; esto se debe a que en
cada tipo de analisis las propiedades mecanicas de los
materiales se modifican de acuerdo a diferentes leyes
de esfuerzo-deformacion. Esto implica una redistribu-
cién de esfuerzos y deformaciones distintas conforme
al modelo de comportamiento del suelo.

APENDICE

Campos de las mateméaticas modernas
vinculados con los fractales.

En este apéndice se mencionan algunos campos de las
matematicas de los cuales es recomendable manejar al-
gunos conceptos basicos para comprender mejor la na-
turaleza de los fractales.

Conjuntos

La importancia de la teoria de conjuntos radica en que
se pueden definir los siguientes conceptos y probar to-
das sus propiedades: par ordenado, relacién, funcién,
particion, orden, estructuras algebraicas, los naturales,
los enteros, los racionales, los reales, los complejos, et-
cétera.

En general el concepto de conjunto obliga a reflexio-
nar en dos cuestiones intimamente vinculadas, por un
lado en una propiedad determinada de un objeto y en
segundo lugar en la formacién de un conjunto a partir
de todos los objetos que poseen esa caracteristica.

Topologia

La topologia es una de las ramas matematicas que a su
vez se utiliza en muchas otras ramas de las matemati-
cas, permitiendo entre todas ellas una conexion cohe-
rente. Se puede considerar que una transformacion
topoldgica es semejante al concepto fisico de deforma-
cion, lo cual no es exactamente correcto. Entre las de-
finiciones importantes, se tienen: la de vecindad, cer-
cania, conjunto denso, o no denso, conjunto cerrado o
abierto si incluye o no su frontera, etcétera.

Lo relevante en este caso es que la topologia estudia
aquellas transformaciones en las cuales las imagenes de
los objetos no sufren cambios que alteren su estructura
topologica, es decir, por ejemplo, un cuerpo con un ori-
ficio como una dona, topologicamente es analogo a una
taza, que también tiene un orificio en el asa de donde
ésta se sujeta.

Estructuras algebraicas

Una estructura algebraica es un conjunto con una o va-
rias operaciones, que satisfacen unos axiomas dados.
Cualquier operacion por elemental que sea implica un
mapeo (o transformacion matematica). Entre las estruc-
turas algebraicas mas usadas se tienen: magmas, semi-
grupos, grupos, anillos, etcétera.

En este concepto lo importante es comprender que
existe una gran variedad de opciones para realizar ope-
raciones diversas, con elementos de conjuntos muy ge-
nerales, y no simplemente pensar en las operaciones
del algebra clasica, como suma, resta, multiplicacion.

Algebra de boole

Se tiene que la logica o el dlgebra de Boole (y sus opera-
dores légicos Y, O y NO) al ser también una estructura
algebraica, implica que en los razonamientos légicos
también se definen operaciones especificas.
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Algebra sigma

Es una coleccion de subconjuntos del espacio muestra
(conjunto de resultados posibles de un experimento)
que contiene el conjunto vacio @ y es cerrada bajo unio-
nes contables.

Ejemplo: lanzamos un dado al aire, observamos el
numero de puntos en la cara superior. El espacio mues-
tral del experimento es S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Uno de los
algebra sigma que podemos asociar a S es la coleccion
{o}, {1,2}, {3, 4, 5, 6}, S. En sintesis, las operaciones son
uniones, intersecciones y otras, semejantes a las que se
emplean en teoria de probabilidades, ya que ésta perte-
nece a este tipo de algebras.

Aqui se debe resaltar que estas algebras, son con-
juntos en los que sus elementos se forman a partir de
una serie de objetos elementales, combinandolos, de
manera semejante a un nimero de dos o mas digitos a
partir de una base dada (binaria, decimal, hexadecimal,
etcétera) o también cdmo se forman las palabras a par-
tir de las letras del alfabeto.

Algebra de borel

Finalmente un algebra de Borel se considera parte
de las estructuras algebraicas e implica una iteracion
de mapeos. Es una de las dos algebras-sigma si-
guientes:

e La minima algebra-sigma que contiene los conjun-
tos abiertos.

e La minima algebra-sigma que contiene los conjun-
tos cerrados.

En este caso los elementos base tienen caracteristicas
geomeétricas, por ejemplo, segmentos de linea, circulos,
entre otras, y mediante ellos se hacen combinaciones.
Por ejemplo, como se combinan para formar letras (A,
B, C, D, etcétera.), asi la A es combinacion de tres seg-
mentos rectilineos, la D de un segmento lineal y de un
arco circular, y asi las demas letras. Por este motivo el
manejo de fractales sigue reglas semejantes a este tipo
de algebra.

Algebra operacional

Aqui se generaliza la idea de operacion al grado de
operadores que acttian incluso sobre otros operadores.
Por ejemplo, se tienen las siguientes propiedades de es-
tas operaciones.

Propiedad de multiplicacién. El producto de los opera-
dores de dos funciones entrantes f{) y g() es igual al

producto del operador D con el operador de la funcion
£+ 80):

[71lgl=DIf* gl (10)

Propiedad aditiva. Un operador V se dice que es aditivo
si cumple la igualdad

Vg, + @, =Vo,() + Vo, (1)

Basandose en esta algebra, se pueden construir “ope-
raciones” muy generales, no Unicamente de tipo nu-
mérico.

Teorfa de la medida

Entre los objetivos de este inciso se encuentran: conocer
las propiedades de las medidas (en general), asi como
de la integral de Lebesgue. También, manejar los con-
ceptos basicos de espacios abstractos de medida (em-
pleados, por ejemplo, en teoria de probabilidad).

En matematicas una medida es una funcion (o ma-
peo u operador) que asigna un nimero, por ejemplo, a
un “volumen” o “probabilidad”, a subconjuntos de un
conjunto dado (es decir, son funciones que implican
manejos algebraicos diferentes segin el conjunto al que
se aplican).

La caracteristica basica de esta teoria es poder defi-
nir una regla operativa tal sobre las propiedades de los
objetos de un conjunto dado, como resultado de una
imagen que es simplemente una escalar.

Medida e integracion. La teoria de medida e integracion
es el estudio de longitudes, superficies y volimenes en
espacios generales.

La integral de Lebesgue. Este tipo de integral cubre una
clase mas amplia de funciones que la integral de Rie-
mann. Esta integral equivale a una extension de las no-
ciones clasicas de longitud y é&rea a conjuntos mas
complicados. A partir de conceptos similares se cons-
truye la medida de Hausdorff, que es basica en la carac-
terizacién de los conjuntos fractales. Debe recalcarse
que las diferentes integraciones posibles son casos par-
ticulares dentro de la teoria de la medida.

Geometria algebraica

La geometria algebraica estudia los sistemas de ecua-
ciones polindmicas con coeficientes. Observe que se re-
lega a un segundo plano los sistemas de ecuaciones
para centrarse en las estructuras algebraicas derivadas
de sus soluciones, es decir, consiste en centrar la aten-

Ingenieria Investigacion y Tecnologia. Vol. XII, Nim. 1. 2011, 103-118, ISSN 1405-7743 FI-UNAM 17



Anilisis con elemento finito y remalleo fractal en geotecnia

cién en los conjuntos de soluciones de los sistemas, los
cuales forman conceptos matematicos, interpretables
geométricamente como puntos, rectas, planos y genera-
lizaciones a dimensiones superiores.

La caracteristica esencial de esta geometria (que es
un algebra no lineal) es que las soluciones en este caso
son multiples y no tinicas como en el algebra lineal.
Esto da origen a bifurcaciones, etcétera.

Referencias

Barnsley M.F. Fractals Everywhere. Academic Press. New York.
1990.

Basualdo Catedras de geotecnia y cimentaciones 2005. [en linea].
Disponible en: http://www.carreras.frba.utn.edu.ar/civil/geo-
tecnia/Analisis%20n0%20lineal %20Rev.1.pdf.

Falconer K. Fractal Geometry. Mathematical Foundations and Applica-
tions. John Wiley and Sons, Chichester. 1993.

Gutiérrez J. Sistemas no lineales. Conceptos, algoritmos y aplica-
ciones. V Conferencia Nacional de Ciencias de la Computa-
cién, CCBOL'98. Potosi, Bolivia, noviembre, 1998.

Semblanza de los autores

Roberto Magaiia Del Toro. Ingeniero Civil (1970) por la Facul-
tad de Ingenieria, UNAM. M. L. (geotecnia) por la DEPFI,
UNAM. Estudios de doctorado completos en la misma
institucién. Es Técnico Académico Titular C, en el Insti-
tuto de Ingenieria, desde hace 35 afos. Ha escrito 62 ar-
ticulos para congresos nacionales e internacionales. Ha
impartido materias y seminarios en la Facultad de Inge-
nieria y en la DEPFI de la UNAM. Linea de investiga-
cion: aplicacion de métodos numeéricos y elemento finito
al estudio del comportamiento dindmico de obras geo-
técnicas. Nuevas lineas de investigacion: aplicacion de
geometria fractal para el remalleo automatico de mallas
de elemento finito, uso de la teoria del caos y de las ecua-
ciones diferenciales fraccionarias para el estudio de se-
fales sismicas.

Armando Rafael Hermosillo Arteaga. Ingeniero Civil por la Fa-
cultad de Ingenieria de la UNAM en 2004. Maestro en
Ingenieria por la misma Facultad en 2006. Es becario del
Instituto de Ingenieria de la UNAM desde septiembre de
2001. La linea de investigacion en la que colabora se rela-
ciona con la aplicacion de métodos numéricos, método
de elementos finitos, teoria del caos y fractales en la solu-
cion de problemas de ingenieria geotécnica. Ha partici-
pado como coautor en la elaboracion de 15 articulos para
congresos nacionales e internacionales. Actualmente se
encuentra realizando sus estudios de Doctorado en la
Facultad de Ingenieria, UNAM.

Guzman M., De Martin M.A., Moran M., Reyes M. Estructuras
fractales y sus aplicaciones. Editorial Labor. Barcelona. 1993.
Hermosillo A. Refinamiento automdtico de mallas de elemento finito
mediante teoria de fractales y su aplicacion en problemas geotécnicos

(tesis de maestria, DEPFI, UNAM), 2006.

Magana R., Pérez M., Hermosillo A., Romo M., Comparative Stu-
dies Between Methods of Classic Remeshing and Fractal
Approaches, International Conference on Adaptaptative Mo-
deling and Simulation, ADMOS 2003, Géteborg, Suecia, sep-
tiembre 2003.

Magafia R., Pérez M. y Romo M. Uso de fractales en el refinamien-
to continuo de mallas de elemento finito, XXI Congreso Na-
cional de Ingenieria Sismica, Guadalajara, México. 2001

Munoz F., Meza R. Nubes fractales: varias aproximaciones. Pro-
yecto de Computacion Grafica - CC52B. Dpto. de Cs. de la
Computacion. FCFM - U. de Chile. 2007.

Obert L., Duvall-Wilbur I. Rock Mechanics and the Design of Structu-
res in Rock. Editorial John Wiley and Sons, 1967.

Solis C. Fundamentos y métodos activos para el aprendizaje de la
matematica. Primera edicion. Huancayo Perti Seccion: Mate-
matica publicado por: Miguel Guzman, noviembre, 2004.

Miguel Pedro Romo Organista. Ingeniero Civil por la Universi-
dad Auténoma de Guadalajara (1968). Maestria en Me-
canica de Suelos por la UNAM en 1972 y Doctorado en
Ingenieria Geotécnica por la Universidad de California,
Berkeley en 1976. Profesor Investigador Titular del Insti-
tuto de Ingenieria, UNAM desde 1977. Premio Universi-
dad Nacional 2005 en el area de Innovacion Tecnoldgica
y Disefio Industrial, UNAM, Premio “Nabor Carrillo
Flores 2004-2005” del Colegio de Ingenieros Civiles de
México y Premio Nacional de Ciencias y Artes 2007. Ha
dirigido 10 tesis de doctorado, 32 de maestria y 9 de li-
cenciatura. Investigador Emérito del Sistema Nacional
de Investigadores (SNI).

Jorge Carrera-Bolafios. Licenciado en matematicas por la Uni-
versidad de Leipzig, Alemania. Doctor en matematicas
aplicadas (teoria de sistemas) por la universidad L. Eoto-
vos, Budapest, Hungria. Doctor en filosofia de la ciencia,
UNAM. Profesor Titular C, TC, Facultad de Ingenieria,
UNAM. Mas de 15 publicaciones internacionales, la ma-
yoria arbitradas. Ha participado con ponencias en mas
de 80 congresos nacionales e internacionales. Tutor de 5
tesis de doctorado y diversas de maestria y licenciatura.

118 Ingenieria Investigacion y Tecnologia. Vol. XII, Nam. 1, 2011, 103-118, ISSN 1405-7743 FI-UNAM



