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Resumen

Este artículo demuestra que es posible extender el teorema de Pitágoras a 
‘’N’’ dimensiones. Esta demostración se basa principalmente en el álgebra 
lineal, sobre todo en el producto vectorial en ‘’N’’ dimensiones. 

Abstract

This article demonstrates that it is possible to extend the Pythagorean Theorem to 
‘’N’’ dimensions. This demonstration is mainly done based on linear algebra, espe-
cially in the vector product of ‘’N’’ dimensions. 
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Introducción

Uno de  los teoremas más importantes de la geometría, 
si no es que el más importante, es el teorema de Pitágo-
ras. Este teorema es un legado ancestral que ha podido 
perdurar hasta nuestros días. Pitágoras nació en la isla 
griega de Samos, alrededor del año 582 a.C. y murió 
alrededor del 507 a.C. Fue hijo de un mercader fenicio 
establecido en Sarros, estudió con Percenidas, Anaxi-
mander y probablemente con Tales. Viajó a Grecia y a 
Fenicia, estudiando tres años en Sidón, Tiro y Babilo-
nia. Posteriormente viajó a Egipto haciendo escala en 
Haifa y visitando templos en el Monte Carmel. Estudió 
22 años en Egipto y permaneció 13 en Babilonia al caer 
cautivo en su regreso a Samos. Cuando llegó a su ciu-
dad natal, Polycrates le impidió continuar sus estudios, 
así que viajó a Crotona, al sur de Italia y fundó su co-
munidad iniciática dedicada al estudio de la fi losofía, 
las matemáticas y las ciencias de la naturaleza. Se dice 
que en esta comunidad podían participar tanto hom-
bres como mujeres. 

Al fi nal, el movimiento pitagórico progresó, se pro-
pagó e infl uyó en todos los campos de la sociedad de 
aquella época. La comunidad pitagórica llegó a su fi n 
por la oposición de ciertos núcleos de la oligarquía Cro-
tona. No se sabe si Pitágoras murió en la destrucción de 
su comunidad, pero se sabe que Filolao, uno de sus dis-
cípulos, sobrevivió. Este se hizo dueño de gran parte de 
la documentación de la comunidad. Posteriormente la 
viuda de Filolao le vendió a Platón esta documentación, 
con lo cual este fi lósofo se convirtió en uno de los here-
deros de Pitágoras.

Actualmente mucha de la sabiduría pitagórica se ha 
perdido en el tiempo, y aún así ha sido la base de gran 
parte de la ciencia y la tecnología moderna. Nuestro de-
ber como herederos de los grandes maestros es honrar-
los, aprovechando y desarrollando su legado para el 
bienestar de la humanidad.

Este artículo pretende honrar a Pitágoras y a mis 
maestros al desarrollar una generalización del teorema 
de Pitágoras para ‘’N’’ dimensiones.

Anteriormente se han realizado trabajos en donde 
se expone que este teorema se puede generalizar a tres 
y cuatro dimensiones (Murray, 2003). Este artículo va a 
seguir los mismos pasos, pero se hará uso de una gran 
herramienta legado de mis maestros: el álgebra vecto-
rial. Principalmente, la base es el producto cruz de ‘’N’’ 
dimensiones expuesto por Murray (2004).

La teoría básica es relativamente simple. El teorema 
de Pitágoras originalmente expone que: ‘’El cuadrado 
de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a 
la suma del cuadrado de sus otros dos lados’’.

222 = YXH +  (1)

Ahora supongamos que cada uno de los lados del trián-
gulo es un vector.

Si es así, los vectores X  y Y  se defi nen de la siguiente 
manera: 

[ ]0= XX , [ ]YY 0=  

El vector H  sería la resta de los vectores X  y Y :

[ ]YXH −=  

Hasta ahora no se ha visto nada nuevo ni espectacular, 
pero en este momento empezaremos a mostrar paulati-
namente los secretos de este artículo. El paso siguiente 
no parece muy impresionante en dos dimensiones, 
pero su gran potencial se incrementa conforme las di-
mensiones aumentan.

Ahora se obtendrá un vector perpendicular a cada 
vector del triángulo, por medio del producto vectorial 
en dos dimensiones como lo propone Murray (2003). 
Este vector en dos dimensiones es de la misma longitud 
que el vector original, lo que cambia en más dimensio-
nes, pero el vector sigue siendo proporcional.

 (2)

 
  (3)

 
  (4)

' = = = 0
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i j
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i j

H det Yi Xj X Y
X Y

⎡ ⎤
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Ahora sólo resta obtener la magnitud al cuadrado 
de cada uno de estos últimos vectores. Esto se facilita al 
obtener el producto de cada vector consigo mismo.

[ ] [ ] 22 =00=''=|'| XXXXXX −⋅−⋅  (5)
 

 (6)

 
(7)

Como 'X , 'Y  y 'H  son de la misma magnitud que X , Y  
y H , respectivamente, llegamos a la conclusión que ya 
sabíamos: ‘’La suma del cuadrado de los catetos es 
igual al cuadrado de la hipotenusa’’.

Aquí lo interesante es que este procedimiento es 
aplicable desde dos hasta ‘’N’’ dimensiones. Y con ello 
podemos generalizar el teorema de Pitágoras.

Desarrollo

Teorema de Pitágoras en tres dimensiones

El teorema de Pitágoras en su forma original es aplica-
ble a dos dimens iones, cuan do se aplica a tres dimen-
siones el teorema se redefi ne de la siguiente manera: 
‘’El cuadrado del área del plano que se forma por un 
plano cortado por los planos XY, YZ y ZX es igual a la 
suma del cuadrado de cada una de las áreas que se for-
man por estos tres últimos planos delimitadas por el 
primer plano’’.

 (8)

Demostración

Para desrrollar la demostración utilizamos el cálculo 
del área de cada superfi cie por medio del producto vec-
torial.  El producto vectorial entre dos vectores da como 
resultado un vector cuyo módulo es el doble del área 
del triángulo defi nido por esos vectores. Como lo que 
nos interesa es el área al cuadrado, la obtenemos divi-
diendo el vector entre dos y obteniendo el producto 
punto consigo mismo:

21= VVVr ×  (9)

 
)

2
1()

2
1(=2

rr VVA ⋅  (10)

Visto lo anterior, el procedimiento que se va a utilizar 
para la demostración es el cálculo del área al cuadrado 
de la superfi cie delimitada por los planos XY, YZ y ZX. 
Posteriormente, calcularemos el área de las superfi cies 
al cuadrado en los planos XY, YZ y ZX, y veremos si la 
suma de estas últimas áreas al cuadrado es igual al área 
del la primera superfi cie.

Cálculo del área al cuadrado de la primera superficie

Para el cálculo del área al cuadrado de esta superfi cie 
primero necesitamos obtener dos vectores que defi nan 
esta área. Para hacerlo se toma como eje el punto de 
corte del plano con el eje X, y se le restan los puntos de 
corte del plano en los ejes Y y Z, con lo cual se obtienen 
los dos vectores buscados:

[ ] [ ] 222 ==''=|'| YXYXYXHHH +⋅⋅

[ ] [ ] 22 =00=''=|'| YYYYYY ⋅⋅

2 2 2 2=h xy yz zxA A A A+ +
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      (11)
 
    (12)

Ya con estos vectores procedemos a obtener el producto 
cruz:

(13)

XYkXZjYZiV
hr

++=  (14)

Para obtener el área al cuadrado, dividimos el vector en-
tre dos y obtenemos el producto punto consigo mismo.

 (15)

 (16)

Obtención del área al cuadrado de la superficie 
en el plano XY

Para el cálculo del área en este plano se hace lo mismo 
que en el plano anterior, con la única diferencia de que 
los vectores que defi nen esta superfi cie se encuentran 
sobre los ejes X y Y, y su magnitud está defi nida por los 
puntos de corte de estos ejes con el plano que genera la 
primera superfi cie.

Procedemos al cálculo del producto cruz:

(17)

  (18)

Después obtenemos el área al cuadrado:

     (19)

 (20)

Se puede ver claramente que la ecuación (20) es igual al 
último término de la ecuación (16).

Obtención del área al cuadrado de la superficie 
en el plano YZ

Aquí se realiza el mismo procedimiento que para la su-
perfi cie anterior, pero en este caso los vectores van a 
estar sobre los ejes Y y Z.
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X X
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Cálculo del producto cruz:

(21)

  (22)

Procedemos a obtener el área al cuadrado:

  (23)

  (24)

Se puede ver claramente que la ecuación (24) es igual al 
primer término de la ecuación (16).

Obtención del área al cuadrado de la superficie 
en el plano ZX

Aquí se realiza el mismo procedimiento que para la su-
perfi cies anteriores, pero en este caso los vectores van a 
estar sobre los ejes Z y X.

 

Cálculo del producto cruz:

  
(25)

  (26)

Procedemos a obtener el área al cuadrado:

  (27)

  (28)

Se puede ver claramente que la ecuación (28) es igual al 
término restante de la ecuación (16).

Resultado

Con las ecuaciones (16), (20), (24) y (28) de las subsec-
ciones anteriores podemos concluir que la siguiente 
ecuación es cierta para tres dimensiones:

  (29)

Teorema de Pitágoras en cuatro dimensiones

El caso tetradimensional del teorema de Pitágoras es 
igual al caso en dos dimensiones. La única diferencia es 
que en vez de manejar supefi cies determinadas por dos  
vectores, se utilizan volúmenes determinados por tres 
vectores.

Para este caso, vamos a suponer un plano en un es-
pacio de cuatro dimensiones que corta a los ejes ortogo-
nales X, Y, Z y A. Estos últimos ejes son los ejes de 
referencia en este espacio de cuatro dimensiones, igual 
que los ejes X, Y y Z en tres dimensiones.

Demostración

Para la demostración de este caso se sigue el mismo pro-
cedimiento que se realizó para tres dimensiones, con la 
variante de que los volúmenes están defi nidos por tres 
vectores y por lo tanto, los pro ductos cruz se hacen con 
tres vectores. Otra variante es que en lugar de dividir el 
vector resultante entre dos, se divide entre seis.

  (30)
 

  (31)

Cálculo del cuadrado del primer volumen

Para el cálculo del cuadrado de este volumen primero 
necesitamos obtener tres vectores que lo defi nan. Para 
hacer esto tomamos como eje al punto de corte del pla-
no con el eje X y se restan los puntos de corte del plano 
en los ejes Y, Z y A, con lo cual se obtienen los vectores 
buscados: 

(32) 

  (33)

2 1 1= ( ) ( )
2 2YZ r rYZ YZ

A V V⋅

2 21= ( )
4YZA YZ

0 0 0 0
= 0 0 =

0 0 0 0
0 0

rZX

i j k
Z Z

V det Z i j k
X X

X

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

=rZX
V XZj

2 1 1= ( ) ( )
2 2ZX r rZX ZX

A V V⋅

2 21= ( )
4ZXA XZ

2 2 2 2=h XY YZ ZXA A A A+ +

321= VVVVr ××

)
6
1()

6
1(=2

rr VVV ⋅

1 = 0 0 0 0 0 0 = 0 0V X Y X Y⎡ ⎤ − ⎡ ⎤ ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 = 0 0 0 0 0 0 = 0 0V X Z X Z⎡ ⎤ − ⎡ ⎤ ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0 0 0
= 0 0 =

0 0 0 0
0 0

rYZ

i j k
Y Y

V det Y i j k
Z Z

Z

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

=rYZ
V YZi
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  (34)

Ya con estos vectores se procede a obtener el producto 
cruz:

  (35)

 (36)

  (37)

  (38)

Para obtener el volumen al cuadrado, se divide el vec-
tor entre seis y se obtiene el producto punto consigo 
mismo.

  (39)

  
(40)

Obtención del cuadrado del volumen XYZ

Para el cálculo de este volumen se hace lo mismo que en 
el paso anterior, con la única diferencia que los vectores 
que defi nen este volumen se encuentran sobre los ejes 
X, Y y Z, y su magnitud está defi nida por los puntos de 
corte en estos ejes con el plano que genera la primera 
superfi cie.

Procedemos al cálculo del producto cruz:

  (41)

   (42)

  (43)

Después se obtiene el volumen al cuadrado:

  (44)

  (45)

Podemos ver claramente que la ecuación (45) es igual al 
último término de la ecuación (40).

Obtención del cuadrado del volumen YZA

Aquí se realiza el mismo procedimiento que para el vo-
lumen anterior, pero en este caso los vectores van a es-
tar sobre los ejes Y, Z y A.
Cálculo del producto cruz:

  (46)

  (47)

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

  
(48)

3 = 0 0 0 0 0 0 = 0 0V X A X A⎡ ⎤ − ⎡ ⎤ ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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−
−

−
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YX
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0 0 0 0
= 0 0 0
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X Y X Y
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
=

0 0rh

Z Z
V Yi Xj

A A
⎡− ⎤ ⎡− ⎤

− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0
0

X X Z
Yk Yl

X A X
⎡ ⎤ ⎡ − ⎤

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

YZXlYXAkXZAjYZAiV
hr

−−−−=

)
6
1()

6
1(=2

hrhrh VVV ⋅

2 2 21 1= ( ) ( )
36 36hV YZA XZA+ +

2 21 1( ) ( )
36 36

YXA YZX+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
000
000

=

Z
Y

X
lkji

detV
XYZr

0 0 0 0 0
= 0 0 0 0 0

0 0 0 0
rXYZ

X
V i Y j

Z Z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

X X
k Y l Y

Z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

XYZlV
XYZr −=

)
6
1()

6
1(=2

XYZrXYZrXYZ VVV ⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

A
Z

Y
i

A
Z

Y
lkji

detV
YZAr

00
00
00

=

000
000
000

=

YZAiV
YZAr =

)
6
1()

6
1(=2

YZArYZArYZA VVV ⋅

2 =
3XYZV 21 ( )
36

XYZ



81

 Acosta-Robledo J.U.

Ingeniería Investigación y Tecnología. Vol. XIII, Núm. 1, 2012, 75-84, ISSN 1405-7743 FI-UNAM

  (49)

Se puede ver claramente que la ecuación (49) es igual al 
primer término de la ecuación (40).

Obtención del cuadrado del volumen ZAX

Aquí se realiza el mismo procedimiento que para el vo-
lumen anterior, pero en este caso los vectores van a es-
tar sobre los ejes Z, A y X.

Cálculo del producto cruz:

 

        

(50)

  (51)

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

  (52)

  (53)

Podemos ver claramente que la ecuación (53) es igual al 
segundo término de la ecuación (40).

Obtención del cuadrado del volumen AXY

Aquí se realiza el mismo procedimiento que para los 
volúmenes anteriores, pero los vectores van a estar so-
bre los ejes A, X y Y.

Cálculo del producto cruz:

  (54)

  (55)

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

  (56)

  (57)

Se puede ver claramente que la ecuación (57) es igual al 
tercer término de la ecuación (40).

Resultado

Con lo anterior, queda demostrado que el teorema de 
Pitágoras es válido para cuatro dimensiones .

  (58)

Teorema de Pitágoras para ‘’N’’ dimensiones

El teorema de Pitágoras se puede generalizar a N di-
mensiones siguiendo la misma lógica que para cuatro 
dimensiones. Siendo, en este caso, los volúmenes de di-
mensión N−1.

Demostración

Para esta demostración se realizará un procedimiento 
 similar al de tres y cuatro dimensiones, con la variante 
de que se va a trabajar en ‘’N’’ dimensiones y con los 
volúmenes defi nidos por 1−N  vectores y por lo tanto, 
los productos cruz se hacen con 1−N  vectores. Otra va-
riante  es que en lugar de dividir el vector resultante en-
tre dos o seis, se divide entre 1)!( −N
Para facilitar el procedimiento algebraico se sustituye 
N  por 1+n  en los cálculos de esta sección (por lo tanto, 
la demostración se va a hacer para 1−N  dimensiones).

  (59)

Los vectores de posición que defi nen los puntos de cor-
te de la superfi cie con cada uno de los ejes en nuestro 
espacio vectorial son los siguientes:
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Cálculo del cuadrado del primer volumen

Para el cálculo del cuadrado del primer volumen se rea-
liza el mismo procedimiento que para las dimensiones 
3 y 4.
Primero se obtiene el producto vectorial de los vectores 
que defi nen el volumen.

  (60)

  (61)

 

    
(62)

Luego se obtiene el volumen al cuadrado:

  (63)

 
 
  (64)

Obtención del cuadrado del primer 
volumen (β=n)

Desde este punto vamos a utilizar a β como el índice 
que indica qué columna de la matriz de vectores va te-
ner únicamente ceros.
Aquí vamos a obtener el primer volumen formado por 
los n−1 primeros vectores que indican los puntos de 
corte de la superfi cie con los ejes.
Primero obtenemos el producto cruz de los primeros  
n−1 vectores.

  

(65)

  (66)

Luego se obtiene el volumen al cuadrado:

  (67)

  (68)

  (69)

En este caso podemos ver que la ecuación (69) es similar 
al último elemento de la ecuación (64), sólo variando en 
el signo de los valores de los elementos internos de la 
sumatoria. Esta variación sólo hace que el término en la 
ecuación (64) que se encuentre en los paréntesis pueda 
ser positivo o negativo, pero al estar elevado al cuadra-
do, prácticamente la ecuación (69) es igual al último tér-
mino de la ecuación (64) (para valores que no contengan 
componente imaginaria).

Obtención de los volúmenes 2 al antepenúltimo (1<β<n)

Obtenemos el producto cruz:
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  (70)

(71)

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

  (72)

  (73)

 (74)

Si se suman los volúmenes al cuadrado desde el segun-
do hasta el antepenúltimo, queda lo siguiente:

  (75)

En este caso podemos ver que la ecuación (75) es igual 
al tercer término de la ecuación (64) para valores que no 
contengan componente imaginaria.

Obtención del cuadrado del penúltimo 
volumen (β=1)

Obtenemos el producto cruz:

  (76)

  (77)

Se obtiene el volumen al cuadrado:

  (78)

  (79)

En este caso podemos ver que la ecuación (79) es igual 
al segundo término de la ecuación (64) para valores que 
no contengan componente imaginaria.

Obtención del cuadrado del último volumen 
(β=0)

Se obtiene el producto cruz:

  (80)

  (81)

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

  (82)
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(83)

En este caso se obesrva que la ecuación (83) es igual al 
primer término de la ecuación (64) para valores que no 
contengan componente imaginaria.

Resultado

Con lo anterior se demuestra que el teorema de Pitágo-
ras es válido para N dimensiones (N−1), siempre y 
cuando, los puntos de corte en los ejes de la dimensión 
propuesta, no contengan componente imaginaria.

  (84)

Conclusiones

Podemos decir que el teorema de Pitágoras es generali-
zable a ‘’N’’ dimensiones de la siguiente manera:

‘’Siendo un espacio de N dimensiones, se puede decir que 
el cuadrado del volumen de dimensión N-1 generado por el 
corte de un plano N-dimensional sobre los N ejes ortogonales, 
es igual a la suma de los cuadrados de los volúmenes de di-
mensión N-1 que resultan de las c ombinaciones de los N vec-
tores de posición que defi nen los puntos de corte de los ejes 
con dicho plano, tomados de N-1 en N-1.’’

Es necesario aclarar que lo anterior es verdad, siem-
pre y cuando los cortes con los ejes no contengan com-
ponentes imaginarias.
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