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Resumen

Se presenta un procedimiento para la caracterizacion de modos de vibracién
estructural conocidos como “modos cercanos”, que son aquellos con fre-

. o , Descriptores:
cuencias naturales similares y que se presentan cominmente en estructuras

cuasi-axisimétricas. * modos de vibracién
La caracterizacion de estos modos normalmente se dificulta debido a que e modos cercanos

sus regiones de resonancia estan traslapadas, y eso impide distinguir las e caracterizacién modal
componentes de vibracién correspondientes a cada modo empleando los * pruebas modales
métodos convencionales, disehados para sistemas de un grado de libertad. * pruebas de vibracién
El procedimiento que se propone aqui se basa en la estimacién simultanea * FRFs

de los parametros de dos modos cercanos empleando el niumero minimo
posible de datos de respuesta en el dominio de la frecuencia. Los parame-
tros modales se relacionan directamente con las diferencias entre la res-
puesta medida a diferentes frecuencias de excitaciéon. La contribucién
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principal de este trabajo es un método de caracterizaciéon modal disefiado
especificamente para identificar los parametros de pares de modos cerca-
nos de vibracién, que a diferencia de los métodos establecidos de analisis
no requiere que la respuesta en cada resonancia esté dominada por un solo
modo. La aplicacion del procedimiento a una estructura real demuestra
que es posible estimar los parametros modales asociados con modos cerca-
nos de un sistema empleando un ntimero reducido de datos de su respues-
ta vibratoria, y proporciona resultados satisfactorios aun en presencia de
ruido en las mediciones.

Abstract

A procedure for the characterization of so-called close vibration modes is presented.
These are modes with similar natural frequencies that commonly appear in quasi-
axisymmetric structures. Their characterization is usually hindered because their
resonance regions overlap significantly, and thus conventional characterization
methods based on single-degree-of-freedom curve fits cannot be used. The proposed
procedure is based on performing simultaneous estimations of the parameters of
the two modes, employing the fewest possible response data points in the frequen-
cy domain. The modal parameters are directly related with the differences between
the response measurements at different excitation frequencies. The main contribu-
tion of this work is a modal characterization method that is designed specifically
for the identification of close vibration modes and which, in contrast with the well
established analysis methods, does not require that each resonance region be dom-
inated by a single mode of vibration. The application of the procedure to the case of
a real structure demonstrates that it is possible to estimate the modal parameters
of close vibration modes using a reduced set of vibration response data, and yields
satisfactory results even in the presence of measurement noise.

Introduccion

Keywords:

* vibration modes

e close modes

e modal identification
* modal testing

* vibration testing, FRFs

Las geometrias axisimétricas son idealizaciones co-
munmente empleadas en disefnos de ingenieria, dada la
abundancia de componentes con formas circulares, ci-
lindricas, esféricas o con periodicidad circunferencial
que se requieren para la construccion de sistemas meca-
nicos reales como maquinas y estructuras. Sin embargo,
estas geometrias no pueden lograrse estrictamente en la
practica debido a las imperfecciones de los materiales y
de los métodos de fabricacién, por lo que en general el
ingeniero sélo se enfrenta con sistemas cuasi-axisimé-
tricos. Las estructuras de este tipo se caracterizan por
poseer modos de vibracién que ocurren en pares de
“modos cercanos” con frecuencias naturales similares.
Conocer las caracteristicas de estos modos de vibra-
cion (frecuencias naturales, razones de amortiguamien-
to y formas modales) es importante para aplicaciones
como la validacién de modelos numéricos, la predic-
cion de respuesta vibratoria, el control de vibraciones

(Sun et al., 2006) y la estimacién de los efectos de modi-
ficaciones estructurales, entre otras. En la mayoria de
los casos este proceso de caracterizacién puede lograrse
mediante procedimientos estandar basados en la apli-
cacion iterativa de algoritmos para la caracterizacion de
modos independientes, pero para sistemas con modos
cercanos esto no es posible, ya que normalmente dichos
modos se excitan de manera simultanea y esto hace di-
ficil identificar las caracteristicas de cada uno de ellos
por separado (Reay y Shepherd, 1971).

Aunque existen técnicas para excitar selectivamente
este tipo de modo usando fuentes multiples de excita-
cién (Peeters et al., 2011; Zaveri, 1985), su aplicaciéon
practica estd limitada porque se requiere un conoci-
miento previo de las formas modales, que es precisa-
mente una de las caracteristicas que se desea conocer
mediante las pruebas.

La estrategia en la que se basan los algoritmos exis-
tentes para caracterizacion de modos de vibraciéon se
basa en la suposicion de que en la region de resonancia
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de un modo, los cambios de vibracion se deben a varia-
ciones de la componente de vibracién de dicho modo,
siendo la contribucion de otros modos practicamente
constante. Este planteamiento fue originalmente intro-
ducido por Kennedy y Pancu (1947). Cuando se carac-
terizan modos cercanos de vibracidon es necesario
aplicar este método de forma iterativa, de manera que
en cada iteracion se sustraigan de la vibracion total las
componentes parciales de cada modo de vibraciéon que
se hayan podido identificar. Aunque esta estrategia de
iteracion constituye la base de practicamente todos los
algoritmos existentes para la identificacion de modos
cercanos, no siempre es posible separar las contribucio-
nes de cada modo y por ende, tampoco lo es determinar
con exactitud sus parametros modales. Esto se agrava
en situaciones con ruido en las mediciones, por ejemplo
el ajuste de cocientes de polinomios (Richardson y For-
menti, 1982) a las funciones de respuesta en el dominio
de la frecuencia (FRFs), que constituye uno de los algo-
ritmos estandar de caracterizacion modal, comtnmente
conduce a la identificacién de un par de modos cerca-
nos como un unico modo, especialmente cuando se rea-
liza con mediciones reales.

Los métodos mas recientes de caracterizaciéon modal
se basan en el uso de funciones de transmisibilidad
(FTs), en lugar de FRFs (Devriendt y Guillaume, 2008).
Las transmisibilidades se obtienen al dividir entre si
dos FRFs, medidas con la(s) misma(s) fuerza(s) de exci-
tacion pero en diferentes puntos de la estructura de
prueba. Estas funciones tienen la particularidad de que
su valor para cada una de las frecuencias naturales es
independiente de la fuerza de excitacién. Si se utilizan
dos fuerzas de excitacién linealmente independientes
se observan cruces de las FTs precisamente a las fre-
cuencias naturales de la estructura. Los valores que ad-
quieren estas FTs a esas frecuencias estan directamente
relacionados con los vectores de forma modal. En De-
vriendt y Guillaume (2007), Devriendt (2010a) y (2010b)
se demuestra el uso de estas funciones para la caracteri-
zacién modal de estructuras. Un inconveniente que tie-
ne este método de identificaciéon es que cuando los
modos de vibracion tienen frecuencias naturales simila-
res los cruces no ocurren exactamente a las frecuencias
naturales, sino a otras que estan mas o menos alejadas
de éstas dependiendo de la participacion relativa de
cada modo de vibracién. Esto puede conducir a errores
considerables en la estimacion de las frecuencias natu-
rales (en el eje horizontal de las graficas de las FTs con-
tra frecuencia) y de las formas modales (en el eje vertical
de dichas graficas).

Para superar las limitaciones de los métodos con-
vencionales de caracterizacion modal, Vélez-Castan et

al. (2010) propusieron un procedimiento que utiliza da-
tos de vibracién provenientes de pruebas con excita-
cién en un solo punto. La estrategia de analisis se basa
en la identificacién simultdnea de pares de modos de
vibracién y no de modos independientes. El procedi-
miento de identificacion se disefi6 para estructuras con
pares de modos cercanos y no requiere que cada region
de resonancia esté dominada por un solo modo, como
es el caso para los métodos convencionales.

Una de las limitaciones para la aplicacion practica
de los resultados de Vélez-Castan et al. (2010) es que no
se toman en cuenta los efectos de errores aleatorios en
las mediciones. En la préctica es comuin que este tipo de
informaciéon contenga algin tipo de contaminacién
aleatoria, como por ejemplo la causada por ruido en la
instrumentacién. Aunque estos efectos pueden ser pe-
quenos en comparacion con la magnitud de las sefiales
de vibracién, dado que el método que se propuso se
basa en la inversidon de matrices, es posible que estos
errores conduzcan otros considerables en la prediccion
de parametros modales.

Para resolver este tipo de dificultad practica, algu-
nos métodos de caracterizacion modal utilizan una
gran cantidad de informacién redundante que se proce-
sa, por ejemplo, mediante algoritmos de ajuste por mi-
nimos cuadrados con el fin de reducir errores aleatorios.
Sin embargo, en Vélez-Castan et al. (2010) no se propo-
nen soluciones a este problema practico; por ejemplo,
no se describe la manera en que el procedimiento pro-
puesto pueda hacer uso de medicines redundantes para
mejorar la estimacion de parametros modales.

En el presente articulo se utilizan como base los re-
sultados de Vélez-Castan ef al. (2010) para desarrollar
un procedimiento robusto de caracterizacion modal
con el cual es posible utilizar informacién redundante,
reduciendo asi el efecto de fuentes aleatorias de incerti-
dumbre en las mediciones. También se explica la mane-
ra en que otro tipo de informacién redundante (medi-
ciones en mas puntos que los estrictamente necesarios)
puede emplearse para describir con mayor exactitud
las formas modales de vibracion. La explicaciéon de
cada paso del procedimiento y de sus fundamentos
analiticos estd encaminada a facilitar su aplicacion
practica. Se presentan de manera condensada las de-
ducciones analiticas en las que se basa el procedimien-
to que se propone, asi como la deduccién del minimo
numero de datos de vibracion requeridos para la iden-
tificaciéon de modos cercanos.

El articulo esta organizado de la siguiente manera:
en la siguiente seccién se presentan las ecuaciones de
movimiento de los sistemas que son el objeto de este
trabajo, asi como la relacién de éstas con los pardmetros
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modales. Posteriormente se presenta el desarrollo de
un procedimiento para determinar las caracteristicas
individuales de dos modos cercanos de vibracién usan-
do mediciones de la respuesta vibratoria en el dominio
de la frecuencia. La aplicacion del procedimiento a una
estructura real se presenta en dos etapas que se descri-
ben a continuacion: la primera consiste en el modelado
de la estructura por el método de elementos finitos, que
sirve como base para la planeacion de las pruebas expe-
rimentales en cuanto a la determinacién de puntos de
excitacion y de medicidn de respuesta. La segunda eta-
pa consiste en la ejecucion de las pruebas. Con base en
los resultados experimentales se determinan los para-
metros de un par de modos cercanos de la estructura de
prueba.

Asimismo se presenta un analisis comparativo entre
los parametros modales obtenidos numérica y experi-
mentalmente. Finalmente se presentan las conclusiones
del trabajo.

Desarrollo

Ecuacién de movimiento y pardmetros modales

El comportamiento de un sistema vibratorio, como lo
son una estructura o un componente estructural some-
tido a una fuerza de excitacion oscilatoria, se rige por la
siguiente ecuacion de movimiento, que relaciona las
fuerzas internas del sistema con las fuerzas externas de
excitacion, f (t):

M (t)+Cx(t)+Kx(t)=£(t) 1)

En esta ecuacion, M, C y K son las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez del sistema y representan
sus propiedades inerciales, disipativas y elasticas,
respectivamente; son de dimensiones N x N donde N es
el nimero de grados de libertad del sistema. El vector x
tiene dimensiones N x 1 y representa los desplazamien-
tos asociados con los distintos grados de libertad. El
punto indica diferenciacion con respecto al tiempo.

Los pardmetros modales del sistema son la solucion
del siguiente problema de valores y vectores caracteris-
ticos:

(MA?+C4, +K), =0 ()

En esta ecuacion los valores caracteristicos, A, repre-
sentan las frecuencias naturales complejas del sistema;
los vectores caracteristicos, W,, representan las formas
modales asociadas con cada una de estas frecuencias,
ﬁ es un vector de ceros y rindica el nimero de modo.

Cada frecuencia natural compleja esta relacionada
con la frecuencia natural w,,, y la razén de amortigua-
miento (., de un modo de vibraciéon mediante la si-
guiente ecuacion:

A=-Co +io, 1—4“,2 3)
donde 1 =\/——1.

Los parametros modales w,,, C, y W,, de cada uno
de los modos de vibracién son los parametros a identi-
ficar mediante el procedimiento que se describe en las
siguientes sub-secciones.

Caracterizacion de modos cercanos a partir de
la respuesta vibratoria del sistema

Es comun obtener los pardametros modales de un sistema
a partir de los resultados de pruebas de vibracidn, en las
que una fuerza controlada se aplica a la estructura para
medir su respuesta vibratoria en uno o mas puntos. Los
resultados en el dominio de la frecuencia se pueden ex-
presar mediante funciones de respuesta (FRFs) que ex-
presan la amplitud y el angulo de fase de la respuesta a
una fuerza de excitacién unitaria, y que son funciones de
la frecuencia de excitacion. Existen varios métodos usa-
dos convencionalmente para determinar pardmetros
modales estructurales (por ejemplo, McConnell, 2008;
Ewins, 2000; Brandt, 2001; He y Zhu, 2001).

Sin embargo, estos métodos pueden conducir a
errores considerables cuando se aplican a sistemas cua-
si-axisimétricos. Esto se debe a la dificultad para distin-
guir las componentes modales de vibraciéon de los
modos con frecuencias naturales cercanas (modos cer-
canos), que son caracteristicos de este tipo de sistema.
La dificultad se debe a que los métodos convencionales
utilizan la respuesta resonante del sistema. Mientras las
regiones de resonancia de todos los modos estén bien
separadas (figura la) cada modo puede identificarse
por separado debido a que no existe traslape con las
resonancias de otros modos. Sin embargo, cuando las
frecuencias naturales son similares existe un traslape
considerable de las regiones de resonancia (figura 1b) y
la identificacion de los pardmetros asociados con los
modos individuales se dificulta.

Dentro de un intervalo de frecuencias que contenga
solo las dos resonancias correspondientes a un par de
modos cercanos, un sistema se comporta como si tuvie-
ra solo dos grados de libertad. A continuacion se desa-
rrolla un procedimiento para determinar los pardmetros
modales para sistemas con modos cercanos, empleando
un numero reducido de FRFs medidas.
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Fundamento teérico del procedimiento propuesto

Aligual que el procedimiento desarrollado por Dobson
(1987), el que se propone aqui utiliza las diferencias en-
tre las FRFs medidas a diferentes frecuencias como base
del proceso de caracterizacion. Sin embargo, a diferen-
cia, éste es aplicable a sistemas con modos cercanos.
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Figura 1. Respuesta resonante tipica para: a) modos “distantes”,
b) modos “cercanos”

Para la identificacion de dos modos cercanos se consi-
dera que el sistema tiene efectivamente dos grados de
libertad y que la respuesta se mide en dos puntos del
sistema. El procedimiento puede repetirse para diferen-
tes intervalos de frecuencia y para abarcar otros grupos
de modos cercanos, hasta identificar todos los modos
de interés.

Para una fuerza de excitacién armonica, la ecuacion
(1) puede escribirse en el espacio de estados como:

[l SR R ®

donde 0 y 0 representan una matriz y un vector de ce-
ros, respectivamente. En esta ecuacion todas las matri-
ces son de dimensiones 2 x 2 y los vectores de dimension
2 x 2. Los vectores X, y F, representan los desplaza-
mientos y las fuerzas de excitacion para una frecuencia
de excitacion w,.

Si se escribe la ecuacion (4) para una frecuencia de
excitacion distinta, digamos w,, entonces se tiene:

oL LT ®

En pruebas de vibracion es comun determinar la res-
puesta por unidad de la fuerza de excitaciéon. Cuando
se hace esto, las FRFs del sistema toman el lugar de los
desplazamientos y los vectores de fuerza de excitacion
son independientes de la frecuencia y estan formados
por ceros, excepto por el elemento correspondiente al
grado de libertad en el que se aplica la excitacién, que
toma el valor de uno. En este caso, los vectores F, y Fp
de las ecuaciones (4) y (5) son iguales.

Tomando esto en consideracién, los miembros iz-
quierdo y derecho de la ecuacién (5) pueden sustraerse
de los correspondientes de la ecuacion (4), llegandose a
la siguiente expresion:

I p s e [l a1 BURC

Si se mide la respuesta a cuatro frecuencias distintas
(2 <p <5) ademas de una frecuencia de referencia, w,,
es posible escribir una version ampliada de la ecuacién
(6) de la siguiente manera:

AP+BQ=0 ()

donde las matrices A, B, Py Q de dimensiones 4 x 4, se
definen como:

0 M -M 0
A= ; B= 8), (9
MRS ), ©)
P Ha}lzXl + a)szz} {7(012X1 + wSZXs} {%olzXl + a)42X4}
io X, —io,X, ioX, i, X, ioX, —io,X,
{—a}lzX1 + w52X5H
i X, ~ioX, (10)
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o- [ {iwlx1 —inXz} {ilel —imSXS} {ia)le —ia)4X4}
- Xl_XZ Xl_X3 Xl _X4
io X, —ioX, (11)
X1 - Xs

Como las matrices P y Q contienen tnicamente infor-
macion sobre la respuesta medida y las frecuencias de
excitacion, pueden determinarse directamente de los
resultados de las pruebas. Contrariamente, las matrices
A y B dependen de las matrices de masa, amortigua-
miento y rigidez del sistema, que son desconocidas.

Usando la ecuacidn (7) es posible establecer la si-
guiente igualdad:

A'B=-PQ" (12)

Por otro lado, con base en las definiciones dadas en las
ecuaciones (8) y (9), las matrices de valores y vectores
caracteristicos del sistema, A y W respectivamente, se
relacionan con las matrices A y B mediante:

(13)

aop | A WATA offwa wATT
|y w0 Ay W

Las ecuaciones (12) y (13) pueden emplearse para esta-
blecer una relacion directa entre los resultados de las
pruebas, contenidos en las matrices, Py Q y los para-
metros modales del sistema. El uso combinado de estas
ecuaciones resulta en:

[le][q‘;\ \p‘;}*}[q‘;\ WWAMS ﬂ (14)

Esta ecuacion es de la forma TW = WA, que correspon-
de a un problema clasico de valores y vectores caracte-
risticos de una matriz cuadrada, T. Por lo tanto, las
matrices de frecuencias naturales complejas y de for-
mas modales del sistema se pueden determinar al cal-
cular los valores y vectores caracteristicos del producto
PQ". Este producto a su vez se obtiene de las FRFs del
sistema medidas a cinco frecuencias de excitacion dife-
rentes.

Es posible utilizar mas de cinco frecuencias de me-
dicion para el calculo de los parametros modales (p > 5),
de manera que se consideren frecuencias adicionales
del intervalo de pruebas. En estos casos las matrices Py
Q son, en general, rectangulares y de dimensiones 4 x
(p —1) y la ecuacion (12) se escribe:

A'B=-PQ’ (15)

Donde Q' representa la pseudo-inversa de la matriz Q,
que se calcula mediante:

Q'=Q'(QQ)’ (16)

Claramente, la ecuacién (12) es sélo un caso particular
de la ecuacion (15) en el que inicamente se consideran
cinco frecuencias de medicién. Por esta razon, en el res-
to del trabajo se utilizara la ecuacion (15) para el calculo
de los parametros modales, que se obtendran entonces
de la solucion al siguiente problema de valores y vecto-
res caracteristicos:

wa wA] [wAa WA A 0
[PQ ]{w w }:[w v Mo A’} (17)

Los valores y vectores caracteristicos representan en-
tonces una solucion optimizada, con base en un criterio
de minimos cuadrados, en la cual se consideran los da-
tos de respuesta a todas las frecuencias de medicion.

Un planteamiento adecuado de este problema re-
quiere que tanto las frecuencias de prueba como los
puntos de medicién de respuesta se elijan de manera
que el producto PQ* dé como resultado una matriz bien
condicionada, con el fin de reducir los efectos que el
ruido en las mediciones pueda tener sobre los parame-
tros estimados.

Procedimiento para la caracterizacion de modos
cercanos de vibracion

Mediante el procedimiento que se presento en la seccién
anterior es posible utilizar mediciones de FRFs para de-
terminar las frecuencias naturales y las razones de amor-
tiguamiento de dos modos cercanos de un sistema, asi
como los elementos de sus vectores de forma modal co-
rrespondientes a dos puntos de medicién: un punto de
referencia al que se designard como punto “primario” y
otro para el cual se desea conocer la vibracion relativa al
primero y que se designara como punto “secundario”.
La aplicacion repetida del procedimiento para dife-
rentes puntos secundarios hace posible conocer las for-
mas modales en mas puntos a través del sistema. Sin
embargo es importante utilizar el mismo punto prima-
rio para todas las pruebas, de manera que pueda calcu-
larse la vibracién de todos los demas puntos relativos a
éste, y asi se obtengan resultados consistentes que per-
mitan definir cada forma modal como un vector con
informacion referente a todos los puntos de interés.
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El procedimiento para caracterizar los modos cer-
canos de vibracion inicia con la seleccion de los puntos
y frecuencias de prueba (planeacién de las pruebas),
contintia con la medicién de las FRFs del sistema, el
calculo de sus parametros modales en dos puntos y
finalmente la repeticién de los pasos necesarios para
determinar las formas modales en un mayor ntiimero
de puntos, con el fin de obtener una mejor descripciéon
de ellas. A continuacién se explica cada paso del pro-
cedimiento.

Paso 1 - Planeacién de pruebas

El objetivo de la planeacion de pruebas es garantizar
que las mediciones proporcionen informacion til para
determinar los parametros modales del sistema. Du-
rante la planeacion se seleccionan el intervalo de fre-
cuencia de las pruebas, el punto de excitaciéon y los
puntos primario y secundario(s) en los que se mediran
las FRFs.

La planeacion de pruebas de vibracion, y particular-
mente de las pruebas encaminadas a la determinacién
de parametros modales, esta ampliamente documenta-
da. El lector interesado encontrara mas detalles al res-
pecto en McConnell (2008) y Ewins (2000).

Para los propositos del procedimiento que se discute
aqui, el punto de excitacién y los puntos de medicion de
respuesta deben elegirse de manera que no coincidan
con alguno de los nodos de los modos de vibracion que
se desea caracterizar, ya que de ocurrir esto la respuesta
medida no contendra componentes de vibracion de di-
chos modos o éstas no seran detectadas por los sensores
de vibracion.

En ambos casos sera imposible determinar los para-
metros de todos los modos de interés.

Aunque no existe algin método para determinar
con exactitud las ubicaciones de los nodos, es practica
comun emplear modelos numéricos para tener una no-
cion de ellas, y asi contar con una guia para evadir los
nodos durante la selecciéon de puntos de prueba.

Para la seleccion de puntos de excitaciéon y de medi-
cién de respuesta se utilizan las formas modales calcu-
ladas numéricamente. La determinaciéon de puntos
optimos se realiza mediante un algoritmo basado en el
concepto de «independencia efectiva», introducido por
Kammer (1991), cuyo objetivo es seleccionar grados de
libertad del sistema, con respecto a los cuales los vecto-
res de forma modal sean (aproximadamente) ortogona-
les entre si.

La optimizacion facilita la tarea de asociar las distin-
tas formas modales con sus frecuencias naturales co-
rrespondientes.

Paso 2 - Medicion de FRFs

Las FRFs pueden medirse por cualquier método con-
vencional y empleando cualquier técnica de excitacion
adecuada al sistema que se estudie. El lector interesado
podra encontrar una descripcion de estas técnicas en
McConnell (2008); Ewins (2000); Brandt (2011); He y
Zhu (2001).

Paso 3 - Seleccion del intervalo de frecuencia de
analisis

La seleccidn del intervalo de frecuencia se hace con base
en las frecuencias naturales calculadas para el modelo
numérico. Alternativamente, puede basarse en la res-
puesta del sistema a un barrido sinusoidal preliminar
en el que se identifiquen de forma aproximada las fre-
cuencias naturales de los modos de interés. El intervalo
de frecuencia considerado para el andlisis debe ser tal
que las componentes predominantes de vibracion sean
las correspondientes a los dos modos cercanos que se
desea caracterizar.

Esto se debe a que el procedimiento que se describié
en la seccién anterior presupone un sistema de dos gra-
dos de libertad, y por consiguiente la existencia de s6lo
dos modos de vibracién. Eligiendo un intervalo de fre-
cuencias de prueba que abarque tinicamente las regio-
nes resonantes de los dos modos cercanos de interés es
posible reducir la participacién relativa de otros modos
del sistema y lograr condiciones mds acordes con las
premisas del procedimiento.

Paso 4 - Seleccion de datos de vibraciéon

Los datos de vibracion son valores de las FRFs para los
puntos primario y secundario en cada prueba y estan
asociados con al menos cinco frecuencias distintas. Las
frecuencias deben estar lo suficientemente espaciadas
entre si para que los valores correspondientes de las
FRFs sean notablemente distintos (ver siguiente paso).
Esto es para evitar la singularidad del producto .

Paso 5 - Célculo de las matrices P 'y Q del producto
PQ*

Una vez que se seleccionaron las frecuencias y los valo-
res de las FRFs que se utilizardn, se determinan las ma-
trices P y Q usando las ecuaciones (10) y (11) respec-
tivamente, y posteriormente la matriz que resulta del
producto PQ". Si esta matriz es singular o casi singular
(puede emplearse el numero de condicion de la matriz
para evaluar esta caracteristica), deberan repetirse los
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pasos 4 y 5 de este procedimiento con otras frecuencias
de prueba y con los valores de las FRFs correspondien-
tes a estas frecuencias.

Paso 6 — Calculo de valores y vectores
caracteristicos de PQ*

Los valores caracteristicos de este producto son las fre-
cuencias naturales complejas del sistema, de las cuales
pueden determinarse las frecuencias naturales y las razo-
nes de amortiguamiento de cada modo. Los vectores ca-
racteristicos tienen el siguiente formato: W = {W, A,
W,A, W, W)}, donde los elementos 1y 3 correspon-
den al punto primario de medicién y los elementos 2 y 4
corresponden al punto secundario. La informacion que
debe retenerse de este vector son los elementos 3 y 4, que
representan la porcion de desplazamientos de la forma
modal. Estos elementos forman un vector de dimension 2
que debe multiplicarse por un factor de escala adecuado
para que su primer elemento siempre sea la unidad. A
este proceso se le llama normalizacién. La informacion
sobre la forma modal para este par de puntos es entonces:

! 1
A =1, —{ } (18)

pat g
Wy

donde los subindices p y s1 del miembro izquierdo de
la ecuacion indican que el primer elemento del vector
corresponde al punto primario y el segundo al punto
secundario utilizado en esta primera prueba.

Paso 7 — Determinacién de formas modales en
puntos adicionales

Repetir desde el paso 2 con un punto secundario dife-
rente para determinar las formas modales en mas de
dos puntos.

Las frecuencias naturales y razones de amortigua-
mientos de los dos modos cercanos son independientes
del punto secundario elegido en cada prueba. Sin em-
bargo, los vectores de forma modal cambian al elegirse
otro punto secundario. Si en una segunda prueba se
determina la siguiente forma modal:

1
o, ] o)

52

entonces el vector de forma modal para el punto prima-
rio y los dos puntos secundarios sera:

’lp‘r', s1, s2 - {1 ﬂ51 aSZ }T (20)

Si se realizan pruebas para n puntos secundarios,
manteniendo siempre el mismo punto primario, enton-
ces se tendra el siguiente vector de forma modal:

0l

pS1LSZsn 1 as Gz - G (21)
Hasta este punto se han determinado los parametros
modales de dos modos cercanos del sistema. Si existen
mas pares de estos modos deben elegirse los intervalos
de frecuencia apropiados para cada par y repetir el pro-
cedimiento que se detalld en los pasos anteriores.

Si en cada prueba se utiliza un intervalo amplio de
frecuencia que abarque la totalidad de modos de inte-
rés, entonces las mismas FRFs pueden utilizarse para
caracterizar todos los pares de modos cercanos, siem-
pre y cuando se sigan las recomendaciones hechas en el
paso 3 para la seleccion de los intervalos de frecuencia
para cada par de modos.

En las siguientes secciones se presenta una amplia-
cién del caso de estudio presentado en Vélez ef al.
(2010), haciendo énfasis en el procedimiento que se pre-
sent6 anteriormente.

Verificacion experimental: pruebas de vibracion

Se describen las pruebas que se realizaron para verifi-
car la aplicabilidad del procedimiento que se presento6
en la seccion anterior a una estructura real.

Planeacién de pruebas

La planeacion de las pruebas experimentales, como se
menciono en la seccién anterior, tiene como objetivo ga-
rantizar que la informacién obtenida mediante las
pruebas sea la necesaria para determinar los parame-
tros modales del sistema. Para esto se requiere conocer
inicialmente los puntos de medicién de FRFs y el inter-
valo de frecuencia de las pruebas. Los puntos de medi-
cion de respuesta deben considerarse de forma tal que
se evite coincidencia con nodos de las formas modales
de interés. Para conocer esas ubicaciones, en este estu-
dio se utilizé el modelo discreto que se presenta en la
figura 2, el cual se analiz6 por el método de elemento
finito mediante el software Algor.

Dada la relacién de espesor con el resto de dimen-
siones geométricas del modelo, los elementos usados
para el modelo son tipo placa de 4 nodos. El modelo
discreto completo consiste de 20076 elementos y 20119
nodos. El comportamiento del material se considera li-
neal y sin amortiguamiento; ademas se incluye no-li-
nealidad geométrica en la respuesta. Los calculos se
realizaron sélo para perturbacion lineal con el objeto de
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Figura 2. Geometria empleada para el
modelado numérico

Tabla 1. Consideraciones para el modelo

Tipo de elemento Placa .
numérico
Material Acero rolado en frio (AISI 1018 )
Densidad de masa 7870 Kg/m®
Moédulo de Young 2.05 x 1011N/m’
Modédulo cortante 8x10" N/m?
Relacion de Poisson 0.29

obtener las formas y las frecuencias naturales modales.
Para este fin no se requieren cargas de excitacion, resul-
tados dindmicos previos del modelo ni condiciones ini-
ciales de movimiento.

El modelo representa al tanque montado en una
suspension suave, la cual emula la suspensiéon emplea-
da en las pruebas experimentales que se muestran en la
figura 3a. No se impusieron restricciones de movimien-
to al modelo numérico (montaje libre).

Se calcularon 25 formas modales, las primeras seis
de las cuales corresponden a modos rigidos de la es-
tructura y no se consideran en el estudio de identifica-
ciéon de modos cercanos. Las restantes son las que se
presentan en la figura 4; las frecuencias naturales obte-
nidas del modelo discreto se presentan en la tabla 2.

Las formas modales que se calcularon con el modelo
discreto son la base para determinar los puntos 6pti-
mos de excitacion y de medicién de respuesta. Para este
fin se emple¢ el criterio de independencia efectiva que
se describid en el paso 1 del procedimiento para la ca-
racterizacion de modos cercanos de vibracion. En la fi-
gura 3b se observa el montaje de la estructura con el
dispositivo de excitacién montado sobre el punto 6pti-
mo de excitacion y los puntos de medicion de respuesta
se encuentran sefialados con marcas de color claro so-
bre la estructura. En la figura 3c se muestra un esquema
de la instrumentacion y el montaje que se utilizé para
las pruebas.

Las frecuencias naturales que se obtuvieron del mo-
delo se utilizaron para determinar el intervalo de fre-

cuencias de prueba. Se eligié el intervalo de 0-170 Hz
que abarca las frecuencias naturales de tres pares de
modos cercanos y de cuatro modos adicionales.

Medicion de FRFs.

Se realizaron pruebas de barrido con excitacion sinusoi-
dal, en las que se obtuvo la respuesta de la estructura
para el intervalo de frecuencias que abarca las resonan-
cias de los primeros 10 modos. En la figura 3a se mues-
tra la instrumentacién empleada en las pruebas. La
senal de excitaciéon proviene de un generador de fun-
ciones (2) marca Agilent, modelo 33120A, que propor-
ciona una sefnal sinusoidal de frecuencia variable a un
amplificador de potencia, marca LDS, modelo PA-
100E , el cual a su vez alimenta el excitador electro-
magnético (6) marca LDS, modelo V406. El excitador se
utiliza para aplicar fuerzas sinusoidales a la estructura
de prueba (5) a través de una varilla delgada de co-
nexion. La fuerza de excitacion se mide con un trans-
ductor tipo ICP marca Kistler, modelo 9712A500, y la
respuesta de la estructura se mide con dos aceleréme-
tros tipo ICP (7) marca Kistler, modelo 8628B50: uno
fijo al punto primario, que es en el que se aplica la exci-
tacidn, y otro que se reubica en cada prueba a un nuevo
punto secundario que se toma del conjunto de puntos
seleccionados en la etapa de planeacion.

Las senales de los acelerémetros y del transductor
de fuerza se filtran y se amplifican por medio de aco-
pladores electrénicos (4) marca Kistler, modelo 5118A,
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PC Transductor
Generador de fuerza Est
C] Analizador FFT de funciones struetura
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Figura 3. Pruebas de vibracién: a) montaje, b) puntos 6ptimos para excitacion y para medicién de respuesta, ¢) instrumentacién

modo 7 modo 8 modo 9 modo 10 modo 11 modo 12 modo 13

modo 14 modo 15 modo 16 modo17 modo 18 modo 19 modo 20

modo 21 modo 22 modo 23 modo 24 modo 25

Numero de nodos=20119
Numero de elementos=20076
Numero de modos=215

Figura 4. Formas modales calculadas

216 Ingenieria Investigacién y Tecnologia, volumen XIV (nimero 2), abril-junio 2013: 207-222 ISSN 1405-7743 FI-UNAM



Gutiérrez-Wing Enrique Simén, Vélez-Castan Guadalupe, Szwedowicz-Wasik Dariusz, Bedolla-Hernandez Jorge y Cortés-Garcia Claudia

Tabla 2. Frecuencias naturales del modelo numérico

Modo Frecuencia Modo Frecuencia
(Hz) (Hz)

1-6 0 16 157.20
7 37.528 17 157.20
37.530 18 158.87

9 41.813 19 190.43
10 84.090 20 190.43
11 84.090 21 192.52
12 91.963 22 192.53
13 91.963 23 201.62
14 137.43 24 201.62
15 137.51 25 240.37

y la sefial acondicionada se alimenta a un osciloscopio
(3) marca Tektronix, modelo TDS2004, para monitoreo
constante de la respuesta, asi como a un analizador
digital de senales tipo FFT (1) marca Hewlett-Packard,
modelo 3566A, conectado a una computadora perso-
nal HP Vectra 486. El analizador convierte la sefial de
vibraciéon del dominio del tiempo al de la frecuencia y
despliega diagramas de amplitud y angulo de fase
contra frecuencia de excitacion. Esta informacion es la
que se utiliza para iniciar la estimacién de parametros
modales.

Para la validaciéon experimental del procedimiento
de caracterizacion modal se midieron FRFs en 30 pun-
tos de la estructura. En la figura 5 se presentan las FRFs
(acelerancias), con el objetivo de evidenciar las frecuen-
cias naturales de la estructura real y la existencia de
modos cercanos.

Primer grupo Segundo grupo

Acelerancia [g/N]

Discusion y andlisis de resultados

El objetivo del analisis de las FRFs fue determinar los
pardametros modales de los modos que forman el primer
grupo (figura 5). Sus resonancias en las FRFs medidas
aparecen indicadas como 1A y 1B en la figura 6. Aunque
no es posible identificar visualmente las frecuencias na-
turales de dos modos cercanos a partir de un diagrama
de Bode, las de estos dos modos parecen estar ubicadas
entre los 29 y los 30 Hz. En cada FREF, las alturas de los
picos correspondientes a cada modo son funciones de su
forma modal en el punto de medicién de la FRF.

Efectos de ruido e incertidumbre en las mediciones

La técnica de barrido sinusoidal reduce el efecto de rui-
do en las estimaciones de frecuencia, amplitud y dngu-
lo de fase de las sefiales de vibracion, en comparacion
con el caso de otro tipo de prueba como las de excita-
cién por impacto o de excitacién con ruido aleatorio.
Esto se debe a que para cada frecuencia los pardmetros
de vibracion se obtienen del ajuste por minimos cua-
drados de una funcién armdnica a la sefial correspon-
diente a varios ciclos de vibracién. En este proceso el
ruido aleatorio que estd presente en los diferentes ciclos
tiende a cancelarse, por lo que en el ajuste predomina la
porcién repetitiva de la sefial, que estd asociada con la
vibracion de la estructura.

En la figura 5 puede observarse que el efecto del rui-
do disminuye hacia el lado alto del espectro de frecuen-
cia, lo cual es tipico en sefiales de aceleracion, cuya
amplitud es proporcional al cuadrado de la frecuencia
de vibracién. Contrariamente, la razén de amplitud de
vibracion a nivel de ruido es mas desfavorable en el
lado bajo del espectro. Sin embargo, como puede obser-

Tercer grupo

Frecuencia [Hz]

Figura 5. Grupos de modos cercanos de
la estructura de prueba
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Acelerancia [g/N]

M5 ] ) & n

Frecuencia [Hz]

varse en la figura 5, ain a frecuencias inferiores a las
correspondientes al primer par de modos cercanos, las
fluctuaciones en las FRFs causadas por el ruido en las
mediciones estan alrededor de dos érdenes de magni-
tud por debajo del nivel de vibracién resonante pico.
Debido a que los parametros modales se identifican a
partir de la respuesta en dicha region, la incertidumbre
en los valores de las FRFs en esta region debida a ruido
en las mediciones es del orden del 1-2%.

Estimacion de frecuencias naturales y
amortiguamientos

Las frecuencias naturales y los amortiguamientos de
los modos 1A y 1B se determinaron siguiendo los pasos
del procedimiento descrito en secciones anteriores. La
estimacion de estos parametros puede realizarse con un
minimo de dos FRFs, sin embargo, para estudiar la re-
laciéon entre las estimaciones y el nimero de FRFs em-
pleadas en el proceso, éste se repitié usando 10, 15 y 30
FRFs en calculos independientes de las matrices Py Q
de la ecuacion (17). Las frecuencias naturales y razones
de amortiguamiento para los dos modos se obtuvieron
a partir de dicha ecuacién en los tres casos y se presen-
tan en la tabla 3. Como se observa, el nimero de FRFs
no afecta significativamente las estimaciones de los pa-
rametros.

Tabla 3. Frecuencias naturales y razones de amortiguamiento

Modo 1A Modo 1B
w, w,
Numero de FRFs [Hz] z [Hz] z
10 29.164 0.0033  29.795  0.0030
15 29.213 0.0034  29.815 0.0031
30 29.208 0.0036  29.812  0.0031
Modelo numérico 37.528 - 37.530 -

Figura 6. Resonancias de los modos
1A y 1B

La discrepancia entre las frecuencias naturales y las
razones de amortiguamiento de los modos 1A y 1B son
relativamente pequefias y reflejan el hecho de que la es-
tructura no es perfectamente axisimétrica. La no-uni-
formidad del material, la presencia de pequefias de-
formaciones geométricas (abolladuras) en la lamina y
las posibles fluctuaciones en el espesor de la capa de
pintura aplicada a la estructura, por ejemplo, pueden
causar variaciones de los parametros modales como las
observadas en las pruebas.

Las diferencias entre los pardmetros modales obte-
nidos numéricamente y los obtenidos mediante las
pruebas estan relacionadas con el proceso de modela-
do. El modelo numérico se basa en la suposicion de
que el material es homogéneo y que la estructura es
perfectamente cilindrica. Mds atn, para especificar las
propiedades del material se utilizan fuentes de infor-
macion estandar como tablas de ingenieria o especifi-
caciones del fabricante, pero no se toman en cuenta
cambios como los debidos a envejecimiento o a endu-
recimiento por deformacion, ni los efectos de abolla-
duras en la superficie de la estructura. En el modelo
numeérico también se considera tipicamente una sus-
pensioén idealizada (en el caso presente un montaje li-
bre), mientras que las pruebas se realizan con una
suspension de flexibilidad finita. Por estas razones, los
resultados obtenidos con el modelo numérico se utili-
zan solamente para formarse un primer criterio sobre
el comportamiento de la estructura en el intervalo de
frecuencia de interés. Es practica comtn corregir estos
modelos empleando la informacién obtenida de prue-
bas de vibracidn, las cuales estan exentas de las supo-
siciones mencionadas anteriormente. Las frecuencias
naturales pueden utilizarse para la correccién de las
propiedades elasticas e inerciales del modelo numéri-
co, y para incorporarle las caracteristicas de amorti-
guamiento obtenidas experimentalmente. Este pro-
ceso de refinamiento del modelo no se abordard aqui,
pero el lector interesado podra encontrar maés infor-
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macidn al respecto en Sedlar et al. (2012); Mottershead
y Friswell (1993 y 1995); Wang et al. (2011).

Estimacion de formas modales

La estimacion de formas modales a partir de datos ex-
perimentales se limit6 a los puntos de prueba mads cer-
canos al borde circunferencial en el lado abierto de la
estructura, que es el anillo inferior en las figuras 3a y 3b.
Esto es porque en dichos puntos se observan las mayo-
res amplitudes de vibracién y por lo tanto las medicio-
nes presentan una menor influencia porcentual del
ruido en las sefales provenientes de los acelerémetros.
Asimismo, para estos puntos se obtienen las formas
modales que son caracteristicas de sistemas axisimétri-
cos y cuasi-axisimétricos (Blevins, 1995), las cuales con-
sisten en l6bulos cuyo ntimero se incrementa conforme
aumenta la frecuencia natural. Esto lo confirman los
resultados numéricos que se presentan en la figura 4.

Vector de forma modal 1A

En las figuras 7 y 8 se presentan las formas modales
obtenidas de la solucion de la ecuacion (17), usando 10,
15 y 30 FRFs medidas, respectivamente. Aunque se
aprecia que las formas modales no son idénticas para
los tres casos, la apariencia general de las curvas y su
orientacién para cada uno de los modos no varia signi-
ficativamente con un incremento en el niimero de las
FRFs consideradas.

Naturalmente, las curvas correspondientes a los ca-
sos con mas FRFs presentan un mayor grado de detalle
debido a que se trazan con un mayor namero de puntos
(uno por FRF).

Las formas modales experimentales para los modos
1A y 1B coinciden con las predicciones obtenidas para
los modos 7 y 8 usando el modelo numérico: en ambos
casos son curvas de dos lébulos con una orientaciéon
que difiere 45 grados entre los dos modos cercanos.

En la tabla 4 se comparan las formas modales numéri-
cas y experimentales correspondientes a los dos modos

Representacion polar

Amplitud de vibracion [g/N]
o
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Figura 7.- Representaciones cartesiana y polar del modo 1A (Ter. grupo)
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MODO NUMERICA

EXPERIMENTAL

1A

1B

Tabla 4. Comparacién de formas modales

cercanos que se caracterizaron. En la columna de resul-
tados numéricos los esquemas indican con circulos las
lineas de desplazamiento nulo para ambos modos y
con elipses las formas modales escaladas arbitraria-
mente para su mejor visualizacion.

Las formas modales obtenidas numérica y experi-
mentalmente consisten en desplazamientos radiales de
la estructura. Estos desplazamientos son funciones ar-
monicas de la posicion angular de cada punto, medida
en direccion circunferencial sobre el plano que contiene
los puntos de medicion. Este es un resultado comuin en
estructuras axi-simétricas de distintos tipos, incluyen-
do las de geometria cilindrica como la estudiada aqui,
de manera que los resultados obtenidos son consisten-
tes con las predicciones tedricas (Dobson, 1987).

Conclusiones

Se presento6 un procedimiento para la estimacién de los
parametros modales de modos cercanos de vibracion.
Este procedimiento hace posible la estimacion simulta-
nea de los parametros de dos modos cercanos, por lo
que no requiere que cada resonancia esté dominada por
un solo modo, como es el caso para los métodos con-
vencionales.

El procedimiento se basa en la suposicion de que en la
region de resonancia que abarca un par de modos cer-
canos, la estructura puede modelarse como un sistema
de dos grados de libertad. Utilizando mediciones de su
respuesta vibratoria en esta region es posible establecer
un problema estandar de valores y vectores caracteristi-

cos, cuya solucién son las frecuencias naturales comple-
jas y las formas modales de los dos modos cercanos.

Procedimiento de cdlculo

Se demostré analiticamente que para identificar simul-
taneamente los parametros de dos modos cercanos son
necesarias las mediciones de la respuesta (FRFs) para al
menos cinco frecuencias de excitacion distintas. El uso
de mas mediciones hace posible optimizar las estima-
ciones por el criterio de minimos cuadrados. Las fre-
cuencias para la estimacién de los parametros modales
deben elegirse de manera que el producto PQ" tenga un
numero de condicién lo mas bajo posible. Para la esti-
macion se utilizan las diferencias entre las respuestas
medidas a diferentes frecuencias de excitacion.

Para la estimacion de formas modales es til incor-
porar mas mediciones, ya que el nimero de puntos con
los cuales se define la forma modal crece con el niimero
de mediciones empleadas para el calculo. Sin embargo,
el utilizar pocas mediciones no introduce errores signi-
ficativos en las formas modales calculadas para los
puntos de medicion.

Validacién experimental

Se demostr6 a través de pruebas con una estructura
real sencilla que el procedimiento de calculo propues-
to es util para determinar los pardmetros de modos
con un traslape significativo de sus regiones de reso-
nancia.
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Se establecié un procedimiento practico para la apli-
cacién de los resultados de esta investigacion al estudio
de estructuras reales. Dicho procedimiento abarca: la
planeacion de pruebas, la medicion de FRFs, la selec-
cion de intervalos de frecuencia para el analisis, la se-
leccion de datos de vibracion, el calculo de matrices
auxiliares para el calculo de los parametros modales, la
determinacion de dichos parametros y el refinamiento
de los vectores de forma modal.

La naturaleza de las formas modales obtenidas ex-
perimentalmente son consistentes con la predicha en la
literatura para estructuras axisimétricas o cuasi-axisi-
métricas como la que se empleo en la parte experimen-
tal de este trabajo.
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