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Resumen

Se determinan, mediante la mecanica del dafno continuo, coeficientes de di-
sefio y trayectorias de agrietamiento en losas circulares, elipticas y triangu-
lares. El comportamiento no lineal del concreto reforzado se simuld con un
modelo de dafio, el cual considera ablandamiento, mientras que el compor-
tamiento del acero de refuerzo con un modelo de plasticidad bilineal con
superficie de fluencia de Von Misses. Los modelos constitutivos y el método
de los elementos finitos se validan comparando los resultados numéricos
con los experimentales de una losa rectangular reportada en la literatura. La
distribucion del acero de refuerzo se propone con base en analisis eldsticos
lineales con elementos placa. Los coeficientes se calcularon con andlisis elas-
ticos y no lineales, observandose que en estos ultimos existe una variacién
debido a la redistribucion de esfuerzos. Se muestran las trayectorias del
agrietamiento, las cuales son dependientes de las condiciones de apoyo. Los
coeficientes y la distribucion del acero de refuerzo para losas con estas geo-
metrias son una base en la reglamentacion para el analisis y disefio de losas
con este tipo de geometrias.
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Abstract

Design coefficients and cracking paths for circular, elliptical and triangular labsare ob-
tained by damage mechanics were determined. The nonlinear behavior of the reinforced
concrete was simulated with a damage model which considers softening, whereas the
behavior of the reinforcing steel was modeling with a bilinear plasticity model which has
a Von Mises yield surface. The constitutive models and the finite element method were
validated by comparing the computed numerical results with the experimental results of
a rectangular slab reported in the scientific literature. The distribution of the reinforcing
steel was proposed based on linear elastic analysis with plate elements. The coefficients
were computed with elastic and nonlinear analyses, noticing that the last has a variation
because of the stress redistribution. The crack paths are shown, which are dependent on
the boundary conditions. The coefficients and the distribution of the reinforcing steel are
a base on the requlation for the analysis and design of slabs with this kind of geometry.

Keywords:

* slab

* damage model

* design coefficients
* finite elements

* cracking

Introduccion

Los sistemas de piso son subsistemas estructurales de
los mas antiguos y utilizados por la humanidad, pues
se les han dado diversos usos en la mayoria de las cons-
trucciones. La gran aceptacion que tienen estos elemen-
tos como parte de un sistema estructural, se debe a las
ventajas que presentan en cuanto a la transferencia de
cargas verticales y horizontales.

Los sistemas de piso en estructuras de concreto y
mamposteria generalmente contemplan las geometrias
rectangulares; sin embargo, algunos disefios arquitecto-
nicos requieren de geometrias irregulares en planta. Para
el disefio de losas de geometria rectangular existen
métodos de analisis elasticos, o bien, se utilizan coefi-
cientes tabulados en normas de disefio, mientras que las
losas no rectangulares, como las mostradas en la figura 1,
se caracterizan por no presentar formas comunes de es-
tructuracion y por carecer de metodologias de analisis.

Para el andlisis de losas rectangulares, Westergaard
y Slater (1921) propusieron una metodologia con base
en la teoria de la elasticidad, particularmente de losas
apoyadas en dos direcciones y losas planas apoyadas
en capiteles circulares mediante una redistribucién de
esfuerzos dependientes de la redistribucion de rigide-
ces, estos autores consideraron dos variables elementa-
les: las condiciones de apoyo y el tipo de carga; algunos
de estos resultados se compararon con pruebas experi-
mentales reportadas en la literatura. Tiempo después,
Marcus (1929) desarrollé un procedimiento aproxima-

do, mediante el cual los momentos maximos elasticos
en una placa apoyada sobre vigas rigidas se pueden
determinar tomando como base el andlisis de una franja
de losa y obteniendo factores de reduccién para corre-
gir los momentos obtenidos. Ademas, realizd cuatro
tablas de coeficientes de momentos, los cuales propor-
cionan valores para la distribuciéon del panel de carga
en dos direcciones, la evaluacion de momentos negati-
vos en bordes continuos y positivos para la mitad del
centro del claro.

Fue hasta 1940 que el Comité del American Concrete
Institute, ACI, realizé6 modificaciones a las propuestas
realizadas por Westergaard y Slater (1921), extendiendo
el método de andlisis para cubrir todas las posibles com-
binaciones de paneles en un sistema de piso. Esto llevé a
una tabla de coeficientes para momento positivo en el
centro del claro y momento negativo en los bordes, ya
sean continuos o discontinuos, considerando las condi-
ciones de forma y de apoyo adyacentes al panel. Poste-
riormente, Newmark y Siess (1950) propusieron un
método de disefio para losas en dos direcciones, resulta-
do de estudios analiticos mediante un proceso de distri-
bucién de momentos; estos autores estudiaron diferentes
condiciones de placas continuas con el fin de verificar los
efectos relativos de las variables que influyen en el desa-
rrollo de momentos en losas soportadas por vigas rigi-
das. El desarrollo en detalle del procedimiento aproxi-
mado de distribuciéon de momentos fue reportado por
estos mismos autores en Siess y Newmark (1950).

Figura 1. Losas con geometrias no
rectangulares
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Para determinar los coeficientes de momentos en lo-
sas rectangulares, como los que se tienen tabulados en
los reglamentos actuales de disefio, se realizaron calibra-
ciones con pruebas de laboratorio como las reportadas
por Bach y Graf (1915), Mayes et al. (1959), Hatcher et al.
(1960), Hatcher et al. (1961),Vanderbilt et al. (1961), Gam-
ble et al. (1961), Jirsa et al. (1962), Girolami et al. (1970),
Foster et al. (2004), Casadei et al. (2005) y Galati et al.
(2008), entre otros. Es de interés sefalar que las referen-
cias mencionadas son la base de las investigaciones y
aplicaciones que se realizan en el andlisis y disefio de lo-
sas rectangulares actualmente. Sin embargo, al revisar
normatividades vigentes de disefio de losas como el ACI
318-11, Eurocodigo 2 (EC2), y el Reglamento de Cons-
trucciones para el Distrito Federal (RCDF-04) y sus Nor-
mas Técnicas Complementarias para Disefio y Cons-
truccién de Estructuras de Concreto (NTCC-04), no se
encontraron recomendaciones para el andlisis y disefio
de losas con geometria diferente a la rectangular.

Para determinar los momentos de disefio en losas
rectangulares, el ACI 318-11 sugiere los métodos direc-
to y el equivalente, las NTCC-04 proporcionan una ta-
bla de coeficientes y el EC2, aunque so6lo recomienda
utilizar algin método valido, también proporciona
como opcidn el uso de una tabla de coeficientes repor-
tada en IStructE (2006). Es de interés mencionar que la
tabla de coeficientes que proporcionan las NTCC-04 fue
tomada del ACI 318-63, los cuales, como lo demuestran
Gutiérrez-Morgado y Juarez-Luna (2012), en algunos
casos subestiman los momentos de disefio.

Por lo anterior, este articulo tiene por objetivo deter-
minar coeficientes de diseno y recomendaciones de la
ubicacion del acero de refuerzo, utilizando la mecéanica
computacional para losas con geometria circular, trian-
gular y eliptica. Se realizaron andlisis elasticos para es-
tablecer las recomendaciones de la ubicacién del acero
de refuerzo. Posteriormente se realizaron analisis no li-
neales de estas losas para determinar la variacion de los
coeficientes de disefio, asi como el inicio y las trayecto-
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rias de agrietamiento. El modelo de dafio utilizado para
el concreto considera umbrales diferentes para la ten-
sion y la compresion, el cual presenta ablandamiento
por deformacién; mientras que el modelo constitutivo
para el acero fue el de plasticidad de Von Mises con
endurecimiento por deformacion. Estos modelos cons-
titutivos se validan mediante la simulaciéon numérica
del experimento de una losa cuadrada reportada en la
literatura, garantizando la representacion adecuada
con las curvas carga contra desplazamiento al centro de
la losa y las trayectorias de agrietamiento.

El resto del articulo se describe a continuacién. En la
siguiente seccidn se presentan los modelos constituti-
vos del concreto y el acero utilizados en los analisis no
lineales. La tercera seccién presenta la validacion del
método de los elementos finitos y de los modelos cons-
titutivos con el modelado numérico de un experimento
de laboratorio reportado en la literatura. Después se
presentan los modelos numéricos de las losas en estu-
dio, determinandose la distribucion del acero con ana-
lisis elasticos y las curvas carga contra desplazamiento
al centro, resultado de los analisis no lineales del mate-
rial. En la quinta seccién se determinan los coeficientes
de disefio para las losas con las geometrias estudiadas.
La sexta seccién muestra el inicio y la evoluciéon de las
trayectorias del agrietamiento de losas empotradas y
simplemente apoyadas. En la tiltima seccion se presen-
tan las conclusiones derivadas de esta investigacion.

Modelos constitutivos

Para modelar el comportamiento del concreto se utilizo
un modelo de dafo con diferente umbral en tensién y en
compresion, el cual fue propuesto por William y Warnke
(1975), consistente con el comportamiento constitutivo
experimental reportado en la literatura, como se muestra
en la figura 2a. El concreto considera el ablandamiento
por deformacién después de alcanzar el esfuerzo tltimo;
aunque existen otras funciones de ablandamiento como

Figura 2. Modelo constitutivo del
concreto: a) superficie de falla y b)

u

o g ablandamiento por deformacion
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la exponencial, bilineal, trilineal, etcétera, en los analisis
no lineales, este ablandamiento se idealiz6 con una fun-
cion lineal (figura 2b). Para modelar el acero de refuerzo
se utilizdo un modelo de plasticidad con superficie de
fluencia de Von Mises, en el cual se supone el mismo
umbral en tensién y compresion, como se muestra en la
figura 3a; el endurecimiento se idealiz6 como una fun-
cion bilineal mostrada en la figura 3b.

Los modelos no lineales se realizaron en el progra-
ma de elementos finitos Ansys 13.0. El concreto se dis-
cretiz6 con el elemento finito solido hexaedro de ocho
nodos del tipo solid 65 mostrado en la figura 4a, el cual
tiene la capacidad de simular de manera distribuida el
agrietamiento en tensién y aplastamiento en compre-
sion, en tanto que el acero se discretizé con el elemento
finito unidimensional lineal link 180 mostrado en la fi-
gura 4b, al que se le asignd el modelo de plasticidad de
Von Mises. Ambos elementos finitos tienen tres grados
de libertad traslacional por nodo, asi como la capacidad
de representar deformaciones grandes.

Validacién

En este articulo no se realizaron modelos experimen-
tales de laboratorio debido a que estd fuera del objeti-
vo del trabajo, por lo que, para validar los modelos

(8], ‘ a

constitutivos del concreto y el acero, se model6 uno
de los seis especimenes probados por Girolami et al.
(1970). El espécimen consistio de una losa de 1.829 x
1.829 m y 0.044 m de espesor, en la que se aplicaron
Unicamente cargas verticales (figura 5a). Cada carga
vertical se aplicd sobre cuatro gatos, distribuida sobre
16 placas, mediante cuatro arboles de carga como se
muestra en la figura 5b. Cada placa de distribucién se
centrd sobre los huecos del espécimen de la losa. Las
placas de distribuciéon de cargas eran cuadradas de
0.2038 m por lado y de 0.0254 m de ancho; cada placa
tenia un asiento esférico cdncavo para una junta esfé-
rica concava. El concreto tenia un mddulo elastico
E. =19.90 GPa y su resistencia a compresion era de
0,.=31.026 MPa, el acero de refuerzo tenia un modulo
elastico E, = 206 GPa y un esfuerzo de fluencia
o, =330.95 MPa.

El sistema de losa y vigas perimetrales tenia acero
en la parte superior e inferior, disefiado para soportar
una carga uniformemente distribuida de 7.182 kPa. La
distribucion del acero de refuerzo de la losa se muestra
en la figura 6a y el de las vigas en la figura 6b. El hecho
que las vigas perimetrales tengan bastante acero por
cortante, estribos del #7, se debe a que a cinco de los seis
especimenes probados por Girolami et al. (1970) se les
aplicé cargas en su plano, ademas de las cargas perpen-

b)

A
e
<

Figura 3. Modelo constitutivo del acero:
a) superficie de falla y b) endurecimiento

Figura 4. Elementos finitos: a) hexaedro y
b) unidimensional
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diculares a su superficie; con este acero por cortante se
busco evitar el dafio en las vigas y transmitirlo al plano
de las losas.

El analisis no lineal de esta losa se realizé consideran-
do los dos ejes de simetria del espécimen, por lo que s6lo
se modeld un cuarto del espécimen, restringiendo respec-
tivamente los grados de libertad perpendiculares a cada
eje de simetria. La malla de acero de refuerzo de lalosa se
muestra en la figura 7a, la cual se estructurd de tal forma
que los elementos lineales coincidan con los bordes de los
elementos solidos, mientras que la malla del concreto de
la losa y las vigas con la malla del acero de refuerzo em-
bebido se muestra en la figura 7b, los nodos del acero de
refuerzo coinciden con los nodos de los elementos soli-
dos. En éste y en el resto de los ejemplos numéricos del
articulo se considerd el acoplamiento perfecto entre los
grados de libertad del acero y del concreto.

En la figura 8 se muestra la comparacion de las cur-
vas del desplazamiento en el centro de la losa contra la
carga entre la prueba experimental y la obtenida con el
método de los elementos finitos (MEF), se puede obser-

s T b
| \— =2
7 62em 10=7 (@ 6.33em

oﬂe A-A

Figura 6. Distribucién
de acero de refuerzo
del espécimen de
prueba en estudio
donde: a) losa y b)
vigas perimetrales

or're B-B

var que en la trayectoria ab coinciden ambos resultados;
sin embargo, en la trayectoria bc de los resultados expe-
rimentales se observa una recuperacion del desplaza-
miento, el cual se puede atribuir a un corrimiento de los
dispositivos de medicién, pues al incrementarse la car-
ga sobre la losa dificilmente se recuperaria el desplaza-
miento al centro, es en el punto d donde se presenta una
interseccion de ambas curvas, las cuales siguen una
misma trayectoria hasta e. Respecto a la evolucion del
agrietamiento, en la figura 9 se muestra su inicio en la
esquina de la parte superior de la losa; posteriormente,
el agrietamiento se propaga sobre los bordes y hacia el
centro, lo cual es consistente con los resultados experi-
mentales reportados por Girolami et al. (1970).

Ejemplos numéricos

Para el estudio de losas, inicialmente se realizaron anali-
sis elasticos con elementos finitos placa, los cuales tienen
un grado de libertad traslacional y dos angulares en cada
nodo; posteriormente se realizaron andlisis no lineales
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Figura 7. Malla de elementos finitos: a) acero de refuerzo de la losa y b) concreto reforzado
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Figura 8. Comparacién entre curva experimental y analitica

b)

con elementos sélidos con ocho nodos y barras con dos
nodos, ambos elementos con tres grados de libertad tras-
lacionales por nodo. Con los analisis elasticos se determi-
nan las distribuciones de momento, las cuales son de
utilidad para proponer el acero de refuerzo superior e
inferior; mientras que con los analisis no lineales se de-
terminaron las trayectorias de agrietamiento, asi como la
evolucion de los coeficientes de disefio al existir una re-
distribucién de esfuerzos debido al agrietamiento.

Figura 9. Evolucion del agrietamiento:
a) inicio y b) final

En los ejemplos elasticos se utiliz6 un mallado con
elementos finitos placa para obtener la distribucion de
momentos de las losas circular, eliptica y triangular
mostradas respectivamente en las figuras 10, 12 y 14. En
estos modelos se utilizé un médulo elastico equivalente
al concreto reforzado de E = 21.673 GPa y relaciéon de
Poisson de v =0.25 bajo condiciones de apoyo empotra-
do, pues las condiciones de apoyo simple proporcionan
distribuciones de momentos que so6lo requieren acero
en la parte inferior de la losa.
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Tabla 1. Revision de espesores utilizados en modelos numéricos

Espesor minimo (m)

Perimetro
Geometria  (m)

Espesor
Monolitica No monolitica modelos (m)

Circular 12.57 0.063 0.075 0.10
Triangular  13.85 0.069 0.083 0.10
9.69 0.048 0.058 0.10

10.21 0.051 0.061 0.10

Eliptica  10.76 0.054 0.065 0.10
11.34 0.057 0.068 0.10

11.95 0.060 0.072 0.10

En los modelos no lineales se utilizaron elementos soli-
dos en 3D para el concreto simple con un moédulo elas-
tico E, = 17GPa, relacion de Poisson v = 0.20, esfuerzo
ultimo a tension o,,=5MPa y a compresion o, =25 MPa.
Para el acero de refuerzo se utilizé un médulo elastico
E,=2.05 x 10° MPa, relacién de Poisson v =0.30 y esfuer-
zo de fluencia 0, = 410 MPa. En estos modelos el espesor
de la losa es 0.10 m con un recubrimiento de 0.025 m
para ambos lechos de acero. Los modelos se analizaron
en condiciones de apoyo simple y empotrado, en los
cuales se aplicaron incrementos de carga distribuida
sobre la superficie. En la generacién del mallado se con-
sideraron los dos ejes de simetria de las losas, modelan-
do solo una cuarta parte de su geometria para reducir el
costo computacional.

Se utiliz6 un espesor de 10 cm para todas las geome-
trias estudiadas, el cual se revisé con el peralte minimo
sugerido por las NTCC-04, encontrandose que este pe-
ralte es satisfactorio cuando la losa se cuela monolitica-
mente y no monoliticamente con sus vigas, como se
muestra en la tabla 1. No se incluyeron en el articulo
recomendaciones sobre el espesor, ya que era necesario
un estudio fundamentado en la vibracion de la losa,
que esta fuera del alcance de este estudio.

Distribucion del acero de refuerzo

La obtencién de momentos elasticos en losas circulares
se realiz6 mediante un modelo numérico con radio r =
2 m, en el que el mallado se estructurd con elementos
cuadrilateros placa, evitando tener elementos triangula-
res en el centro con relaciones de aspecto relativamente
grandes que pudieran producir inestabilidades numéri-
cas. A partir de la distribucion de momentos mostrada
en la figura 10, se identificaron las zonas de momento
negativo en la losa circular, la cual esta delimitada por la
linea punteada y los bordes, obteniéndose una longitud
del acero superior en el borde de L, = r/2; es de interés

mencionar que esta longitud es andloga a una losa cua-
drada en la que se recomienda una longitud de acero
negativo de un cuarto del claro, que para el caso de losa
circular es un cuarto del didmetro. Se propuso una distri-
bucion tipica del acero de refuerzo como se muestra en la
figura 11, en la que el acero positivo se coloca en la parte
inferior de la losa y el acero negativo ubicado en la parte
superior en los bordes, el cual baja al emparrillado infe-
rior en la zona central mediante un columpio o bayoneta
realizado en la linea punteada.

La distribuciéon de momentos en la seccion eliptica
se determind mediante modelos en los que se vario la
relacion del eje menor b respecto al eje mayor 4, i.e.,
b/a=0.5,0.6,0.7,0.8 y 0.9, respectivamente, considerando
constante el valor del eje mayor a = 4 m; al igual que en
las losas circulares. En el mallado de las losas elipticas
se utilizaron elementos cuadrilateros placa, de tal for-
ma que los nodos de los elementos coincidan con los
nodos del acero de refuerzo. A partir de la distribucion
de momentos mostrada en la figura 12 se identificaron
las zonas de momento negativo en la losa eliptica, te-
niendo que la longitud del acero superior es en el eje
mayor /.= a/3 y en el eje menor /= b/3. Con base en
esta distribucién de momentos, se propuso el armado
tipico mostrado en la figura 13, en el que en la zona
central se tiene solo acero en el lecho inferior, y en el
borde, delimitado por la linea punteada, se tiene acero
en las partes superior e inferior.

La distribucién de momentos de la seccién triangu-
lar se determino mediante un modelo numérico, el cual
tiene una altura 2 = 4 m y de base 24/N3 y un mallado
estructurado con elementos cuadrildteros placa, que
evita singularidades numéricas. En la figura 14 se
muestran las longitudes correspondientes al momento
negativo en ambas direcciones: en direccion horizontal
se tiene una longitud de 4/3, mientras que en direccién
vertical se tiene una longitud de a/7 en la base y 4/2 en

Figura 10. Distribucién de momentos en losa circular
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Figura 11. Configuracion del acero de refuerzo: a) positivo, b) negativo y c¢) ambos
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Figura 12. Distribucién de momentos losa eliptica: a) horizontal y b) vertical
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Figura 13. Configuracion del acero de refuerzo en losas elipticas de concreto reforzado: a) refuerzo positivo, b) refuerzo negativo
y ¢) ambos
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Figura 14. Distribucién de momentos en losa triangular: a) horizontal y b) vertical
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ciden con los nodos de los elementos solidos. Las curvas
de la variacién de la carga distribuida con respecto al
desplazamiento en el centro de la losa se muestran en la
figura 17, donde se observa que las condiciones de apoyo
en el perimetro de la losa influyen en el desplazamiento
vertical en el centro, ya que para desarrollar un desplaza-
miento al centro de 5 cm se necesitd una carga distribui-
dade 17 KPa en la losa simplemente apoyada y una carga
de 98 KPa para la losa empotrada.

El analisis no lineal de las losas elipticas se realizd
considerando relaciones eje menor entre eje mayor b/a =
0.5,0.6,0.7, 0.8 y 0.9. El acero de refuerzo esta formado
por barras de acero del niimero 3 separadas a cada 0.20
m, que incluye el acero superior, inferior y bastones, la
malla del refuerzo discretizada con elementos lineales

parte superior. Con base en estas longitudes, en la figu-
ra 15 se muestra el armado propuesto con acero solo en
la parte inferior de la zona central, delimitada por la li-
nea punteada y con acero en el lecho superior e inferior
en los bordes.

Andlisis no lineal

En el andlisis no lineal de la losa circular se utilizé un
modelo con radio r =2 m, la malla del acero de refuerzo,
del lecho inferior y superior, asi como los bastones, se
muestra en la figura 16a, la cual esta formada por barras
de acero del numero 3 separadas a cada 0.20 m; mientras
que la malla del concreto con el acero embebido se mues-
tra en la figura 16b, los nodos del acero de refuerzo coin-
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Figura 16. Malla de elementos finitos en
losa circular: a) acero de refuerzo y b)
concreto reforzado
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Figura 17. Curva carga contra desplazamiento en el centro de losa circular en condicién de apoyo

: a) simple y b) empotrado
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se muestra en la figura 18a. La malla del concreto de la
losa con el acero embebido se muestra en la figura 18b,
observe que la malla de concreto se estructurd para
que los nodos de los elementos sélidos coincidan con
los del acero de refuerzo y para tener sélo elementos
hexaedros. Las curvas de la variacién de la carga dis-
tribuida con respecto al desplazamiento en el centro
de la losa se muestran en la figura 19, donde se obser-
va que la carga necesaria para desarrollar un despla-
zamiento al centro de la losa es inversamente
proporcional a la relacion b/a en ambas condiciones
de apoyo; ademas se observa que esta carga en las lo-
sas simplemente apoyadas es aproximadamente 20%
de la carga de las losas empotradas para desarrollar el
mismo desplazamiento en el centro.

400

----- b/a=0.5
350
— + bha=0.6
300 T = = =ba=0.7

250 | — —ba=038

— * =ba=0.9

200

WKPa)

150

d(cm)

Respecto al analisis de la losa triangular, el acero de
refuerzo consiste de barras de acero del nimero 3 a
cada 0.20 m, su mallado se realizo con elementos finitos
lineales como se muestra en la figura 20a, la malla del
concreto de la losa con el acero embebido se muestra en
la figura 20b, se realizé el mallado de la mitad del mo-
delo por sélo tener un eje de simetria en esta losa trian-
gular. Las curvas de la variacion de la carga distribuida
con respecto al desplazamiento en el centro de la losa se
muestran en la figura 21, donde nuevamente se observa
que las condiciones de apoyo influyen en el comporta-
miento global, de tal forma que la losa triangular sim-
plemente apoyada requiere de una carga aproximada
de 20% en comparacién con la losa empotrada para de-
sarrollar el mismo desplazamiento en el centro.

Figura 18. Malla de elementos finitos en
losa eliptica: a) acero de refuerzo y b)
concreto reforzado
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Figura 19. Curva desplazamiento al centro contra carga distribuida de losas elipticas en condicién de apoyo: a) simple y b) empotrado

Figura 20. Malla de elementos finitos en
losa triangular con a = 4m: a) acero de
refuerzo y b) concreto
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Figura 21. Curva desplazamiento al centro contra carga distribuida de losa triangular con a=4m en condicién de apoyo: a) simple y

b) empotrado
Determinacion de coeficientes de diseio

Puesto que se utilizan elementos sélidos para modelar el
concreto y elementos lineales para modelar el acero, en
los analisis no lineales se obtienen estados de esfuerzos,
0, en los puntos de integracidn, los cuales mediante un
proceso de suavizado, se calculan en los nodos; sin em-
bargo, para obtener los coeficientes de disefio se necesi-
tan los valores de momentos por unidad de longitud, los
cuales se determinaron con la siguiente ecuacion:

t
M = Iio-x (z) zdz 1)
2
donde o, es la funcién que describe el esfuerzo en la
direccion x, z es el eje de referencia y ¢ es el peralte de la
losa. En los analisis elasticos presentados en la seccién
de distribucion del acero de refuerzo no fue necesario
utilizar la ecuacion (1) para determinar los momentos,
puesto que el elemento placa los proporcioné directa-
mente.

En los analisis no lineales, el calculo de los momen-
tos flexionantes con la ecuacion (1) se realizd integran-
do en ocho tramos la funcién de esfuerzos, la cual se
describe por funciones de interpolacién lineales, como

se muestra en la figura 22 en el ancho de la losa; el or-
den de las funciones de interpolacién de esfuerzos es
consistente con el de la derivada de las funciones de
interpolacion de los desplazamientos nodales.

Una vez obtenido el momento, los coeficientes se
calcularon con la siguiente ecuacién:

a=L @
wi’

donde a es el coeficiente de disefo, w carga por unidad

de drea, [ longitud de referencia (r para la losa circular,

b para la eliptica y a para la triangular) y M el momento

calculado con la ecuacion (1).

Los coeficientes calculados con analisis no lineales
presentan una variacién, decremento o incremento,
con respecto a los coeficientes elasticos, tomandose los
valores maximos de la variacién respecto al incremen-
to de carga; esto se debe a la influencia del agrieta-
miento en el concreto y el endurecimiento del acero de
refuerzo en las zonas mas esforzadas de la losa. Por lo
tanto, se propone utilizar aquellos coeficientes con va-
lores maximos con el fin de garantizar la seguridad
estructural de las losas, para que tanto el concreto
como el acero de refuerzo brinden una resistencia ade-
cuada en el intervalo elastico.

Figura 22. Distribucién de esfuerzos en borde de losa

Ingenieria Investigacion y Tecnologia, volumen XV (numero 1), enero-marzo 2014: 103-123 ISSN 1405-7743 FI-UNAM 113



Coeficientes de disefio y trayectorias de agrietamiento de losas aisladas circulares, elipticas y triangulares

Los valores de los coeficientes calculados en esta
seccion deben multiplicarse por 10™*wl’ para obtener
momentos de disefio por unidad de ancho. El indice I
indica la condicién de colado monoliticamente, mien-
tras que el indice II indica la condicién de colado no
monoliticamente. Es en esta tltima condiciéon que los
coeficientes negativos en los bordes tienen un valor de
cero, pues so6lo existe momento positivo en toda la losa
debido a la condicién de apoyo.

Losas circulares

La obtencion de los coeficientes en losas circulares se
realizé en el centro, donde se presentan los momentos
maximos positivos, y en los extremos A y B, donde se
presentan los momentos maximos negativos, los cuales
se muestran en la figura 23. Los valores de los coeficien-
tes son idénticos en A, B y en cualquier punto sobre el
borde, por tratarse de una estructura que se puede con-
siderar como axisimétrica.

B

J)

Centrog x A

Figura 23. Zonas de analisis de momentos en losa circular

La variaciéon de los coeficientes de disefio calculados
para la losa circular en la condicién de apoyo simple se
muestran en la figura 24a, la cual es idéntica en cual-
quier direccién por ser una estructura axisimétrica;
mientras que en el caso de la losa empotrada se presen-
ta el momento maximo negativo en los extremos y po-

a)
2000

1800
1600
1400

|
|
|
1200 |
|
|

I
S
>e — Centro(Direcciones x y)
,{g 1000
£ 3w
= Limi (o
= 600 imite ejastico

400 |

200 |

I T

0 3 5 8 10 13 15 18 20 23 25
w(KPa)

sitivo en el centro como se muestra en la figura 24b. En
ambas condiciones de apoyo se observa que al iniciar el
agrietamiento los coeficientes decrecen en el centro y en
los bordes debido al agrietamiento en el concreto, pos-
teriormente los coeficientes se incrementan debido a la
redistribucién de esfuerzo y plastificacion del acero,
solo los coeficientes en los extremos superan su valor en
el intervalo elastico y los del centro quedan debajo de
este valor. De los coeficientes mostrados en la figura 24
se tomaron los valores de los coeficientes de disefio
elasticos, los cuales se muestran en la tabla 2, para el
caso de los coeficientes en el intervalo ineldstico se to-
maron los correspondientes a los valores maximos, que
para el centro corresponden a los mismos valores elas-
ticos y para los bordes se tiene un valor mayor a este
intervalo como se muestra en la tabla 3.

Tabla 2. Coeficientes de diseno elasticos de losas circulares

Momento I I
Neg. en los bordes 677 0
Positivo 1095 1026

Tabla 3. Coeficientes de disefo ineldsticos de losas circulares

Momento I I
Neg. en los bordes 1147 0
Positivo 1095 1939

Losa eliptica

La obtencién de los coeficientes en las losas elipticas se
realizé en los puntos donde se obtienen los valores de
momento maximo negativo, puntos A y B, y momento
maximo positivo, centro (figura 25). En losas con esta
geometria se tienen diferentes magnitudes de los coefi-
cientes en las dos direcciones en el centro; en el punto
A, los coeficientes tienen valores para determinar el
momento en la direccién horizontal y para el punto B,
el momento en la direccion vertical.
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Figura 24. Variacién del coeficiente contra carga distribuida en losa circular en apoyo: a) simple y b) empotrado
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I

Centro g— A

Figura 25. Zonas de analisis de momentos en losas elipticas

Las figuras 26 a 30 muestran la variacién del coeficiente
para las relaciones 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9, respectivamente.
La variacién de los coeficientes en el centro de las losas es
mayor en la direccién y para la condicion de apoyo sim-
ple, este mismo comportamiento se observa en el inter-
valo elastico y en el no lineal, aunque en el segundo
intervalo, la magnitud de los coeficientes decrece y pos-
teriormente vuelven a incrementarse sin alcanzar la
magnitud del intervalo elastico. Para el caso de losas con
empotramiento, la magnitud maxima de los coeficientes
se presentan en el extremo B en el intervalo elastico, pos-
teriormente, en el intervalo no lineal, la magnitud de es-
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tos coeficientes decrece y después muestran un
incremento, particularmente para las relaciones 0.5 a 0.7;
en el resto de las relaciones el momento maximo se pre-
sentd en el centro en la direcciéon x en el intervalo no li-
neal, esto se debe a la influencia de la redistribucién de
esfuerzos por el agrietamiento del concreto y la plastifi-
cacion del acero de refuerzo. Como resultado de este
analisis, los coeficientes elasticos e ineldsticos se mues-
tran respectivamente en las tablas 4 y 5.

Losas triangulares

En losas triangulares, las zonas A, By C presentan mo-
mento negativo, por el contrario, en el centro presentan
momento positivo, como se muestran en la figura 31.
Los momentos en C se calcularon en la direccién 0 = 30°
respecto al eje horizontal, puesto que los esfuerzos
principales en C se presentaron en esta direccién. Las
zonas de interés para la condicion simplemente apoya-
da son en el centro, porque so6lo se presenta momento
positivo, mientras que para la condiciéon empotrada son
de interés todos los puntos mostrados en la figura 31
por presentarse momentos con ambos signos.

Figura 26. Variacion del coeficiente contracarga distribuida en elipse con relaciéon b/a = 0.5 en apoyo: a) simple y b) empotrado
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Figura 27. Variacién del coeficiente contra carga distribuida en elipse con relacién b/a=0.6 en apoyo: a) simple y b) empotrado
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Figura 28. Variacion del coeficiente contra carga distribuida en elipse con relacién b/a = 0.7 en apoyo: a) simple y b) empotrado
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Figura 29. Variacion del coeficiente contra carga distribuida en elipse con relacién b/a = 0.8 en apoyo: a) simple y b) empotrado
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Figura 30. Variacion del coeficiente contra carga distribuida en elipse con relacién b/a = 0.9 en apoyo: a) simple y b) empotrado

Tabla 4. Coeficientes de disefio eldsticos de losas elipticas

Relacién de claros corto a largo (b/a)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Momento  Claro I I I I I I I I I II
Neg. en los Corto 2238 0 2066 0 1216 0 1589 0 1339 0
bordes  1argo 590 0 764 0 601 0 1003 0 1064 0
Corto 1359 3617 1254 3304 741 2945 987 2609 850 2174
Positivo
Largo 585 1682 655 1824 469 1925 735 1977 731 1901
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Tabla 5. Coeficientes de disefo ineldsticos de losas elipticas

Relacion de claros corto a largo (b/a)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Momento Claro I I I i I 1 I I I 1
Neg. en los Corto 2238 0 2066 0 1852 0 1589 0 1339 0
bordes Largo 684 0 764 0 1027 0 1548 0 1159 0
Corto 1502 3617 1347 3304 1220 2945 1115 2609 938 2174
Positivo
Largo 742 2009 768 2114 763 2392 2097 1977 1850 1901

En la losa triangular simplemente apoyada, la magnitud
de los coeficientes son mayores en el centro en la direc-
cién horizontal en el intervalo elastico, condiciéon que
cambia cuando se estd en el intervalo no lineal, puesto
que los momentos méaximos se presentan en el centro en
direccién y, como se muestra en la figura 32a. Por otra
parte, en la condicién de empotramiento, el momento
maximo se presenta en la zona C en ambos intervalos,
aunque en principio existe una reduccion del coeficiente,
posteriormente éste se incrementa superando su magni-
tud respecto al intervalo elastico (figura 32b). Con base
en lo anterior, los coeficientes para los intervalos elasti-
cos e ineldsticos obtenidos para losa triangular se mues-
tran, respectivamente, en las tablas 6 y 7.
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Figura 31. Zonas de analisis de momentos en losas triangulares

Trayectorias de agrietamiento

Las trayectorias de agrietamiento son de utilidad para
identificar zonas de mayor concentracién de esfuerzos,
con las que se determinan cualitativamente la ubicacion
del acero de refuerzo. Dentro de la mecanica computa-
cional existen principalmente tres modelos para repre-
sentar el agrietamiento:

1. Lamecanica de fractura, que localiza en una linea o
superficie las grietas, pero tiene la desventaja de ne-
cesitar grietas iniciales, proceso de remallado costo-
so y se aplica solo a materiales fragiles;

2. El agrietamiento distribuido, que las grietas apare-
cen en cualquier parte del modelo, por lo que no
necesita grietas iniciales. Una de sus ventajas princi-
pales en que no necesita remallado, pero presenta
problemas de atoramiento de esfuerzos; y

3. El modelo de discontinuidades interiores, que toma
las ventajas de los dos anteriores, al no necesitar el re-
mallado e introducir las discontinuidades (grietas) en
cualquier lugar y direccién dentro de los elementos fi-
nitos. En estos dos tltimos no se observa como tal
una discontinuidad fisica (grieta), sino que se presen-
tan zonas con desplazamientos mayores y, en conse-
cuencia, deformaciones con gradientes grandes.

Es de interés mencionar que en este articulo el agrieta-
miento se modeld como un agrietamiento distribuido,
asociado al estado de esfuerzos en los puntos de inte-
gracion Gaussiana del elemento, donde el material al-
canza la superficie de falla, por lo que no se muestran
discontinuidades fisicas (grietas), sino que se presentan
zonas con grandes desplazamientos y, en consecuencia,
concentracion de gradientes grandes de deformaciones
donde se degrada el material. El software ANSYS, don-
de se realizaron estos andlisis, despliega circulos en los
puntos de integraciéon que se agrietan o aplastan; el
agrietamiento se muestra con un circulo en direccién
del plano de agrietamiento, mientras que el aplasta-
miento se muestra con un octaedro. Si la grieta se abre
y posteriormente se cierra, se despliega una X dentro
del circulo. En las figuras mostradas en esta seccion se
delimitaron las zonas que contienen los puntos de inte-
gracion dafnados, las cuales se muestran en color rojo
donde los estados de esfuerzo estan dominados por la
tension y en azul los que estdn en compresion.

Losas circulares

En losas circulares empotradas en sus bordes, el agrie-
tamiento inicia en todo el borde por la parte superior de
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Figura 32. Variacion del coeficiente contra carga distribuida con apoyo: a) simple y b) empotrado

Tabla 6. Coeficientes de disefo eldsticos de losas triangulares

Tabla 7. Coeficientes de disefio inelasticos de losas triangulares

Altura (m) Altura (m)
4 4
Momento Claro 1 11 Momento Claro I 11
Base(A) 218 0 Base(A) 214 0
Neg. en los ) Neg. en los )

bordes Diagonal (C) 251 0 bordes Diagonal (C) 281 0
Punta(B) 26 70 Punta(B) 55 196
Corto 99 222 Corto 102 191

Positivo Positivo

Largo 94 212 Largo 100 231

lalosa debido a que es axisimétrica, como se muestra en
la figura 33a, posteriormente, el agrietamiento se pre-
senta al centro del claro en la parte inferior (figura 33b).
Se observo que el agrietamiento evoluciona, de manera
que en la parte superior éste se propaga de los bordes
hacia la parte central, no obstante, en el centro se pre-
senta un aplastamiento y en la parte inferior, el agrieta-
miento se propaga del centro hacia los bordes.

Cuando las losas circulares estan simplemente apo-
yadas en sus bordes, el agrietamiento inicia en el centro
de la parte inferior, el cual, posteriormente, se propaga
hacia los bordes, como se muestra en la figura 34b, y en
la parte superior se presenta un aplastamiento incipien-
te como se muestra en la figura 34a. El que nada mas
exista momento positivo en la losa demuestra que sélo
existen esfuerzos a compresion en la parte superior de
la losa, por lo que aparecen aplastamientos, y esfuerzos
de tension en la parte inferior, con lo que aparecen
agrietamientos.

Losas elipticas

En las losas elipticas empotradas, el agrietamiento ini-
cia en la parte superior de los bordes aproximadamente
perpendiculares al eje mayor, como se muestra en la fi-

gura 35a, posteriormente, el agrietamiento aparece en
el centro de la parte inferior de la losa, como se muestra
en la figura 35b. Al incrementar la carga distribuida, el
agrietamiento se propaga analogamente a la losa circu-
lar, pues en la parte superior de la losa, el agrietamiento
se propaga de los bordes hacia la parte central generan-
dose aplastamiento en el centro; mientras que en la par-
te inferior de la losa el agrietamiento se propaga del
centro hacia el borde.

Es en la condicién de apoyo simple, que las losas elip-
ticas comienzan a agrietarse en su parte inferior, como se
observa en la figura 36b, posteriormente, éste se propaga
del centro hacia los bordes. Al incrementar la carga dis-
tribuida, un incipiente aplastamiento aparece en la parte
superior de la losa como se observa en la figura 36a.

Losas triangulares

El agrietamiento en la losa triangular empotrada inicia
en los tres bordes de la parte superior de la losa, como
se muestra en la figura 37a, donde se tienen estados de
esfuerzos negativos; posteriormente, el agrietamiento
aparece en la zona central de la parte inferior de la losa,
como se muestra en la figura 37b. Al incrementar la car-
ga distribuida, el agrietamiento se propaga del centro
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e

Figura 33. Evolucion del agrietamiento en
losa circular empotrada: a) parte superior
y b) parte inferior

Figura 34. Evolucion del agrietamiento
en losa circular simplemente apoyada: a)

b parte superior y b) parte inferior
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de los bordes hacia los vértices en la parte superior, en
cuanto que éste se propaga del centro a los vértices en
la cara inferior.

Cuando la losa triangular estd simplemente apoya-
da en sus bordes, el agrietamiento inicia en el centro
de la parte inferior de la losa, propagandose hacia los
vértices conforme se incrementa la carga distribuida,
como se muestra en la figura 38b. Por otra parte, debi-
do a los estados de esfuerzos a compresion en la parte
superior se presenta aplastamiento, como se muestra
en la figura 38a.

En general, cuando las losas se encuentran empotradas,
el agrietamiento inicia en los bordes de la parte supe-
rior, posteriormente en el centro de la parte inferior. En
las losas simplemente apoyadas, el agrietamiento inicia
en la cara inferior de la losa, al centro, propagandose en
todo el sistema; posteriormente se presenta un aplasta-
miento incipiente al centro de la parte superior. El que
el agrietamiento sea mayor en la cara inferior de las lo-
sas respecto al aplastamiento que aparece en la cara su-

Figura 35. Evolucién del agrietamiento en
losa eliptica empotrada: a) parte superior
y b) parte inferior

Figura 36. Evolucién del agrietamiento en
losa eliptica simplemente apoyada:
a) parte superior y b) parte inferior

perior se debe directamente a la redistribucién de
esfuerzos y a la diferencia de resistencia que tiene el
concreto al someterse a tension que es de 5% a 20% de
la resistencia a compresion.

Conclusiones

El comparar la curva carga contra desplazamiento de
los resultados numéricos con los experimentales repor-
tados en la literatura se valida el MEF y los modelos
constitutivos utilizados para el estudio de losas con
geometria triangular, circular y eliptica, pues a pesar de
que la curva experimental muestra una recuperacion de
desplazamiento, se considera que éste posiblemente se
debid a un deslizamiento de los instrumentos de medi-
cién, pues ante una carga vertical incremental como la
del experimento no puede presentarse una recupera-
cién de desplazamientos al centro.

Se descarta el método de lineas de fluencia para de-
terminar las trayectorias de agrietamiento y los coefi-
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cientes de disefio o la carga de colapso, pues a pesar de
que este método proporciona trayectorias de agrieta-
miento, no lo proporciona en la parte superior o infe-
rior delalosa; ademas, estos métodos sélo proporcionan
un valor de la carga de colapso, que puede ser mayor o
menor a la carga real de colapso. Por lo anterior, se uti-
liz6 la mecanica numeérica que proporciona el inicio y
evolucion del agrietamiento, asi como la variacion de
los momentos en el intervalo no lineal.

El armado propuesto para cada geometria de losa,
con base en analisis elasticos de placas homogéneas de
concreto reforzado resulta adecuado, pues se obtiene
una buena aproximacion de la distribucién de momen-

Figura 37. Evolucién del agrietamiento
en losa triangular empotrada: a) parte
superior y b) parte inferior

Figura 38. Evolucién del agrietamiento en
losa triangular simplemente apoyada: a)
parte superior y b) parte inferior

tos y de la localizacion e inicio del agrietamiento en el
sistema. Estas longitudes de acero negativo y positivo
se recomiendan para el disefio y construccion de losas
con estas geometrias. De las graficas carga distribuida
contra desplazamiento al centro de la losa con las tres
geometrias estudiadas, se observd que la carga distri-
buida sobre las losas con apoyo simple es aproximada-
mente 20% de la magnitud de la carga sobre las losas
empotradas en sus apoyos para desarrollar un mismo
desplazamiento en el centro de la losa.

Los coeficientes elasticos obtenidos con los modelos
de elementos finitos sélidos y barra son consistentes en
el intervalo elastico con aquellos obtenidos con elemen-
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tos finitos placa. Después, cuando se agrieta el concreto
y/o fluye el acero de refuerzo, el valor de estos coefi-
cientes cambia debido a la redistribucion de esfuerzos.

En las tablas de coeficientes, resultado de los anali-
sis no lineales, se proporcionan los valores maximos
como los de disefio, con la finalidad de garantizar un
comportamiento estructural adecuado. Sin embargo, se
recomienda utilizar los coeficientes del analisis elastico,
pues se puede observar que en la mayoria de los casos
los coeficientes decrecen debido al agrietamiento y lue-
go se incrementan por la plastificacién del acero, te-
niendo en la mayoria de los casos el valor de los
coeficientes elasticos como maximo.

En general, el agrietamiento en las losas empotradas
inicia en los bordes de la cara superior, posteriormente
en el centro de la parte inferior, propagandose al incre-
mentar la carga; mientras que en las losas simplemente
apoyadas inicia en el centro del claro en la cara inferior,
propagandose hacia los bordes.
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