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Resumen
El comportamiento del flujo en una curva vertical de un canal es diferente del
rectilineo, dado que la curvatura apreciable de las lineas de corriente modifica
la distribucién de la presion y velocidad en cada seccion por el efecto que
impone la fuerza centrifuga. En este articulo se presenta un desarrollo
alternativo para obtener las condiciones del estado critico del flujo curvilineo
permanente en canales rectangulares, tomando como hipotesis la ley del
vortice libre para la distribucién de la velocidad en la seccion. EI cumplimiento

de las ecuaciones del régimen critico permite ubicar la seccion de control y a
partir de ésta, calcular el perfil del flujo en curvas verticales.

Descriptores: flujo en curvas verticales, régimen critico en flujo curvilineo,
seccion de control en flujo curvilineo.

Abstract
The flow be hav iour inaver ti cally curved bot tom chan nel is dif fer ent from the one on a flat
bot tom chan nel. The cen trif u gal force af fects the pres sure and ve loc ity dis tribu tionsand the
stream lines are curved fol lowingbottomthechan neltrend.
With the free vor tex law as hy poth e ses, the equa tions for the criti cal con di tionsin arectan gu
lar chan nel with curvilinear flow are ob tained as shown. Knowing the crit i cal con di tions it will
allowlocatingthecontrolsectionandthereforecal cu latingtheflowprofile beforeandaf ter the

curve.

Keywords: flow in ver ti cally curved, crit i cal con di tions in curvilinear flow, con trol sec tion in
curvilinear flow.

Aspectos generales unidos por curvas verticales, normalmente

circulares o parabdlicas.
El perfil del fondo de un canal generalmente se Los cambios del fondo en direccion ver ti-
disefia ajustandolo a las condiciones topo- cal también se requieren para unir dos
graficas y geoldgicas del sitio, mediante tramos tramos de pendiente distinta, o bien,

rectos de fondo plano y diferentes pendientes cuando es necesario proporcionar una
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determinada geometria al perfil del fondo por
razones hidraulicas. Esto dltimo puede
presentarse al disefiar un cimacio y la
conexion entre el pie de un cimacio y su canal
de descarga, o bien, al disefiar una cubeta
deflectora.

Cuando el canal tiene deflexiones en la
direccion vertical y las lineas de corriente
tienen curvatura apreciable, se modifica la
distribucién de la presion en cada seccion por
el efecto que impone la aceleracion centrifuga.
Las curvas verticales pueden ser cOncavas
(figura 1a) o convexas (figura 1b). La curvatura
pro duce un componente de la aceleracion per-
pendicular a la direccién del flujo en ambas, el
cual desvia la presion de la ley hidrostatica,
representada por la linea AC cuando el flujo es
recto, a la linea AC cuando el flujo es
curvilineo. La fuerza centrifuga actda hacia el
ex terior de la curva en ambos casos, pero en el
flujo concavo pro duce una presion mayor que
la hidrostatica, mientras que en el convexo
pro duce una menor.

El tratamiento adecuado del flujo curvilineo
es considerarlo como irrotacional y analizarlo
mediante una red de flujo o con soluciones
analiticas, como lo hizo Lenau y Cassidy (1969);
Prasad (1984); sin em bargo, en ambos casos, el
procedimiento resulta muy elaborado y a veces
tedioso. Por lo anterior, se presenta un
planteamiento diferente basado en que la
distribucién de la velocidad sigue la ley del
vortice libre con el fin de determinar las
condiciones en que se realiza el flujo curvilineo
unidimensional en un canal rectangular con
curvatura vertical. Con estos desarrollos se
proponen las ecuaciones necesarias para
analizar las condiciones del régimen critico en
un canal rectangular de fondo curvo, cuya
aplicacion proporciona resultados suficiente-
mente precisos para fines practicos.
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Flujo curvilineo como
un vortice libre

El flujo irrotacional tiene la propiedad de que
la energia permanece constante en cualquier
punto de una misma linea de corriente.
Cuando el flujo es ademas curvo, a dicha
propiedad se agrega que en cada punto de
dicha linea se satisface la ecuacion

&= 2 )

donde r y Vv son el radio local de curvatura de
la linea de corriente y la velocidad local,
respectivamente (ambos en el punto en cues-
tién). Se considera que las lineas de corriente
en la seccion del flujo concavo (figura 1a)
asume la forma circular del fondo con un solo
centro de curvatura, no obstante que se ven
influenciadas desde un punto antes del cam-
bio de direccidon y en un tramo después del
mismo; es decir, existe una zona de transicion
antes y después de la curva donde también se
producen cambios en la distribucion de la
presion. La hipétesis permite integrar la ecua-
cién 1 y obtener In(vr)=constante, 0 bien,
vr =k, que es la ley del vértice libre, donde k
es constante para todas las lineas de corriente
en una misma seccion de la curva. Por tanto,
se satisface que vr = v,r, = k donde v, Y r,
son la velocidad y el radio de curvatura en un
punto sobre la linea de corriente que coincide
con la superficie libre de la misma seccion.

Con wuna distribucion de la velocidad
siguiendo la ley del vortice libre, v =v,r /r,,
la Velocidad media en una seccion rectangular
ortogonal al fondo es

R R

V—é ‘Vdr—rava ~ g—ria najgv
d O ¢ O T d e,

a a

e
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Figura 1. Distribucidn de la presion en el flujo curvilineo
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donde R es el radio de curvatura de la linea de
corriente que co in cide con el fondo.

Pero In(R/r,)=-1n(r,/R), y siendo
r, =R-d, la ecuaciéon anterior se escribe
me- jor en la forma

V=lv 3)

donde Vv, es la velocidad en la superficie
libre y

| =§. Ry 4 du_ & kd“l n[l- K d]
€ di 8 RH Bk
(4)

es el coeficiente de curvatura que corrige el
efecto de considerar la velocidad media en la
seccion, en lugar de la velocidad sobre la
superficie libre, siendo el término k =1/R la
curvatura del fondo del canal y d el tirante
medido en direccién perpendicular al mismo
fondo. Cuando el flujo es convexo, los tér-
minos que contienen a k d cambian de signo
en la ecuacion 4, es decir, se considera que
k >0 cuando la curvatura es céncava y k<0
cuando es convexa. La figura 2 muestra la
representacion gréfica de la ecuacion 4 y en
ella se observa que el coeficiente | tiende a
uno cuando kd tiende a cero, sea el flujo
concavo o convexo Y, con ello, v, tiende a 'V,
es decir, tiende a la distribucién uniforme de la
velocidad media unidimensional. Esto ocurre
cuando el fondo del canal es plano y k =0.

La energia H=z+ p/gr + /29 (res-
pecto del fondo) es constante para todas las
lineas de corriente en una seccion, pero su
valor se obtiene con mas facilidad para la
linea que coincide con la superficie libre del
agua (z=d cos g), donde la presion es la
atmosférica (p, =0). De la ecuacion 3 resulta
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=V /1 ; por tanto, la energia especifica en
Ia seccion resulta

1V? 1 @
E=dcos g+ - —=dcos g+ ~—
912 g 7 g0 2

()

sea el flujo concavo o convexo. Para un gasto
Q dado y conocidos el ancho b del canal, el
angulo q de inclinacién y la curvatura k del
fondo, la energia especifica E es funcion
exclusivamente del tirante d. Toda vez que
(1/I 2)(V2 /29) = V2 / 2g, este término repre-

senta la distancia vertical que separa la linea
de energia de la superficie libre en el canal.

Un hecho importante es que, para calcular
la energia en una seccion del flujo con
curvatura vertical, no es necesario conocer la

distribucion de la presion ni la que hay en el
fondo, solo el coeficiente de curvatura.

Energia especifica y régimen
critico. Condicion de gasto
constante

La condicion limite para que la energia
especifica sea la minima E_) con que puede
fluir un gasto Q conocido a través de la seccidn

del canal, se puede determinar utilizando el
criterio de la primera derivada (dE/dd =0).

Dicha derivada resulta

dE QP 1 édl
— =CO0S —_—
dd a- b2I3d38d

1Y (6

u
s
De la ecuacion 4 se tiene que

E_In(lidzkd) d ")

Con la misma ecuaciéon 4, la anterior se
transforma en
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d _1eg | ¢
dd d€ 1-kdg

(8)

Al sustituir la ecuacion 8 en la 6 considerando

Q

el gasto unitario q = b se obtiene

2 _ \
E:cosq a’ el kd(1+|)lf

dd “gl®d & 1-kd 8

Para que E sea minima, debe ser dE/dd=0,
porlo que laecuacion an te rior se convierte en

¢ _é d°@- kd)d
gcosg &l- kd (1+1)f

(108)

0 bien

gk® _€é13kd)y*@- kd)u”
Jgcosg & kd(@+l)-1 4§

(10b)

expresion que representa la condicién del
estado critico de un flujo curvilineo en un
canal rectangular. En ella se observa que el
tirante critico d_ depende de la curvatura del
fondo. La figura 3 muestra la representacion
grafica de la ecuacion 10b.

Con q=V,d, en la ecuacion 10a, resulta

1VZ _1d cosql(1- kd,)
1?29 2 1-kd(1+1)

(11)

siendo la energia especifica minima
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E, =d,cosq 214,1 1 @-kdo) 3
€ 2 1-kd @+
(12)

Por otra parte, si se representa con v, a la
velocidad de las particulas en el fondo de la
seccion, de la ecuacion del vortice libre:
v, I, =V,R de manera que

R-d
0 a R

=v_(1- k d)

donde, v, =V /|l =q/l dde laecuacién 3; por
tanto

Wi, 00

Un pardmetro aplicable al flujo curvilineo,
relacionado con el nimero de Froude, de la
ecuacion 13 es

= Vv, _ q 1- kd
Jgdcosq /gcosq | d¥?2

(14)

el cual, para las condiciones criticas adquiere
el valor

F=_4 ¢&-kdu
* Jgcosq 8 d¥*H

(15)
Pero, de la ecuacion 10b se tiene que

q  _éI%a-kdu

a4 _gld@kdu
Jocosqg & kd@+1)- 14

Por tanto
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é 1(@-kd? d”
"€ kdd+l)-1y

'I'I
I

(17)

El valor deF.no tiene que ser igual auno ya
que depende de | y de k d. El nimero de
Froude para cualquier condicion del flujo
curvilineo se de fine ahoracomo

F
F=r (18)

donde F y F. estan dados por las ecuaciones
14 y 17. Este ndmero de Froude si alcanza
obviamente el valor F=1 para el flujo critico
curvilineo.

Cuando el fondo es planok d, =0,1 =1(Figura
2) y la ecuacion 10a se transforma en

d =%/ /gcosq, que corresponde a la
ecuacion del tirante critico para el flujo
rectilineo en canales rectangulares con fondo
plano.

Para la misma condicion de fondo plano,
| =1y kd, =0, por tanto, de la ecuacion 12
resulta que: E_=(3/2) d_cosq es la energia
especifica critica del flujo rectilineo en canales
rectangulares.

Finalmente, de la ecuacion 17 resulta F =1

y, por tanto, para el fondo plano se obtiene la
expresion convencional: F=V / /g dcosq, que
coincide con el niumero de Froude conven-
cional del flujo rectilineo, de valor igual a 1 en
condiciones criticas.

Aplicaciones

Curva de transicion entre dos canales de
pendiente distinta

La modificacion de la presion en una curva ver-
tical es més importante a medida que aumenta
la velocidad y disminuye el radio de curvatura.
El efecto se deja sentir tanto en flujo subcritico
como en supercritico pero, en el dltimo, la
velocidad es mayor y los cambios de direccién
ver ti cal se realizan con deflexiones mas grandes
y mas frecuentes. Las curvas verticales bruscas
deben evitarse a fin de prevenir perturbaciones
del flujo en el canal. Las curvas verticales son
mas sencillas de considerar que las producidas
en un cambio de direccién horizontal, pero el
disefio de las curvas de conexion debe tomar
en cuenta los siguientes aspectos:

a. Las curvas convexas deben ser
suficientemente graduales con el fin de
mantener presion positiva en el fondo y
evitar que el flujo se separe. La presion
negativa tiene que limitarse para evitar
cavitacion en los recubrimientos.

b. Las curvas céncavas deben tener
un radio de curvatura suficientemente
grande con el fin de disminuir los efectos
dindmicos sobre el fondo producidos por
la fuerza centrifuga resultante del cambio
de direccion.

c. La geometria de una curva vertical
gue une dos canales de pendiente menor
a mayor debe ser lo méas sencilla posible,
preferentemente circular o parabdlica
con el fin de simplificar su construccion.
En el caso de canales con flujo subcritico
de poca velocidad, los cambios de
pendiente pueden ser bruscos si esto no
implica erosion en el fondo.

Para evitar la tendencia del agua a separarse



Figura 4. Curva vertical convexa

contacto, el perfil de una curva convexa debe

ser considerablemente més tendido que la
trayectoria del chorro libre lanzado con angulo

de inclinacion g, y la energia especifica E , del
flujo en la seccion donde inicia la curva. En la
figura 4 se muestra la curva de conexion del
fondo de dos ca na les de distinta pendiente.
Con el sistema coordenado mostrado, la forma
de la curva queda definida por la ecuacion de
una pardbola, como se demuestra en Sotelo
(1994), que es

X2

=xtangq, + ————
Y "4k E, cos?q,

(19)
donde

E energia especifica del flujo al iniciar la
curvatura ver ti cal de transicion

K factor que depende del grado de
coincidencia deseado entre el perfil del
fondo y del chorro descargado
libremente

(o angulo de inclinacion del fondo en el
canal aguas arriba de la curva.

Para asegurar presion positiva sobre toda la
superficie de contacto con el fondo, el valor de

K daha car intnal n mavnr da 1 R

La derivada de la ecuacién 19 es

y _
— =tanq, + ——— 20
ax TRy E,cos’q, (@0

Para obtener las coordenadas del punto en
que la curva se vuelve tangente al fondo del
segundo tramo, se iguala dy/dx con tang, y

resulta

N S
2K E,cos’q,

tang, =tanq, +
Por tanto, la abscisa del punto 1 de
tangencia es entonces

X, =2 KEcos q,(tang, - tanq,) (21)

y la ordenada y, se obtiene sustituyendo X,
en la ecuacion 19.

El perfil del fondo puede disefarse con la
forma parabdlica dada por la ecuacién 19
entre los puntos 0 y 1. Para simplificar su
geometria y construccion, el perfil puede
cambiarse a una curva circular vertical que
inicie en el origen 0 del sistema coordenado
(punto PC) y termine en el punto 1 (punto PT),
siendo PI el punto de inflexiony q=q, - q, el
angulo de deflexion.



La canalizacion de un rio donde fluye un gasto
de 15 m?® /s, se inicia con un tramo de 940 m
de longitud, seccién rectangular, ancho
constante de 3 m y pendiente de 0.0042
también constante. Para descargar a otro rio
se dispone de una rapida que termine en una
cubeta deflectora cuya geometria se muestra
en la figura 5. Disefiar la curva de transicion
para el cambio de pendiente y determinar el
tirante de la seccion critica considerando
n=0.015 (Manning).

Solucién

Debido a su gran longitud, se forma flujo
uniforme en el primer tramo del canal, el cual

debe ocurrir con tirante normal y, =14261 m,
En efecto, el area hidraulica es A = 42783 m?,

el radio hidraulico R, =0.7311 m, por tanto, la
velocidad media del agua y el caudalvalen:

1

0015(0'7311) 2300042 =35062m/ s

V =

Q =35062(42783) =15 m°* /'s

El tirante critico y la energia especifica
minima en el primer tramo del canal (con
fondo plano), para el gasto unitario
q =15/3=5m?/s resultan los valores:

13

=13659m

_&5r
° &os1

U
]
u
E, = 2(13659) =204887m

En virtud de que y, >vy., el régimen es
subcritico en el primer tramo. Por efecto del

curva vertical de transicion entre las dos
pendientes, por lo que dicha curva se disefia
con la energia especifica critica antes
calculada. El angulo de inclinacién del fondo
del canal antes de la curva es

q, = tan"* 00042 = 024064° y despues de ella,
q, = tan' 0.7 = 3499202°.
Con K =15, de la ecuacion 20 resulta

X, = 2(15)(20489)( cos® 024064) (0.7 - 00042) =
42768m

De la ecuacion 19:;

y, = 42768(00042) +

(42768)°

=15059 m
4(15)(2.0489) cos 024064°

El angulo de deflexion total es
gq=q, - g, =3499202 - 024064 = 34.75138°
La abscisa x del punto Pl de inflexion, se
obtiene de cualquiera de las siguientes
expresiones:
X; =STcosq,,
0 bien

X - X =STcosq .

El valor de la subtangente ST debe ser el
mismo en ambas, es decir:

X /cosq, = (X, - x;)/cosq ;

por tanto
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x = %a00SG,  _ 4 2768c0s024064°
' cosq,+cosq,  Cos024064°+cos3499202°

X, =23509m
La subtangente resulta

sro % 23509

= = =23509m
cosq, c€o0s0.24064°

Con ésta, el radio de la curva circular que
pasa por los puntos 1y 2 (tangente al fondo de
ambos tramos del canal) vale:

ST 23509

R= = = 75129m
tan(q/2)  tan(34.75138/2)

valor que puede redondearse a R=75m,
que equivale a una curvatura constante
k =-1/75=-013333m*; negativa por ser
convexa y de valor constante en cualquier
punto de lacurvacircullar.

El centro del circulo tiene las coordenadas:

Xo=-Rsenq, =-75(sen024064° ) =-00315m

Y, =R oosq, =7.5(c09024064°) = 749998 m

y con R?=(75)* =5625, la ecuacion de la
curva es

(x+00315)* +(7.49998- y)* =5625 (a)
o bien

1/2

y =749998- [5625- (x+00315)?]"”  (b)

de manera que

‘;y =[5625- (x+003157 ] " (x+00315) (¢)
X

es la tangente del angulo g de inclinacion de
un recta tangente a la curva en cualquier punto
de abscisa x.

Por otra parte, el cuadrado del primer término
en la ecuacion 10b vale

q’k® _ (5)* (- 0133333)° __ 00060407
gcosq 981cosq cosq

para que se satisfaga dicha ecuacion en la
forma

00060407 _ (I kd, )*(1- kd,)

cosq kd.(1+1)-1 (@

donde | se calcula de la ecuacién 4; q de las
ecuaciones a, b y c. Ademaés, la energia
especifica minima queda expresada por la
ecuacion 12. Si se efectta un anélisis numerico
de la ecuacion d, el segundo término crece con
d., pero cosq se aleja del valor 1 para que dicha
ecuacion se satisfaga, lo que traslada a la
seccion critica hacia aguas abajo del inicio de
la curva. Sin embargo, esto hace que
disminuya E_ y con ésta el nivel de energia, lo
gue descarta la presencia de la seccién critica
en puntos aguas abajo. Por tanto, dicha
seccién se debe presentar practicamente al
inicio de la curva, donde cosq =cosq, @L
La solucion de la ecuacion d es con
kd, =-0176739. En efecto, de la ecuacion 4 se
tiene
__a+0176739 O

(1+0176739) = 108358
& 0176739 g

Por tanto, se alcanza el valor

(I kd_ )’ (2- kd,) _

A /101 N 1




[108358(- 0176739)]° (1176739)
(- 0176739)(208358) - 1

gue es practicamente igual al que se debe
satisfacer, siendo el tirante critico

= 00060408

d =-0176739/- 0133333 =13255m

c

Con cosg @1 en la ecuacion 12, la energia
especifica critica vale

1 108358(1+0176739) U
2 1+0176739(1+108358)H

E, =19431m

E, = 13255g1+

Ambos valores d. y E.) son menores que
los obtenidos para el fondo plano y por ello la

seccidn critica se presenta al inicio de la curva
y en dicha seccion se inicia el calculo del perfil
del flujo gradualmente variado que se forma
antes y después del cambio de pendiente. La
diferencia de las energias especificas criticas
antes y dentro de la curva sirven para
compensar las pérdidas por curvatura y
friccion.

Conclusiones

En este trabajo se establecen las condiciones
en que se realiza el flujo curvilineo
unidimensional en un canal de fondo curvo, de
manera similar a la que sigue Dressler (1978)

con el mismo grado de precision. En este caso,
la ecuacion 10 muestra que el tirante critico
depende de las variables tradicionales en el
flujo rectilineo, ademas de la curvatura del
fondo y del llamado coeficiente de curvatura.
Segun la ecuacion 17, el parametro F_no es un
numero fijo en canales de fondo curvo ver tical,
como ocurre con el valor 1 en flujo rectilineo, y
depende tanto del coeficiente de curvatura |
como del propio tirante d. Sin embargo, €
nimero de Froude F alcanza € valor 1 para €
flujo critico.
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