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Resumen

En este articulo se proporcionan datos sobre la impedancia propia de dipolos
cortos y curvos que permiten verificar la exactitud de un programa de
computadora personal hecho para analizar las caracteristicas de radiaciéon de
una antena determinada por el método de momentos. En particular, estos
datos sirven para comprobar los elementos complejos de la diag onal prin cipal
de la matriz de impedancias obtenida por dicho método para una gran
diversidad de antenas con geometria conica. Adicionalmente, los resultados
obtenidos demuestran que el error introducido al aproximar cada dipolo curvo
por uno recto es despreciable, siempre y cuando su radio de curvatura sea igual
0 mayor que 2.

Descriptores: dipolo corto, dipolo curvo, impedancia propia, método de
momentos, geometria conica.

Abstract

Data on the selfim ped ance of short and bent di poles are pro vided in this pa per, that are useul
toverify the effectivenessofcomputerprogramswritten to analyzetheradiation characteris
ticsof ade ter mined an tenna by the Mo ment Method. Par tic u larly, these data are use ful to
check the el e ments of the main di ag o nal of the com plex im ped ance ma trix that is ob tained by
this method, and can be used for many an ten nas of dif fer ent con i cal ge om e try. Ad di tionaly,
the results ob tained show that theer ror in tro duced when ap prox i mat ing each bent dipoleb ya
straight one is neg li gi ble, as long as its cur va ture ra dius is equal or greater than 2.

Keywords:short di pole, bent di pole, self-impedance, mo ment method, conical geometry.

Introduccioén

En todo sistema de comunicacién inaldmbrica es
necesario caracterizar las antenas por medio de
sus propiedades de radiacion. Existen varios
métodos numeéricos que facilitan estos calculos,

uno de ellos es el Método de Mo- mentos,
gue divide a la antena bajo estudio en N
segmentos, considerados como dipo- los
cortos, mismos que pueden 0 no tener la
misma longitud. Cada segmento tiene una
impedancia propia asociada, y debido a la
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proximidad fisica entre todos los segmentos
del con duc tor, también existe una impedancia
mutua entre cada par de ellos (Harrington,
1968).

En otro articulo publicado en esta misma
revista (Neri, 1999) se explica todo el pro-
cedimiento matematico para obtener la matriz
de impedancias de cualquier antena lineal
arbitraria por el Método de Momentos (MM);
asimismo, se incluyen algunos resultados para
antenas tipo Yagi-Uda, con todos sus ele-
mentos rectos. Sin embargo, no todas las
antenas lineales consisten de elementos rec-
tos, sino que pueden tener diversas curva-
turas. Ejemplos tipicos (Figura 1) son el dipolo
doblado (Hernandez et al., 2001) , la antena cir-
cular y la antena parabdlica de rejilla o tubular
(Neri y Maclean, 1978).

Uno de los mayores problemas que enfrenta
un investigador o un alumno de la asignatura
antenas y propagacion, es cuando desea em-
plear el MM por primera vez, e ir adquiriendo
experiencia y certidumbre en sus resultados, es
como verificar si la matriz de impedancias
calculada es correcta o no antes de invertirla y
proseguir con la obtencion de las corrientes y los
campos radiados. Para el caso de los con-
ductores rectos si existe una referencia que
permite comprobar dichas impedancias y la
eficacia del programa de computadora que haya

(a) (b)

sido elaborado en forma personal (Neri, 1980).
Sin embargo, para el caso de elementos curvos
no hay datos disponibles en la literatura y queda
la duda sobre qué tanto influye la curvatura o si
la impedancia propia es igual a la de un dipolo
recto por el hecho de que ambos sean muy
cortos. Por tanto, en este trabajo se aporta
informacion que permita verificar, como primer
paso, ladiag o nal prin ci pal de lamatrizcompleja
tomando en cuenta la curvatura de la antena. En
esta diagonal principal estan todas las impe-
dancias propias de los segmentos en que la
antena ha sido subdividida; si todos éstos son
de la misma longitud y curvatura, por ejemplo
en una antena de lazo cir cu lar, entonces basta
con conocer una sola impedancia propia, ya
que todas las demés de la diagonal principal
deben ser iguales. Pero si los segmentos
cambian de curvatura en diferentes secciones
de la antena, como por ejemplo en cada
conductor parabdlico de los que forman a la
antena mostrada en la Figura 1c, entonces las
impedancias de ladiag o nal prin cipal yano son
necesariamente idénticas. Los resultados aqui
presentados permiten verificarlas una a una,
conforme su radio de curvatura varia, al igual
gue las impedancias propias de los segmentos
de otras antenas curvas.
Desarrollo

(c)

Figura 1. Ejemplos de antenas lineales formadas con elementos tubulares curvos: (a) dipolo doblado, (b) lazo
circular, (c) paraboloide de rejilla visto de frente
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En este analisis general de la impedancia
propia de dipolos cortos y curvos, es decir,
con geometria conica, conviene trabajar en
coordenadas polares. Una coOnica se define
como la curva trazada por un punto P que se
mueve de tal manera que la distancia entre
este punto movil y otro punto fijo (llamado
foco), dividida entre la distancia de P a una
recta fija (llamada directriz) resulta ser una

razén constante. La razon constante es la
excentricidad e de la curva (Solis et al., 1995).

En la figura 2 se muestra esta geometria, en
donde el foco coincide con el origen y el eje
focal es colineal con el eje polar. La ecuaciéon

que representa a esta conica en coordenadas
polares es (Spiegel et al., 2000):

- p
r=— 1
1-ecosq o

Donde p es la distancia del foco a la directriz y
r es la distancia del foco a un punto de la
conica e igual a la magnitud de R(Q).

Ahora bien, la funcién vectorial en coor-
denadas cartesianas que representa a la
misma cénica esta dada por la expresion:

G
A

Die ctriz

R=xa, +ya

(2)

o bien, en términos de la variable q y
sustituyendo la ecuacion (1) en la ecuacion (2),
con py renlongitudes de onda:

picosq _ _ psenq
* 1-ecosq ’

R@) =

" 1-ecosq

(3)

donde R es el vec tor de posicion de la funcién

vectorialya, y a, son los vectores unitarios del
sistema (Figura 2).

Como se muestra en la figura 3, para poder
aplicar el MM, es necesario caracterizar a cada
conductor tubular de la antena por medio de
una curva que represente a la curvatura del
segmento sobre su eje y otra que represente a
la curvatura sobre su superficie.

La distancia R,se mide desde un punto
fuente sobre el eje de cada segmento n hacia

Foco
(origen de ambos
g stemas d ec oor denad as)

Eje }polar
(=EeX)

Figura 2. Geometria de una cénica en los sistemas polar y cartesiano
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Figura 3. Modelo de un segmento curvo a lo largo del conductor. Sélo se indican el eje y una de las dos
superficies laterales

el punto central sobre la superficie del
segmentom, y se calcula como la magnitud de
la siguiente ecuacion vectorial:

(4)

dondeq, Yy g, son los &ngulos que determinan
la posicion del punto cen tral del segmentom y
el punto fuente sobre el eje del segmento n,
respectivamente.

Si la magnitud de R(g,) Yy R(q,) se

representa, respectivamente, como r, y , la
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ecuacion 4 en coordenadas polares es equi-
valente a la distancia entre dos puntos:

R, :Jr; +r2-2r.r cos@,-d,)

(3)
Donde:
r. :p—I (5a)
" 1-ecosq,
F=_ P (5b)
" 1-ecosq,
FI-UNAM
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YR, I, Y I, estan en longitudesde onda.

Para aplicar las ecuaciones que permiten
calcular las impedancias propias (Neri, 1999)
es necesario conocer el angulo b formado
entre el vec tor tangente a la superficie del con
ductor en el segmento m y el vector de
potencial magnético A en el mismo segmento;
dicho vector A es producido por la corriente
gue fluye en el segmento n y tiene la misma
direccion que la corriente en este dltimo
segmento. Por lo tanto, este angulo b puede
ser calculado por medio de la definicion del
producto escalar (Antén, 1998):

R¢q,)*R4¥q,) = R¥g,,)|RYq,)cosb  (6)
de donde

cosh = 3%, R4a,) @
IR4a,)|R%a,)

En la cual R&q,) y Rd&qg,) son los vectores
tangentes a los segmentos m y n, respec-
tivamente (O’Neil, 1999). Para obtener estos
vectores tangentes es necesario derivar la
ecuacion (3), por lo que se tiene:

_é -psenq u
R = o PN By
) &1- e cos qf uuax
ép, cosg-ep U ®)
&(L- e cos g)? H
1- 2% cosq+e’
rag =Y : ©

(L- e cos Q)

1 Esta expresion se maneja en el analisis matematico como una
ecuacion diferencial, ya que si se quiere encontrar su ecuacion

primitiva es necesario un método numérico para resolver la inte gral
eliptica que se presenta.

Sustituyendo las ecuaciones (8) y (9) en (7)
se puede conocer el valor de b. Después de
efectuar las derivadas necesarias y simplificar,
el coseno de dicho angulo es:

+
cosb=A B

(10)
Donde:

z d ~
A:p|senqn§) 1Seng +Esenqm(1- e cosqy) é

(10a)

B=(p, cosq, - ep,)

éﬁ cosdy, - e, +gcosqm(l- ecosqm)zg
(10b)

C=4p - 25 ecosq, +¢’p’
(10c)

2

D= \/g),senqm +gsenqma- ecosqm)za +

- 2
\/gnlsenqm -ep, +gsenqma- ecosqm)za
(10d)

en donde d es el didmetro del tubo de la
antena en longitudes de onda.

La expresion de la diferencial dl a lo largo
del eje del segmento n también es necesaria
para efectuar las integrales de longitud
requeridas en el Método de Momentos, y
puede ser obtenida con la longitud de arco de
una curva, definida diferencialmente en
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coordenadas polares por la expresion (O’Neil,
1999):
(dh)® = (dr)* + (rda)’ (11)

Al sustituir la ecuacion (1) en la (11), se tiene

quet:
p\/i- e%en?q aq

1- e senq

di = (12)

Finalmente, las ecuaciones que permiten
calcular la matriz de impedancias para una
geometria conica son (Neri, 1999):

z =My by i)+t
4p Apgw

m

[Y",m")-Y{n ,m")-Yn ,m)+Y({n m)

(13)
donde las integralesy son del tipo:

Y (n,m) = P (‘)costXp(_FJZpE)\/l- e%en’q, dq,

|y o

(13a)

Jra(L- ecosq,)+p? - 2 p, (L- ecosq,)cos(d, - q,)

(1- ecos q,)

(13b)

F=

Jri- ecosq,) +p? - 2 p,(1- ecosq,)cos(d, - q,)

(13c)
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Ahora bien, como se desea realizar un
andlisis comparativo entre varias geometrias
curvas para presentar los resultados con
gréficas de facil comprension, conviene usar
como vari able al radio de curvatura r , que es
el inverso de la curvatura k (Granville, 1995),
es decir:

1
k@

en donde k, para coordenadas polares, es
igual a:

r@= (14)

:r2+2rd§-rr<1¢

r + r(f,)g

k@)
(15)

donde r’ yr’’ son respectivamente, la primeray
segunda derivada de la magnitud del radio vec-
tor R(q, ), cuya posicién varia conforme se
desplaza el punto fuente desde n- hastan+ alo
largo del segmento n.

Por lo tanto, al derivar la ecuacion (1) dos
veces y sustituir en la ecuacion (14), se tiene que:

3
_p-2ecosq+e’)

(L- ecosq)’ 16

r@

y los resultados mostrados mas adelante estan
en términos de esta variable.

Ejemplo para una geometria
parabdlica

Una de las geometrias curvas mas empleadas
para el disefio de antenas es la parabdlica, ya sea
con superficie lisa y continua, o bien, integrada
por varios tubos parabdlicos (Neri y Maclean,
1978). Una forma de analizar las propiedades del
enrejado de una antena parabdlica es por medio
del Método de Momentos, donde hay que cal-

FI-UNAM
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cular, como primer paso, la matriz de im-
pedancias. Considerando la geometria de la
figura 4, la ecuacion que representa a la curva
parabdlica es:

y? =4ax (17a)
o bien:
"
4a
(17b)

en donde a es la distancia del vértice al foco de
la parabola.

Para conocer todos los términos que se
requieren en el célculo de la matriz de
impedancias R, R, cosb y dl) se puede sus-

tituir e= 1 (excentricidad de la parébola) en las
ecuaciones (3), (5), (7) y (12). Estas expresiones

67.97- 3700 7.6+2244i 67+253  54+59
.6+22281 797-301 76+2235 6.7+ 255
S7+26091 76+2223 797- 36891 T.7+2228i
§ 54+6i 67+  77+221 7.97- 368.3
k]=8€39+12i 54+  67+258i
§2.3 0658 38+12  54+6  6.7+257]
€11-12 23+07i  38+12  54+59
602-12 11-12i  23+07  38+l2
€.03-08 02-12  11-12i  23-01

D&—

7.7+221 797-3682i 7.7+221

54+59 6.7+25.5i
38+1.2 5.4+59

ya simplificadas y escritas en coordenadas
cartesianas son:

2

_y
Ry)=-"—a_ +va 18
) 4axyy (18)

2 2 2
=3 0

R, = [ - Lo TV, -y (19
da day

ynym +4a2

(2 +4a?)?, +4a0)]

cosb =

(20)

|:h

2 +4a2 +
4a'yn

alny, +4/y2+4a*)- aln(2a)  (21)

dl = zi P +dzdy 22)
a

38+L1  23- 07 1-12i  02-12i - 04-08iU

54+59  38+l2i  23-07  11-12  02-12

67+256  54+5d4  38-12 23 07 11-12i @

77422241 67+257  5A+6i  39+12 23 Q7 g
67 +25.8i 54+6i 39+12i U

77+2224i 797- 3683 77+2221 67+255i 54460 ()
67+2561 7.7+22.81 797- 3689 77422231 6.7+26.1i0

77 +22351  7.97- 3700 7.7+2228ij
6.7+254i 7.7+2228 7.97-370i H

X=-a

Figura 4. Geometria de un conductor parahdlico
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Al programar estas expresiones, es posible
obtener la matriz de impedancias para una
antenatu bu lar con geometria parabdlica por el
método de momentos (Neri, 1999). A con-
tinuacion se muestra esta matriz, cuando
a=1l (distancia focal), la longitud total axial
de la antena es 0.6l , el diametro del tubo es
0.01 ,f=300MHzyDI, = 0.1l .

Las impedancias propias han sido escritas con
negritas para resaltarlas. NoOtese que los
mismos valores de éstas pueden ser obtenidos
de las gréficas de la figura 7 en combinacion
con la figura 5, conociendo la excentricidad y
el radio de curvatura del segmento en estudio.
El radio de curvatura para un segmento
parabdlico se obtiene al sustituire =1y p = 2a

en la ecuacion (16), o bien, conociendo la
posicion de dicho segmento, por medio de la
férmula (Granville, 1995):

_d +y)

- 4a°

ry) (23)

en la cual, el signo negativo Unicamente in dica
que la posicion del foco se encuentra a la
derecha del vértice, como en la figura 4. El
lector interesado en conocer el procedimiento
matematico para obtener los cam pos radiados
por uno o varios tubos parabdlicos en
conjunto puede consultar (Neri, 1978).

Simulacién y resultados

sk,
0af 91 r=2121 1
03} 81 r=2071
02 71 r=2031l 1
01} 6 h r =201l _
ot S| r =21 .
01f 4| r =2011 _
0ol 3’ r =203
o0sl o\ r=2071 .
04k 1\ r=2121 |
05} |

1
0.2 0.1 0 0.1 Q2 Qa3

Figura 5. Division de un conductor parabdélico de longitud =1 | en nueve segmentos de 0.11 y dos
semisegmentos extremos de 0.051 . Cada segmento esta designado con su nimero correspondiente y a su
derecha se indica su radio de curvatura promedio en longitudes de onda
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En la figura 6 se muestran varios dipolos
cortos o filamentos de longitud D = 0.11 , con
diferentes radios de curvatura (), trazados
sobre un plano con coordenadas x, y en lon gi-
tudes de onda. Al programar las ecuaciones
descritas en este trabajo para diferentes ra dios
de curvatura, se obtuvieron las graficas mos-
tradas en la figura 7.

Se observa que el valor de la impedancia
propia de cada segmento esté en funcion de la
excentricidad de la conica a la que pertenece y

a su radio de curvatura, segln su posicion
sobre la coénica. La excentricidad es una
caracteristica de la curva, mientras que el radio
de curvatura es una propiedad puntual, por lo
gue en una misma coOnica se pueden tener
segmentos cortos con diferentes radios de
curvatura.

Para este analisis se consideraron tres valores
diferentes de excentricidad: los dos casos
extremos y un caso promedio. Los casos
extremos son e=0 (que representa una
circunferencia) y e=1 (que describe a una

01 T .

Qa7
Q06+

Q05

Qa1f

|
0 Q01 om® 003

1
0 0.05 006 0.07 |

Figura 6. Dipolos cortos o segmentos de longitud DI=0.1l y con diferentes radios de curvatura r, que definen
al eje (segmento n) o a la superficie (segmento M) del modelo de la figura 3
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7.9

' Circunferencia(e[=0)
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8
(]

-310

-320

1
=

Rarabolal(e
-330

T A
-340

-350

m

lipse ( €= 0.5)

Reactancia Q)

Circunferencia (= 0)

-360

.370 N d —— ? 4
4 6 7 8
rit]
Figura 7. Impedancia propia de un dipolo corto con geometria conica en funcion de su radio de curvatura r
(ecs. 10 y 12) y excentricidad e. Diametro del conductor=0.01 vy longitud Di=0.1
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parébola), y el caso promedio es e = 0.5 (cuyo
valor corresponde a una elipse). El radio de
curvatura se evaluo en el punto central de cada
segmento. Para el caso especial de la circun-
ferencia, todos los puntos sobre ella tienen el
mismo radio de curvatura; para variar r es
necesario modificar el radio de la circunferencia,
ya que de acuerdo con la ecuacion 16,
sustituyendo e=0, resulta que r =p, = radio.

De la figura 7 se observa que, cuando el radio
de curvatura es aproximadamente 0.5l , se
tiene un valor maximo de la resistencia propia
del dipolo, mientras que para radios de
curvatura grandes tiende a 7.95 [W, que es la
misma resistencia de un segmento recto, con
la misma longitud y didmetro (Neri, 1980). Se
puede concluir entonces que la resistencia
aumenta al disminuir el radio de curvatura,
pero cuando este radio es menor que
aproximadamente 0.5 lambda y tiende hacia
cero, hay una caida brusca de la resistencia.
Esto se debe a que cuando los dipolos estan
fuertemente doblados (con pequefio radio de
curvatura), las diferentes partes del dipolo
producen los campos contra-restantes en la
zona lejana de radiacion. En cuanto a la parte
imaginaria de la impedancia propia, también
se observa que, conforme r aumenta, la
reactancia (que es capacitiva) converge a un
valor constante de —-367 [W] e igual al de un
dipolo recto (Neri, 1980). Se concluye que si el
radio de curvatura es igual o mayor que
aproximadamente 2, por lo que se refiere a las
impedancias propias, todo segmento curvo de
una antena con geometria cénica puede ser
considerado como recto sin que se introduzca
ningln error significativo en la matriz de
impedancias. Pero conforme el radio de
curvatura se reduce hacia 1 o menos, es im-
prescindible modelar los segmentos con su
curvatura correcta, ya que aproximarlos por

dipolos rectos introduciria errores del orden
de 5% y 18 % en la resistencia y la reactancia,
respectivamente. Estos errores tendrian un
efecto acumulativo aun mayor al invertir la

matriz, por lo que las corrientes obtenidas no
serian las correctas, dado que éstas quedan

determinadas por una de las columnas de la
matriz inversa. Otra solucion cuando el radio de
curvatura es muy pequefio seria usar segmentos
o dipolos con longitudes menores que 0.1,
siempre y cuando se respete la regla de que el
cociente longitud/didmetro de cada segmento sea
del orden de 5 o mayor (Neri y Mclean, 1978 bis).

Asimismo, se observa que la conica que
tiene una mayor variacion en las impedancias
propias de sus elementos es la pardbola ¢ =
1), ya que presenta valores muy altos para una
r pequefia y converge hacia 7.95 [W
aproximadamente parar > 4. Por el contrario,
la curva que posee el comportamiento mas
estable para un mayor rango de r, es la
circunferencia.

Conclusiones

La resistencia propia de un dipolo curvo decae
exponencialmente en funcién de su radio de
curvatura, mientras que la reactancia propia (de
tipo capacitivo) crece exponencialmente; ambas
componentes de la impedancia propia convergen
muy rapido parar 3 2 hacia la impedancia propia
de un dipolo recto. Por lo tanto, cualquier antena
con geometria conica puede ser modelada por el
método de momentos, segmentandola con di-
polos rectos, siempre y cuando r3 2. Esta infor-
macion puede ser muy Util para alumnos, pro-
fesores e investigadores que escriban sus propios
programas de computadora para analizar antenas
con geometria cénica.
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