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Resumen

Los algoritmos de corte de Gomory para resolver programas lineales en enteros tienen
gue encontrar una solucién entera a un programa lineal obtenido del orig inal al que se le
hicieron unos “cortes.” La presentacion en los textos de dichos algoritmos,
generalmente son muy abstractas y dificiles de seguir, maxime que pocos textos
presentan ejemplos en todo detalle donde se vea exactamente qué hace cada corte. En
este articulo, se muestran varios ejemplos con soluciones detalladas y con una
complejidad creciente de problemas, cuyas soluciones deben ser enteras y positivas
utilizando matemaéticas recreativas (acertijos matematicos). Los problemas se resuelven
mostrando la utilidad de algunas ideas sencillas para obligar a las soluciones a ser
enteras. Como esta idea es nueva y funda mental acerca de los algoritmos de Gomory, ya
gue las demas son las del algoritmo simplex, el articulo sirve para entender mejor los
algoritmos de cortes evitando el misterio que genera la excesiva abstraccion y la
compleja notacion de los textos en la materia.

Descriptores: Ecuaciones diofantinas, programacion lineal entera, algoritmos de corte,
matematicas recreativas, Gomory.

Abstract

Thecuttingal go rithms of Gomory for solving linear inte ger programsfindanintegersol u tion to a lin-
ear pro gram ob tained from the orig i nal prob lem to which some “cuts” have been added. The pre s enta-
tions given in the text books that in tro duce these al go rithms are gen er ally ab stract and dif fi cult to visu-
al ise, of ten be cause the texts do not pro vide de tailed ex am ples in which the reader can see clearly what
each cut does. In this ar ti cle we use rec re ational math e mat ics (math puz zles) and give seweralexamples
ofincreas ing com plex ity to gether with their de tailed so lu tions for prob lems in which podi tive in te ger so-
lu tions are re quired, as means to ex plain ing what is go ing on with the cuts. The ex am ple prob lems are
solved by show ing the use ful ness of some sim ple ideas that force the so lu tions to be in te gers.  Since this
is the fun da men tal new idea of Gomory’s cut ting al go rithms, given that the other ideas are those al-
ready in use by the sim plex al go rithm, the ar ti cle should be use ful to help stu dents un derstand better
thecuttingal gorithmsbyeliminating themystery generated by theexcessiveabstraction and the com-
plex no ta tion of the cor re spond ing text books.

Keywords: Diophantineequations, inte ger linear programming, cut tingal gorithms, recre ational
mathematics, Gomory.
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Introduccioén

Una de las principales tareas de la imparticion de
la ingenieria es ensefiar al estudiante a plantear y
re solver problemas. Dada la enorme variedad de
posibles clases de problemas que se le pueden
presentar al fu turo ingeniero y dado que no se ha
encontrado la manera de englobarlos todos en un
marco y teoria general, no parece haber mas
remedio que tratar de coleccionar buenos pro-
blemas paradigmaticos que sirvan de modelo a las
principales familias de problemas tipicos que se
presentan en la practica. En la solucion de dichos
problemas aparecen conceptos y métodos de
aplicabilidad m&s o menos general que conviene
gue los estudiantes incorporen a su herramental
profesional. Algunos de ellos son: el estableci-
miento de ecuaciones matematicas para describir
las condiciones que se le imponen a las cantidades
que intervienen en un problema; el andlisis de un
elemento tipico variable (por ejemplo, un ele-
mento de volumen) para el cual se escriben
ecuaciones correspondientes a leyes de conser-
vacioén y otras que al hacer ten der las dimensiones
a cero dan lugar a ecuaciones diferenciales, inte-
grales o integro-diferenciales que debe satisfacer
todo el fenédmeno; el método de aproximaciones
sucesivas para re solver una o varias ecuaciones, ya
sean algebraicas o diferenciales; el uso de simu-
lacion en la computadora para explorar el espacio
de posibilidades y contestar preguntas: ¢qué tal
si...?; el uso de técnicas de “trepar colinas” ill
climbing) para determinar pardmetros en disefios; la
simplificacién de modelos ignorando algunas de
las condiciones, resolviendo y volviendo a imponer
las condiciones ignoradas; etc.

Por la limitacién de tiempo en las carreras de
ingenieria, en muchos casos no es posible re solver
en clase problemas realistas en detalle, pues el
sim ple planteamiento del problemay el acopio de
datos llevaria mucho mas tiempo que el dispo-
nible. Debido a ello, es necesario en muchos casos
re solver problemas “de juguete,” altamente simpli-
ficados para dar a los estudiantes “una probadita”
de lo que se trata. Asi, se resuelven circuitos
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eléctricos con 5 0 6 elementos; armaduras con 7 a 9
barras; redes de transporte con 2 origenes y 3
destinos; planes de produccion con 3 productos; etc.

La computadora ha venido a enriquecer la
educacion de los estudiantes en forma impresio-
nante, pues cuando se cuenta con el software y
equipo adecuados se pueden realizar proyectos
realistas; sin em bargo, al estar formando profesio-
nales, no basta con ensefiarles como operar un
programa en forma de receta; es necesario que los
estudiantes comprendan los principios, conceptos
y procesos detras de los programas y que
adquieran el criterio suficiente para utilizarlos
critica y creativamente. Para lograr esto, es
necesario que los estudiantes de verdad sepan re -
solver problemas.

En este articulo se presenta una introduccion
muy ligera e informal de algunas ideas funda-
mentales que son utilizadas para resolver pro-
blemas de programacion lin eal en enteros usando
como paradigma una fa milia de acertijos populares
en la literatura de las matematicas recreativas. Se
presenta en detalle una técnica muy simple, que
sin embargo, no es ampliamente conocida entre
estudiantes de ingenieria ni de otras disciplinas
como economia, administracion, fisica y ni siquie-
ra matematicas, excepto los especialistas en teoria
de numeros. La intencién de més largo alcance es
proponer que los profesores de ingenieria colec-
cionen problemas similares junto con los concep-
tos y métodos de solucién asociados para integrar
una “caja de herramientas” para los estudiantes de
ingenieria que les sera de utilidad en su vida
profesional.

Al estudiar algoritmos como los de Gomory
para re solver programas lineales enteros, en gen -
eral los estudiantes ya estudiaron el al- goritmo
simplex, y por lo tanto, conocen los trucos
utilizados para convertir desigualdades en igual-
dades, ir cambiando de base sin que las variables
se vuelvan negativas e ir aumentando la funcién
objetivo con cada iteracion. La verdadera novedad
en programacién en enteros es obligar a las
soluciones a que sean enteras y no fraccionarias.
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Es en esta circunstancia en la que se concentra
este articulo. Una vez que el estudiante do mina la
idea fundamental, le sera mucho mas facil enten-
der los algoritmos de cortes de Gomory. (Hu,
1969); (Dantzig, 1963).

Los acertijos como fuente de
materiales para ensefiar la resolucion
de problemas

No cabe duda que una de las caracteristicas de la
especie humana es su gusto por el juego. La
popularidad de los deportes competitivos, juegos
de azar, juegos electronicos, juegos de saldn,
magia, juguetes para nifios y adultos, acertijos,
crucigramas, y otros pasatiempos lo demuestra.

La pasion con la que los nifios juegan Nintendo
y la cantidad de tiempo que estan dispuestos a
dedicarle nos indican el bien que hariamos en
incorporarlos al proceso de ensefianza-apren-
dizaje. Buenas fuentes de temas para practicar el
arte de resolver problemas son los acertijos,
particularmente los acertijos matematicos. Existe
unarica literatura, tanto en libros como en revistas
populares sobre el tema (Dudeney, 1967),
(Gardner, 1961) y (Perelman, 1983). Casi todos los
libros proporcionan respuestas, pero adolecen de
la falta de explicacion detallada sobre los métodos
organizados y confiables de solucion, asi como los
conceptos y procesos asociados que pueden
servir para re solver problemas similares.

Una razon vélida de su ausencia es que
ocuparian una gran cantidad de espacio. La
propuesta es seleccionar aquellos problemas de
los cuales més se puede aprender y proporcionar
métodos de solucidn en detalle para asi convertir
los libros de acertijos matematicos en materiales
educativos Utiles en el aprendizaje del arte de
resolucion de problemas.

La familia de problemas lineales
diofantinos

Diofantes, un matematico que vivié en Alejandria
alrededor del afio 250 de nuestra era, del cual se

sabe muy poco por referencias indirectas, es pro-
bablemente el algebrista méas distinguido de la
Grecia de su época. Su libro Aritmética que en
realidad es un libro rudimentario de algebra, nos
ha llegado incompleto a nuestros dias. En su
honor, las ecuaciones para las cuales se buscan
soluciones racionales y en enteros se llaman
ecuaciones diofantinas (Ore, 1988), (Rouse, 1960)
y (Struik, 1967). De ellas las lineales son las méas
faciles de resolver. Una ecuacion lineal con
coeficientes fraccionarios con mas de una vari able
para la cual se busca una solucion racional se
resuelve trivialmente dandole valores racionales
arbitrarios a todas las variables menos una vy
despejando la vari able res tante en términos de las
demds. Mas interesantes son las ecuaciones
lineales con coeficientes enteros con mas de una
vari able, para la cual se buscan soluciones enteras,
en muchas ocasiones no negativas. Frecuente-
mente existe ma&s de una solucion entera, no
negativa, y para forzar una solucion Unica se im-
ponen condiciones adicionales, frecuentemente
encontrar la soluciébn mas pequefia. Este pro-
blema es un caso muy sim ple de los que en inves-
tigacion de operaciones se conocen como un
problema de programacion lineal en enteros. El
problema descrito ya es lo suficientemente com-
plicado para que se le haya utilizado como acertijo
desde tiempos remotos, antes de la invencion del
algebra y menos todavia de la investigacion de
operaciones.

Podriamos tratar el problema utilizando una
notacién abstracta y un vocabulario especializado;
sin em bargo, el espiritu del articulo es tratarlo de
manera in for mal, por lo que se presenta por medio
de varios acertijos de complejidad creciente (Ore,
1988).

1. En un manuscrito del siglo X (se cree
que es copia de una coleccion de acertijos

preparados para Carlomagno) aparece el siguiente
problema: Cuando se distribuyen entre 100 per so -

nas 100 costales de granos en forma tal que cada
hombre recibe 3 costales, cada mujer recibe 2 y
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cada nifio recibe % costal, ;Cuantos hombres,
mujeres y nifios hay?

2. Tomado del Algebra de Euler:

Escribir el nimero 25 como la suma de dos
enteros positivos, uno divis i ble entre 2 y otro divi-
sible entre 3.

3. Tomado del Algebra de Euler:

Un hombre compra caballos y vacas pagando
un total de $1 770. Cada caballo cuesta $ 31 y
cadavaca $ 21 ;Cudantos caballos y cuantas vacas
compro?

4. B la revista Saturday Evening Post del
9 de octubre de 1926, aparecid una leve variante
del siguiente problema:

Cinco hom bres y un mono naufragaron en una
isla desierta y se pasaron el primer dia juntando
cocos para comer. Los pusieron en un gran
monton y se fueron a dormir. Cuando todos
estaban dormidos, uno de los hom bres desperté y
pensando que podria haber pleito en la reparticién
de los cocos a la mafiana siguiente, decidié tomar
su parte. Dividi6 los cocos en 5 montones iguales y
le sobré un coco que se lo dio al mono. Enterrd
uno de los montones, juntd los demas montones
en un gran montoén y se fue a dormir. Cada uno de
los deméas hom bres se fueron despertando a horas
diferentes e hicieron lo mismo, cada uno
encontrando que al dividir los cocos en 5 partes
iguales sobraba un coco que se lo dieron al mono y
cada uno enterrando la quinta parte de los cocos
(excepcion hecha del coco del mono) y juntando
los restantes en un gran montén. En la mafana
siguiente, los hombres divi- dieron los cocos
restantes en 5 par tes iguales y sobré un coco que
se lo dieron al mono. Seguramente todos los hom-
bres se dieron cuenta en la mafiana que faltaban
cocos; sin embargo, sabiendo que ellos habian
hecho trampa no dijeron nada. ;Cuantos cocos
habia orig i nal- mente? (Gardner, 1961).

Este problema causd tanto interés que la semana
siguiente a la fecha en que aparecid, la revista
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recibi6é 2,000 cartas y el autor continud recibiendo
cartas durante 20 afios pidiendo la respuesta o
proponiendo soluciones.

La formulacién de problemas
diofantinos lineales

Los problemas exhibidos en la seccion anteriorse
podrian resolver por ensayo y error, sin plantear
ecuaciones y sin utilizar técnicas algebraicas
formales. Los primeros dos, particularmente el
segundo, los puede re solver facilmente el hom bre
de la calle. El tercero ya resulta laborioso para
encontrar una solucién y el cuarto resulta franca-
mente muy laborioso resolverlo sin algebra debido
a la presencia de nimeros grandes. En este articu-
lo exhibiremos una técnica segura y eficaz para re -
solver este tipo de problemas que aparecen con
frecuencia en la literatura de acertijos mate-
maéticos (Ore, 1988) y (Perelman, 1983). La técnica
siempre lleva a una solucion cuando existe y
detecta cuando no hay solucién.

El primer paso para resolver los acertijos
mostrados es plantear una ecuacién matematica,
lo cual hacemos para cada uno de los problemas:

1. Si llamamos con las letras h, m y n al
nimero (todavia desconocido) de hombres,
mujeres y nifios, respectivamente, en vista de que
el total de personas es 100 podemos escribir la
ecuacion

h+m +n =100

Por otra parte, el nimero de costales que
recibieron los hom bres es 3h, el que recibieron las
mujeres es 2m y el que recibieron los nifios es %n,
y como el total de costales es 100 se puede
escribir la ecuacion

3h +2m +42n=100
Tenemos dos ecuaciones con 3 incégnitas. Las

incognitas deben ser nimeros enteros no nega-
tivos. Ya podriamos concluir de las ecuaciones y
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las caracteristicas de las incégnitas que ninguna de
las incognitas debe exceder 100 y que el nimero
de niflos debe ser par (para que no aparezcan
fracciones).

2. Para que uno de los sumandos sea divi-
sible entre 3y el otro entre 2, podemos escribirlos
3xy 2y, donde x e yson nimeros enteros. Los dos
sumandos suman 25, entonces:

3x+2y =25

En este caso tenemos una ecuaciéon con dos
incognitas x ey enteras y no negativas.

3 Si representamos con ¢ el ndimero de
caballos y con v el nimero de vacas, la cantidad a
pagar sera 31c + 21v la cual debe ser igual al total
pagado, 1 770. Por lo tanto, la ecuacion es:

3lc+21v=1770

4. Si llamamos N, al numero original de
cocos, N, los que quedaron en el montén general
después de que el primer hom bre enterro su parte,
N, los que quedaron en el montén general
después de que el segundo hombre enterré su
parte, N3, N, N5 los que quedaron en el montén
generaldespués de que el tercer, cuarto y quinto
hom bre enterraron su parte, respectivamente, y F
a la cantidad que le toco a cada hombre en la
reparticion de la mafana, se tiene

N, =4(Ny-1)/5
N2:4(N1—1)/5
N; =4(N,-1)/5
Ns=4(N3-1)/5
Ns= 4(N,-1)/5
F=(Ng-1)/5

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir

4N, =5N; +40
— u
4N, =5N, +4
4N, =5N; +4U
u
AN, =5N, +4j
4N, =5N; +40
N, =5F +1

Tenemos 6 ecuaciones con 7 incAgnitas ente- ras,

no negativas y deseamos encontrar el nimero mas
chico NO com pat i ble con las ecuaciones.

Conversién a una ecuacion lineal
diofantina con 2 variables

Los cuatro problemas planteados se pueden
reducir a la solucién en enteros no negativos de
una ecuacion con 2 incognitas como se muestra a
continuacion:

1. En este problema tenemos 2 ecuacio-
nes con 3 incAgnitas. Una de las incognitas se
puede eliminar con una de las ecuaciones. Des-

pejando h de la primera ecuacion y reemplazando
su valor en la segunda se tiene

h=100-m-n
3(100- m - n) +2m +1/2n =100, simplificando
2m +5n =400

2. Ya se tiene la ecuacién en la forma
deseada.

3. Yase tiene la ecuacion en la forma deseada.

4. Se pueden eliminar las incognitas N,
N, N3, Ny, N5 usando las dltimas 5 ecuaciones para
que la primera ecuacion solo tenga Ng y F como
variables.

a) Multipliquese la ultima ecuacién del
grupo (1) por 5 y reemplace el N5 de la
pendltima ecuacion con su valor para
obtener

4N, =25F +9 (5)
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Con esto queda eliminada Ns.

b) Multiplique por 5 la ecuaciéon (5') y
por 4 la cuarta ecuacidon del grupo (1) y
eliminese N, en esta Ultima por sustitucién
obteniendo

16N; = 125F + 61 @)

¢ Multiplique por 16 la tercera
ecuacion de grupo (1) y por 5 la ecuacion (4')
y elimine N; por sustituciéon obteniendo

64N, = 625F + 369 (3)

d) Multiplique por 64 la segunda ecua-
cion del grupo (1) y por 5 la ecuacion (3) y
eliminese N, por sustitucién obteniendo

256N, = 3125F + 2101 2)

€) Multiplique por 256 la primera ecua-
cion del grupo (1) y por 5 la ecuacion (27)
obteniendo

1024 N, = 15625F + 11529 (6)

Notese que para no introducir fracciones se
evit6é en todo momento la operacion de divisién en
el proceso de eliminacién. (Alternativamente se
podria haber introducido la divisién y manejado
fracciones para el final, calculando el minimo
comun di vi sor de todas las fracciones, multiplicar
por dicha cantidad todas las fracciones para
convertirlas en enteros.

Método simple para la solucién de
una ecuacion lineal diofantina con
dos variables

Aungue existen métodos que utilizan fracciones
continuadas para resolver ecuaciones lineales
diofantinas, presentamos un método conceptual-

mente mas sim ple para resolverlas. Para facilitar la
comprension del método, resolveremos las
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ecuaciones correspondientes a los 4 acertijos
presentados en vez de hablar en abstracto e
introducir una notaciéon complicada. Comenzamos
con el acertijo 2 que es el caso mas sencillo.

En la ecuacion 3x + 2y = 25 comenzamos por
despejar la variable y que es la que tiene
coeficiente con menor valor absoluto,

y=(25-3x)/2=12-x-+(1-x)/ 2 (7)

Hemos separado la parte entera de la expresion
en x de la parte fraccionaria. Como x debe ser
entera, el dltimo término también debe ser entero.
Llamemos a dicho enterox,, el cual debe satisfacer

X=1-2x; (8)

Deseamos expresar y en términos de x,, por o
que reemplazamos el valor de x en (7) por el valor
dado por (8) y obtenemos

y=12-(1-2x) +x; =11 + 3%,

La solucidn estd dada por la ecuacion (8) y la
Gltima ecuacién que expresan x ey en términos del
parametro entero x; Si no se obliga a x e y a ser
positivas, la solucion obtenida genera una infinidad
de pares x, y que satisfacen la ecuacidn inicial. Por
ejemplo, si tomamos x, = 1, se obtiene y =14,x =
-1 vy los dos sumando seran 3(-1) = -3y 2(14) = 28.
Se cumple que -3 + 28 = 25.Con x;= 2, 3, 4,.... se
obtiene una infinidad de soluciones diferentes en
que uno de los sumandos es nega- tivo. Si queremos
obligar a los sumandos a ser positivos, imponemos

y=11+3x,>0,x=1-2x, >0

de donde x; >-11/3 y x; <, 0 sea, que los
posibles valores de x; para que tanto x como Yy
sean positivos son 0, -1, -2, -3, los cuales dan los
siguientes sumandos s,y s,
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X Xy
0 1 11
-1 3 8
-25 5
-3 7 2

S =2y S, =2y
3 22
9 16
15 10
21 4

Para el primer acertijo cuya ecuacidn en dos vari ables es 2m + 5n = 400, se despejam, que es la vari able con

coeficiente de menor valor absoluto, obteniendo

m=(400-5n)/2 =200-2n-n/2

Llamamos x;, = n/ 2 o lo que es lo mismo n = 2x,;. Eliminando n se tiene

m =200 - 4x, — x; = 200 - 5x;

donde x; es cualquier entero. Para terminar con hom bres, mujeres 0 nifios no negativos imponemos

m=200-5%30, n=2%x30,h=100-m-n =30

de donde x; 3 0, x; £ 40, x; 3 33 1/3. Los posibles valores de x; son: 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40.

Las soluciones estan dadas por:

x1 h m n 3h 2m n/2 h+m+n 3h+2n+(1/2)n
34 2 30 68 6 60 A 100 100
35 5 25 70 15 50 35 100 100
36 8 20 72 24 40 36 100 100
37 1 15 74 33 30 37 100 100
38 14 10 76 42 20 38 100 100
39 17 78 51 10 39 100 100
40 20 80 60 0 40 100 100

Para reducir el nimero de soluciones se podrian
agregar condiciones al problema. Por ejemplo, que
el nimero de hombres sea divisible entre 7 (daria
una solucién Unica.) Que el namero de mujeres
sea primo (también da solucién Unica.) Que haya
menos mujeres que hom bres (reduciria el nimero
de soluciones a tres.)

Para re solver el tercer acertijo, cuya ecuacién es
31c + 21v = 1770 comenzamos despejando v

v=(1770-31c)/ 21 =84 —c + (6-10c) / 21

Llamamos x al ultimo término, o lo que es lo mismo
21x, + 10c = 6. Estaecuacion essimilaralaoriginal
pero con coeficientes de menor valor absoluto
(siempre es asi). Le aplicamos a la nueva ecuacion la
misma técnica. Despejamos la variable con coefi-
ciente de menor valor absoluto obteniendo

c=(6-21x)/10 =-2x; + (6 —x;) / 10
Llamamos x, al dltimo término, lo que equivale

a escribir
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X; = 6 -10x,

Notamos que ya podemos expresar todas las
variables en términos de x, sin meter fracciones,
por lo que eliminamos las x; y escribimos

= -2(6 - 10 x,) + x, =-12 + 21x,, v =84
+ 12 — 21X, + 6 — 10x, = 102 — 31X,

Para asegurar que ¢ y Vv son positivas
imponemos

= -12 + 21x, > 0, v = 102 - 31x, > 0,

de donde % =>41/7, x <3 9/31. Por lo tanto, los
valores enteros de x, posibles son x, = 1, 2, 3 que
generan losvalores c=9,30,51y v=71, 40, 9.De
las tres soluciones se podria obligar una solucion
Unica si se agrega la condicion que son mas caballos
que vacas, en cuyo caso la solucion es: Numero de
Caballos =51, Numero de Vacas = 9.

Finalmente, pasamos al acertijo de los hom -
bres, los cocos y el mono. (Este problema ha
aparecido varias veces en la literatura matematica
Gardner (1961), Moritz (1928), Piele y Wood
(1980)). La ecuacion inicial es 1024N, = 15625F +
11529. Despejamos Ny que es la variable con

coeficiente con menor valor absoluto y obtenemos

N, = 15F + 11 + (265F + 265) / 1024 = 15F +

11 +x 9)

Donde llamamos x; al dltimo término. Se

cumple que 1024x, = 265F + 265. Dado que F

tiene el coeficiente con minimo valor absoluto, lo
despejamos y obtenemos

F=—1+3x,+229, / 265=-1+3x,+%  (10)

Por la definicion de x, se cumple que 265x, =
229x, de donde podemaos despejar x; y obtener

Xy =%, + 36% /229 =X, + X (11)
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Por la definicion dex, se cumple 229x; = 36x,,.
Por ser la vari able con coeficiente de minimo valor
absoluto despejamos x, para obtener

Xy, = 6% + 13%;/ 36 = 6x5 + X, (12)

Por definicion x, satisface 36x,=13x;. Despe-
jamos x,y obtenemos

Xg = 2X, + 10x, /13 =2x, + Xg (13)

donde por definicion x; satisface 13x.=10x,.
Despejamos x, y obtenemos

Xg = X5 + 35/ 10 = X5 + Xg (14)

Xg satisface por definicion 10xs = 3x;. De aqui
despejamos x; y obtenemos

Xs = 3% +Xg/ 3 = 3% + X5 (15)
Por definicion x, satisface
3X; =X (16)
Hemos logrado eliminar todas las fracciones y
estamos en condiciones de expresar todas las
variables intermedias y las originales en términos
de la dltima variable definida, x;. Por (16) la
ecuacion (15) queda
X5 = 9X7 + X7 = 10 X7
por lo que (14) queda
Xy = 10x; + 3x; = 13x 4
y entonces (13) queda
X3 = 26x; + 10x; = 36X,
y (12) entonces queda

X, = 216x,; + 13x; = 229x,
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lo que nos permite escribir (11) como sigue:
Xq = 229x; + 36 X; = 265,
Ahora podemos escribir (10) como sigue:
=—1+ 795x%, +229%, = -1 + 1024x,  (17)
Y finalmente (9) la podemos expresar

N, = -15 + 15(1024)x, + 11 + 265x, = -4 +
15625, (18)

Tenemos en (17) y (18) las dos incognitas de la
ecuacion original

1024N, = 15625 + 11529  (19)

despejadas y expresadas en términos de una va-
riable entera arbitraria. Si nos interesaran todas las
soluciones enteras podriamos darle valores arbi-
trarios enteros a x; y obtener diferentes soluciones
para Fy N, que satisfarian (19). Por ejemplo, si
tomamos x; =0 se obtieneNy,=-4, F=-1yla
ecuacion (19) expresa la identidad -4096 =
-4096. Como en realidad el problema pide
solucidn positiva, imponemos las desigualdades

= —4 + 15625x > 0, N, = -1 + 1024x, >0

De donde x, > 4/15625 x,>1/1024, es
decir, los valores permitidos para x; son: X, =1, 2,
3, . . . Se ve claramente que, dado que los
coeficientes de x; en las expresiones para N,y F
son positivos, los valores mas pequefios para N, y
F corresponden a x; = 1. La respuesta final es
entonces:

N, =-1+ 1024 = 1023, F =-4 + 15625 = 15621

El nimero mas pequefio de cocos para que
pueda suceder lo relatado es 15621. En la mafiana
siguiente los hom bres se repartieron 1023 cocos.

Agqui se detalla la solucion completa del
problema:

El primer hombre encontré6 N, = 15621 cocos; le
dio un coco al mono y le quedaron 15620 cocos
los cuales dividio en cinco montones de 15620/ 5
=3124 cocos. Enterr6 esta cantidad de cocos y
dejé fuera en un gran montén 4(3124)=12496
cocos. El segundo hom bre le dio un coco al mono
y dividié los restantes 12495 cocos en 5 montones
iguales de 12494 / 5=2499 cocos. Enterré uno de
los montones y dejo en un gran monton 4(2499)=
9996 cocos. El tercer hombre le dio un coco al
mono y dividid los 9995 cocos restantes en 5
montones de 9995/5=1999 cocos cada uno,
enterrando uno de los montones y dejando fuera
en un gran montén de 4(1999)=7996 cocos. El
cuarto hom bre le dio un coco al mono y dividio los
restantes 7995 cocos en 5 montones iguales de
7995/5=1599 cocos cada uno, habiendo enterra-
do uno de los montones, dejo fuera 4(1599)=
6396 cocos en un gran monton. El quinto hom bre
le dio un coco al mono y de los 6395 cocos
restantes formé 5 montones de 6395/5=1279
cocos cada uno, enterré uno de los montones y
dej6é en un gran monton 4(1279)=5116cocos. En
la mafiana, al repartir los cocos entre los 5 hom -
bres, se le dio un coco al mono y de los 5115
cocos restantes le toco a cada hombre

F= b5115/5=1023 cocos. En la tabla se
muestran las cantidades de cocos que cada quien
logré subrepticiamente o no:

Enterrados Re[é%rgdos Total
mafiana
Hombre 1 3124 1023 4147
Hombre 2 2499 1023 3522
Hombre 3 1999 1023 3022
Hombre 4 1599 1023 2622
Hombre 5 1279 1023 2302
Mono 6

Cocos iniciales 15621

Conclusiones

El problema de los naufragos, el mono y los cocos
es un problema de programacién lin eal en enteros
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(Hu, 1969) que se podria plantear matemati-
camente como sigue:

Min N,
Sujeto a:

ANy —5N;, =4
4N1—5N2 =14
4N, - 5N, = 4
AN;-5N, =4
4N, -5N; = 4
Ns-5F=1

Ny, N3, Nb, N3, N, N5, F 3 0 y enteros.

Este problema lo resolvimos en el articulo por el
siguiente método:

Por medio de transformaciones lineales ele-
mentales se usaron todas las ecuaciones menos
una para reducir el sistema de ecuaciones a una
sola ecuacion con 2 incognitas N, y F). Para
asegurar que la solucién seria entera se separaron
las partes enteras y fraccionarias de la expresion
donde quedaba despejada la variable cuyo
coeficiente tuviera minimo valor absoluto. La parte
fraccionaria se igualaba con una nueva variable
entera y se escribia una ecuacion lineal con coe-
ficientes enteros que deberian satisfacer las va-
riables originales y la nueva variable. Esta nueva
ecuacion tenia coeficientes mas pequefios que la
ecuacion de la cual provenia. Si todas las vari ables
se podian expresar en términos de las nuevas
variables definidas (variables parametro) ya se
contaba con una respuesta factible entera; en ca-
S0 contrario, se volvia a aplicar la técnica reducien-
do en cada caso el valor absoluto de los coeficien-
tes hasta llegar a la unidad. Para asegurar que los
valores de las variables son positivos se imponen
desigualdades que limitan los posibles valores
permitidos para las vari ables parametro. Para los
casos en que hay solo una variable parametro y

que hay varios valores posibles, es sencillo
determinar cuél valor minimiza la funcién objetivo

examinando los signos de los coeficientes de la
variable parametro.
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En realidad, el énfasis del articulo se concentré en
dos ideas simples cuya presentacién se hizo a
través de ejemplos con complejidad creciente: a)
eliminar variables con ecuaciones sin introducir
fracciones e introducir variables adicionales para
las partes fraccionarias de las expresiones, varia-
bles cuya definicion lleva a ecuaciones lineales
con coeficientes, enteros de la misma naturaleza y
mas pequefios en valor absoluto que el problema
original, por lo tanto, atacables recursivamente
con la misma técnica. Al ir disminuyendo los
valores absolutos de los coeficientes eventual-
mente aparece la unidad como coeficiente de la
Gltima vari able definida, lo cual permite despejarla
en términos de vari ables enteras multiplicadas por
coeficientes enteros. Esto establece que en un
nimero finito de pasos se puede obtener la
solucion en términos de vari ables a las cuales se
les pueden dar valores arbitrarios enteros y
producen soluciones también enteras. Los demaés
pasos de los algoritmos de corte de Gomory llevan
el propdsito de optimizar la funcién objetivo y no
permitir que las variables se vuelvan negativos,
para lo cual se usan los mismos trucos que el
algoritmo sim plex.

Aunque existe una teoria formal para la
solucion del tipo de ecuaciones lineales diofan-
tinas como las que se trataron en el articulo, teoria
que forma parte de la teoria de congruencias,
maximo comun divisor, y fracciones continuadas
de la teoria de los numeros (Ore, 1988), (Kinchin,
1964), (Demidovich y Maron, 1976), el autor con-
sidera mucho mas didactico resolver los proble-
mas como se describié en el articulo y recomienda
que dicha teoria se utilice después de que los
alumnos adquieran suficiente practica con los
métodos més simples. Una encuesta personal
revel6 que las ideas presentadas en este articulo
no parecen ser ampliamente conocidas por per so -
nas ajenas a la Teoria de los NUmeros.

Martin Gardner, famoso autor de libros de
acertijos y ex jefe de la seccion de juegos mate-
maticos de la revista ScientificAmerican, dedica un
capitulo al problema de los hom bres, el monoy los
cocos y le da al lector la impresiébn de que el
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problema requiere conocimientos complejos y
calculos laboriosos (Gardner, 1961). Hace pasar
por las manos de un Premio Nobel en Fisica, P. A.
M. Dirac, y de otros famosos profesores de las
mejores universidades de la Gran Bretafia la
solucidn que presenta de este problema, la cual se
encuentra por ensayo y error con base en la feliz
idea de introducir cocos negativos (recordar que
una de nuestras soluciones en nimeros negativos
fue —4 cocos iniciales). En este articulo hemos
mostrado que la solucién del problema se puede
lograr con certeza y eficiencia con ideas muy
simples y pocos célculos. El haber planteado va-
rias ecuaciones simultaneas se hizo con el
propdsito de ilustrar la técnica de eliminacion de
variables sin introducir fracciones. Es facil llegar a
la ecuacion diofantina lin eal con las vari ables N, y
F de un solo golpe pues la ecuacion:

F= 0N -1 -1-4-1-4- 1

expresa la cantidad repartida la mafiana siguiente
en términos de la cantidad inicial de cocos. Al
eliminar los corchetes y los denominadores se
adotiene la ecuacion (19) del articulo.
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