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NOTAS DE CLASE

El teorema de Pitagoras con frijoles de goma

Alfinio Flores Penafiel y Jeong Oak Yun

Resumen: Los alumnos de secundaria exploran el teorema de Pitagoras y una
extension utilizando un tablero cercado v frijoles de goma para medir el area de
los cuadrados y semicirculos. Utilizan factorizacion y simplificacion de expresio-
nes algebraicas para deducir las equivalencias de los resultados.

Palabras clave: Teorema de Pitagoras, geometria experimental, niveles de
Van Hiele.

Abstract: Middle school students explore the Pythagorean Theorem and some of
its extensions by using a fenced mat, and jelly beans to measure the area of the
squares and semicircles. They use factorization and simplification of algebraic
expressions to show the equivalence of results.

Keywords: Pythagorean theorem, experimental geometry, Van Hiele levels.

INTRODUCCION

Las primeras dos actividades presentadas en este articulo permiten a los alum-
nos de secundaria explorar el teorema de Pitagoras y una extension, utilizando
frijolitos de goma para medir las &reas de cuadrados y semicirculos. Este enfoque
empirico puede senvir de fundamento para demostraciones analiticas mas tarde.
Segtin Van Hiele, los alumnos necesitan oportunidades para desarrollar su
pensamiento geometrico a través de cinco niveles (Van Hiele, 1986). Los cinco
niveles son: 1) visualizacion, 2) andlisis de propiedades, 3) deducciéon informal,
4) deduccion axiomatica, y 5) rigor. En el primer nivel de visualizacion, las figuras
geometricas se contemplan como un todo. El estudiante identifica las fisuras por
su apariencia global. Identifica partes de una figura, pero no analiza las figuras en
términos de sus componentes. No piensa en las propiedades como para carac-
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terizar una clase de figuras v no hace generalizaciones. El alumno identifica,
nombra, compara las figuras geométricas y opera sobre ellas de acuerdo con su
apariencia. En el segundo nivel de andlisis de propiedades, el estudiante puede
analizar las figuras en términos de sus componentes, describir sus partes v listar
sus propiedades. Se utilizan descripciones mas que definiciones. El estudiante
descubre o prueba propiedades o reglas de manera empirica, por ejemplo, do-
blando, midiendo, utilizando una reticula o un diagrama. En el tercer nivel de
deduccion informal, el estudiante puede entender el papel de las definiciones;
puede establecer la relacion jerarquica entre las figuras (por ejemplo, entre cua-
drados y rectangulos), puede ordenar figsuras de acuerdo con sus caracteristicas y
puede deducir hechos de manera logica de hechos que ha aceptado previamente
usando argumentos informales. En el cuarto nivel de deduccion axiomatica, el
alumno puede entender el significado de la demostraciéon en el contexto de
definiciones, axiomas y teoremas. El estudiante demuestra teoremas de mane-
ra deductiva a partir de los axiomas o de teoremas demostrados previamente.
En el quinto nivel de rigor, el estudiante puede entender las relaciones entre los
diferentes sistemas axiomaticos. El estudiante establece teoremas en diferentes
sistemas de postulados y analiza y compara estos sistemas. La investigacion en
varios paises ha mostrado que los alumnos no progresan de un nivel a otro
solamente por la edad, que se necesitan intervenciones bien estructuradas para
ayudar a los alumnos a hacer la transicion de un nivel al siguiente (Fuys, Geddes,
v Tischler, 1988; Rodriguez Luévanos y Flores Pefafiel, 1989).

Las actividades presentadas aqui son apropiadas para ayudar a los alumnos
en la transicion del nivel 2 de desarrollo que corresponde al analisis de pro-
piedades v verificacion empirica al nivel 3 de deduccion informal. En la tercera
actividad, los alumnos utilizan el resultado para los cuadrados v, junto con razona-
mientos deductivos aplicando expresiones algebraicas equivalentes, establecen
el resultado para los semicirculos en los lados del triangulo rectangulo. Los
alumnos crean asi argumentos inductivos y deductivos acerca de la relacion
pitagdrica, en consonancia con las recomendaciones curriculares para el nivel
medio basico de organizaciones profesionales (NcT™, 2000).

Los materiales que se necesitan para la primera actividad son un tablero de
carton (del tamaro de una caja de zapatos), formado por un tridngulo rectangulo
con los cuadrados correspondientes en los catetos vy la hipotenusa, una cerca
de carton que rodea el perimetro exterior formado por los tres cuadrados, otra
cerca alrededor del tridangulo central y suficientes frijolitos de goma para llenar
los cuadrados sobre los catetos con una sola capa, es decir, que no haya frijoles
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Figura 1 El tablero con las cercas y los frijoles

-

Figura 2 Un ejemplo diferente de tridngulo rectangulo

unos encima de otros y que los tnicos huecos que queden sean muy pequerios
comparados con los frijoles (véase la fisura 1). Para hacer la cerca se pueden cor-
tar tiras de aproximadamente 2 cm de ancho de cartén corrugado, con los cortes
perpendiculares a las ondulaciones para que las tiras se puedan doblar en la forma
deseada. Diferentes grupos pueden tener tableros distintos con diferentes tipos de
tridngulos rectangulos (véase la fisura 2) y luego comparar resultados.

Aunque los frijoles son objetos tridimensionales, al utilizar una sola capa es-
tamos esencialmente utilizando la seccion transversal, que es bidimensional, asi
que los podemos utilizar para medir area. En esta actividad, los alumnos no tie-
nen que contar el nimero de frijoles para comparar areas; utilizan solo el monto
total. Cuando cambian los frijoles de un lugar del tablero a otro, pueden ver si
los frijoles caben en el nuevo espacio o no v si lo llenan completamente.
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Figura 3 Extension del teorema de Pitdgoras para semicirculos

EXTENSION DEL TEOREMA DE PITAGORAS

Los alumnos también pueden usar frijolitos de goma para explorar relaciones
entre areas cuando se construyen figuras semejantes en los lados de un tridangulo
rectangulo. En la figura 3 se muestra un tablero con tres semicirculos alrede-
dor de un triangulo rectangulo v las cercas correspondientes. Los didmetros de
los semicirculos son congruentes con los lados correspondientes del triangulo
rectangulo. Los alumnos pueden describir la relacion entre las areas de los semi-
circulos en los lados del triangulo usando los frijolitos de goma. Podran ver que
la suma de las areas de los dos semicirculos construidos sobre los catetos del
triangulo es igual al area del semicirculo construido sobre la hipotenusa. Desde
luego que estas extensiones no son nuevas (Polya, 1948; Flores Pefiafiel, 1992),
pero los alumnos siempre se sorprenden de que la relacion pitagorica también
es valida para figuras distintas de cuadrados.

CONEXIONES CON ALGEBRA

Los alumnos pueden extender el teorema de Pitagoras a semicirculos usando
habilidades algebraicas tales como factorizar y simplificar expresiones algebrai-
cas. Pueden hacer esto trabajando por pares o en pequeiios grupos.
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LAS LUNAS DE HIPOCRATES

Utilizando el resultado de la segunda actividad, los alumnos pueden usar razo-
namiento deductivo para concluir que la suma de las areas de las lunas forma-
das por los semicirculos (figura 6) es igual al area del triangulo rectangulo ABC. Las
areas de traslape de los semicirculos es también la diferencia entre el area del
semicirculo construido sobre la hipotenusa y el area del tridangulo.

COMENTARIOS FINALES

Las actividades descritas aqui no solo son benéficas para los alumnos. Maestros
en ejercicio y maestros en formacion participaron activamente en una sesion en
la cual se demostrd empiricamente la equivalencia de areas de figuras utilizando
frijoles de goma (Yun, 2007). La evidencia empirica de ver como la misma can-
tidad de frijoles llenaba una figura geométrica y otra con la misma area sirvid
como una fuente adicional de comprension para los maestros.
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Yun, Jeong Oak (2007), Three Activities for Teaching Geometry 5-8, Manuscrito
inédito, Universidad Estatal de San Goloteo.

ACTIVIDADES PARA LOS ALUMNOS
AcTiviDAD 1

Para esta actividad vas a utilizar un tablero que consiste en un triangulo rec-
tangulo con cuadrados sobre cada uno de los lados del triangulo. (No te comas
los frijolitos que utilices para llenar los cuadrados.) Instala la cerca de carton
alrededor de los tres cuadrados e inserta la cerca triangular alrededor del trian-
gulo central. Vacia frijolitos de goma en los dos cuadrados sobre los catetos del
triangulo rectangulo vy asegtrate de que los frijolitos llenen completamente los
cuadrados con una sola capa y que no queden huecos grandes (figura 4a). Quita
el triangulo de carton que esta dentro (figura 4b).

Figura 4a Llena los cuadrados Figura 4b Quita la cerca triangular
sobre los catetos

Inclina el fondo del tablero para que los frijolitos de goma se deslicen hacia
el cuadrado construido sobre la hipotenusa (figura 4c). Inserta la cerca triangular
en su posicion original otra vez (figsura 4d).
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Figura 4c Desliza los frijolitos Figura 4d Reinserta la cerca triangular

Aplana los frijolitos y observa si los frijolitos caben completamente dentro del
cuadrado construido sobre la hipotenusa en una sola capa vy si lo cubren com-
pletamente (fisura 4e).

Figura 4e Los frijolitos cubren el cuadrado sobre la hipotenusa

¢Qué puedes decir acerca de la suma de las area de los cuadrados cons-
truidos sobre los catetos del triangulo rectangulo comparada con el area del
cuadrado construido sobre la hipotenusa?
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Denota los catetos del triangulo como ay by la hipotenusa como ¢. Expresa
el area de cada uno de estos cuadrados utilizando estas letras. Area del cuadra-
do sobre el lado a Area del cuadrado sobre el lado b Area del
cuadrado sobre el lado ¢ Escribe una expresion algebraica para describir
la relacion que descubriste entre las areas.

ACTIVIDAD 2
Extension del teorema de Pitagoras

Para esta actividad vas a usar el tablero que consiste en un triangulo rectangulo
con semicirculos construidos sobre cada uno de sus lados (figura 5).

Instala la cerca de carton alrededor de los tres semicirculos e inserta la cerca
triangular alrededor del triangulo central. Vacia frijolitos de goma en los dos
semicirculos construidos sobre los catetos del triangulo rectangulo y asegtirate
de que los frijolitos llenen completamente los cuadrados con una sola capa y
que no queden huecos grandes. Quita el triangulo de carton que esta dentro.

Figura 5 Tres semicirculos alrededor de un triangulo rectangulo
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Inclina el tablero para que los frijolitos de goma se deslicen hacia el semicirculo
construido sobre la hipotenusa. Inserta la cerca triangular en su posicion original
otra vez. Aplana los frijolitos y observa si caben completamente en una sola capa
dentro del semicirculo construido sobre la hipotenusa vy si lo cubren comple-
tamente. ¢Qué puedes decir acerca de la suma de las areas de los semicirculos
construidos sobre los catetos del triangulo rectangulo comparada con el area del
semicirculo construido sobre la hipotenusa? Expresa tu hallazgo con tus propias
palabras.

ACTIVIDAD 3
Las dreas de los semicirculos

Vamos a denotar los dos catetos del tridangulo rectangulo como ay by la hipote-
nusa como ¢. En la actividad 1 descubriste que puedes expresar la relacion entre
las areas de los cuadrados construidos sobre los lados de un triangulo rectangu-
lo como a® + b* = ¢ En la actividad 2 descubriste que la suma de las areas de
los semicirculos construidos sobre los catetos del triangulo rectangulo es igual al
area del semicirculo construido sobre la hipotenusa. Ahora vas a escribir expre-
siones algebraicas para las areas de los semicirculos y sus relaciones. El diametro de
cada semicirculo es congruente con el lado correspondiente del triangulo. ¢Cudl
es el radio de cada uno de los semicirculos sobre los lados del triangulo rectan-
gulo? Radio del semicirculo sobre el lado a . Radio del semicirculo sobre
el'lado b Radio del semicirculo sobre el lado ¢ ¢Cuadl es el area

, .oa A , .
del circulo de radio 5? . ¢Cudles el area de un semicirculo de

. a . Ny ‘ .
radio E? Escribe una expresion algebraica para cada una de las areas

de los semicirculos. Area del semicirculo sobre el ladoa __ Area del
semicirculo sobreelladob . Area del semicirculo sobre el lado ¢

Usa notacion algebraica para expresar la suma de las areas de los dos
a b

semicirculos de radios = v = Utiliza notacién algebraica
2 2

para expresar que la suma de las areas de los semicirculos sobre los catetos a
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v b del triangulo rectangulo es igual al &rea del semicirculo sobre la hipotenusa
c.

2 2
Factoriza y simplifica ambos lados de la ecuacion % X (;j T+ 1 X [g) a

1l [c . . o b
= ZX(ZJ Tr para mostrar que es equivalente a la ecuacion a® + b* = %
Puedes hacer esto en varios pasos. Puedes, por ejemplo, multiplicar ambos lados
por 2y dividir ambos lados entre st. Escribe la ecuacion simplificada

. Ahora puedes expandir los términos cuadrados. Escribe la
ecuacion correspondiente Finalmente puedes multiplicar
ambos lados por 4 Verifica que puedes invertir todos los
pasos. Esto es, empieza con la ecuacion a® + b? = ¢? y muestra paso a paso que,
a partir de esta relacion, puedes obtener la relacion entre los semicirculos.

1 a ’ 1 b ’ 1 (¢ ’
—X T+—X|{—|m=—X{ | 7
2 2 2 2 2 \2

ACTIVIDAD 4
Area de las lunas de Hipocrates

Se construyen semicirculos sobre los lados del tridngulo rectangulo ABC (fisura 6).
El semicirculo sobre la hipotenusa esta encima del triangulo en vez de afuera. Este
semicirculo forma dos lunas (cuartos crecientes ¢, y ¢,) con los semicirculos de
los catetos. El semicirculo sobre la hipotenusa se traslapa con los semicirculos
de los catetos (areas a, y a, fuera del triangulo de area f). El area del semicirculo
construido sobre la hipotenusa esta formada por la suma de las areas t + a, + a,
El area del semicirculo en uno de los catetos es igual a la suma ¢, + a,. El area
del semicirculo en el otro cateto es ¢, + a,.
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A B
Figura 6 Lunas formadas por los semicirculos

En la actividad 2 descubriste que el area del semicirculo sobre la hipotenusa
es igual a la suma de las areas de los semicirculos sobre los catetos del triangulo.
Usa este resultado v las relaciones de las areas enunciadas arriba para encontrar
la relacion entre la suma de las areas de las dos lunas con el area del triingulo
rectangulo ABC. Enuncia esta relacion con tus propias palabras.
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