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La formulacion y reformulacion de problemas
0 preguntas en el aprendizaje de las
matematicas en el nivel medio superior

Juan Estrada Medina

Resumen: El estudio documenta los procesos cognitivos mostrados por estudian-
tes de bachillerato en un curso de calculo. Los pupilos fueron expuestos a situa-
ciones matematicas en las cuales no aparecia un problema o pregunta planteado.
La tarea de los alumnos fue formular y resolver los problemas o preguntas que
podian inferirse a partir de la situacion. La orientacion pedagogica no fue que los
jovenes asimilaran contenidos, sino que aprendieran una actividad que fuera
compatible con el hacer de las matematicas y con una practica que necesitaran
en el futuro. Uno de los resultados mas relevantes fue que los estudiantes, en su
primera interaccién con la situacion, construyeron un modelo inicial. Este se
constituye con elementos parciales u omision de otros, 0 no ven cierta informa-
cion. Esta vision permea la formulacion inicial del problema. A medida que los edu-
candos interaccionaban con la situacion, la formulacion del problema reveld un
avance por ciclos.

Palabras clave: formulacion de problemas, aprendizaje de matematicas, edu-
cacion media superior.

Abstract This study documents the cognitive process showed by high school stu-
dents in a calculus course. The pupils were exposed to mathematical situations
in which there was not a problem or a question posed. The task of the students
was to pose and solve problems or questions that could be inferred from the si-
tuation. The pedagogic approach of the course was not the assimilation of con-
tents but the learning of a compatible practice for the doing of mathematics that
the students will need in the future. One of the most relevant results was that stu-
dents, in their first interaction with the information given, built an initial model.
Such model is formed by partial elements, omission of other elements or the stu-
dents do not see certain information. This perception influenced the first formu-
lation of the problem. As the students interact with the situation the formulation
revealed a progress by cycles.
Key word: problem posing, learning of mathematics, high school education.

Fecha de recepcion: diciembre de 2001.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

¢Qué tipo de actividades ayudan a los alumnos a promover aprendizajes que son
compatibles con las practicas matematicas? Por ejemplo, algunas de estas activida-
des son la formulacion o reformulacion de problemas matemaéticos recomendada
por la NCT™ (1989, 1991): “A los estudiantes deben proporcionarseles oportuni-
dades para formular problemas a partir de situaciones dadas v crear nuevos pro-
blemas mediante la modificacion de un problema dado” (p. 95). Los Principios y
estandares para la Escuela de Matemdticas (Nc™, 2000) retoman esta reco-
mendacion v senalan: “Buenos solucionadores de problemas tienden natural-
mente a examinar situaciones cuidadosamente en términos matematicos v a
plantear problemas basados en situaciones que ellos ven” (p. 53). Ademas, sugieren
que: “profesores y padres de familia estimulen esta propension, ayudando a los
pupilos a crear problemas matematicos a partir de su experiencia” (op. cit, p.53)
Dada la importancia de esta actividad en la ensefanza vy el aprendizaje de las
matematicas, el presente estudio se aboco a documentar el trabajo realizado por es-
tudiantes de nivel medio superior que participaron sistematicamente en una ins-
truccion, la cual tuvo como eje actividades de formulacion de problemas o pre-
guntas y su resolucion. Es decir, se le puso atencion a los procesos que muestran
los educandos cuando formulan un problema o una pregunta a partir de una si-
tuacion o una informacion (por ejemplo, tabla, graficas v/o enunciado verbal).
Con el proposito de dirigir la atencion a ciertos aspectos cognitivos que mas in-
teresa observar, se plantearon las siguientes preguntas de investigacion que sir-
vieron como guia para organizar y analizar la informacion:

1) éQué tendencias fueron notables en los estudiantes que participaron en
una instruccion que tuvo como eje actividades de formulacion y segui-
miento de problemas? Esta cuestion se refiere a los patrones o propen-
siones mas recurrentes que mostraron los pupilos en los diferentes esce-
narios.

2) ¢Queé tipo de recursos (representaciones, ideas, estrategias) revelan o po-
nen en juego los alumnos en la formulacion? ¢Qué relacion existe entre
los problemas propuestos por los educandos y los procesos desarrollados
en la solucion (seguimiento)? Aqui se examinan los procesos de solucion
exhibidos en los problemas propuestos. Es decir, observar si este proceso
guarda alguna o ninguna relacion con el proceso de formulacion.
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3) éSe pueden identificar niveles en el proceso de formulacion de problemas?
Esta pregunta fue para ponerle atencion con detalle a los pasos que re-
velan los alumnos cuando se les pide la formulacion de un problema.

4) éCudles fueron las dificultades mas notorias en el desarrollo de una ense-
nanza con un enfoque de formulacion y reformulacion de problemas o
preguntas? ¢Como respondieron los estudiantes? El tipo de dificultades a
que nos referimos son, por ejemplo, si los recursos (por ejemplo, conoci-
mientos previos) de los alumnos fue una limitante para involucrarse en este
tipo de actividades o la experiencia matematica adquirida en sus cursos
anteriores.

MARCO CONCEPTUAL

Krutetskii (1976) fue uno de los primeros investigadores que reconocié la impor-
tancia de la actividad de formulacion de problemas. Por ejemplo, para comprender
la naturaleza de las habilidades matematicas en nifos considerados talentosos en
matematicas, utilizd un conjunto de situaciones en las cuales no aparecia un pro-
blema o una pregunta planteada. Algunas de las tareas de los nifios fue formu-
lar un problema que debia resolverse con la informacion dada. Segiin Krutetskii,
el problema podria ser inferido “..si el examinado percibe la logica de las relacio-
nes y dependencias dadas en el problema, si ¢l comprende su esencia..” (p. 85).

En el modelo de Polya (1976) sobre el proceso de resolucion de problemas
(comprension, planificacion, ejecucion del plan y vision retrospectiva) también
aparece esta componente esencial del hacer matematico (¢podemos plantear el
problema de manera diferente?, évariar el problema descartando parte de la con-
dicion?). Estas heuristicas tienen como fin transformar el problema dado.

Kilpatrick (1987) sefiala el valor pedagogico que puede tener este tipo de ac-
tividad en la ensenanza de las matematicas: “.la idea de que los propios estudian-
tes puedan ser la fuente de buenos problemas matematicos, probablemente no
se le ha ocurrido a muchos estudiantes o a muchos de sus profesores” (p. 123).

Brown y Walter (1990, 1993) son los que mdas han profundizado en la te-
matica de la generacion de problemas, pero con la siguiente dimension peda-
gogica:

.en la medida en que a los estudiantes se les da la oportunidad de crear v
explorar sus propios problemas, tomaran mas responsabilidad en su aprendi-
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zaje. Podria tomar mas tiempo cubrir un conjunto de conocimientos prede-
terminados y quiza se podria cubrir menos material, pero los estudiantes pro-
bablemente tomaran conciencia de su propio estilo de pensar, actitudes ha-
cia el trabajo con otros, y también acerca de la naturaleza vy el proposito de
la disciplina (1993, p. 26).

El método que proponen para generar problemas comprende cinco etapas.
De manera resumida, éstas son las siguientes:

Nivel 1: Seleccion de una situacion matematica (por ejemplo, X% + y* = 2.

Nivel 2: Descripcion de atributos de la fase anterior (“es una ecuacion”, “hay
tres variables”, etcétera).

Nivel 3: Negacion de los atributos anteriores (por ejemplo, supongase que
X+ VY= 7).

Nivel 4: Formulacion de problemas o preguntas (bcudl es el significado geo-
melrico de X2 + V¥ = £27).

Nivel 5: Analisis de los problemas de la fase anterior.

En esencia, el método tiene dos momentos: se empieza por aceptar lo dado,
en una segunda etapa se desafia lo dado mediante el recurso de preguntarse
‘qué pasa si? Este marco fue un elemento importante que se tomo en conside-
racion para el disefio de algunas actividades en el estudio.

Para analizar los aspectos cognitivos en los estudiantes en la interaccion con
las tareas, se ulilizo el marco de Thompson, Philipp, Thompson y Boyd, (1994).
Los autores sefialan que las actividades que desarrolla un profesor en el aula es-
tan estrechamente vinculadas con la imagen que posee de la matematica y la en-
senanza. Identificaron dos tendencias: la operacional y la conceptual. Estas pro-
pensiones también se manifestaron en los alumnos que participaron en el
estudio. Algunas caracteristicas relevantes de la primera orientacion son:

+ Enfasis en identificar y ejecutar procedimientos.

* Tendencia a realizar operaciones en cualquier ocasion que se presenta, sin
tener en cuenta el contexto en el cual aparecen.

* Tendencia a hacer caso omiso del contexto en el que se presentan los cal-
culos y como éstos podrian originarse naturalmente a partir del entendi-
miento de la situacion.

En contraste, en la orientacion conceptual, las acciones estan impulsadas por:
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e Propension por aprender conceptualmente una situacion.

e La recurrencia en el planteamiento de preguntas para ayudar a la com-
prension de un contexto: ¢A qué refiere (este ntimero) o esta informacion
en la situacion que se estd abordando?

e ¢Qué estoy tratando de encontrar cuando efectuio este calculo?

En resumen, un profesor o un estudiante ubicado en una orientacion opera-
cional tiende a conceptualizar las matematicas como la aplicacion de procedi-
mientos y calculos para obtener resultados numéricos.

El marco conceptual de Lesh y Kelly (1997) permitio analizar con detalle los
pasos que mostraron dos estudiantes cuando se les pidi6 formular problemas a
partir de una situacion. Los autores senalan que los seres humanos elaboran
modelos del mundo, los cuales sirven para interpretar, explicar, predecir, contro-
lar y tomar decisiones en una situacion dada. Esta idea de la construccion de
modelos se utiliza para explicar el comportamiento de los estudiantes en un con-
texto de resolucion de problemas. Durante este proceso identifican las siguientes
caracteristicas: i) las primeras interpretaciones de los estudiantes son a menudo bas-
tante inestables, superficiales y prejuiciadas; ii) los estudiantes a menudo descui-
dan informacion que mas tarde resultara ser importante; iii) la informacion su-
perficial ocupa la atencion en lugar de la profunda; iv) a menudo se ignoran
inconsistencias en el razonamiento cuando la atencion cambia de una perspec-
tiva a otra. Otro rasgo es que los modelos pasan por ciclos, es decir, a medida
que son introducidos vy evaluados, algunos son refinados, ampliados, diferencia-
dos o integrados, mientras que otros son rechazados sobre la base de una refle-
Xion interna.

En relacion con el estado de la investigacion en formulacion de problemas,
es pertinente senalar que, a pesar de ser un tema que esta presente en la discu-
sion en la comunidad en Educacion Matematica, la investigacion no es abundan-
te. Silver, Mamona-Down, Leung vy Kenney (1996) documentan la capacidad de
81 profesores de ensenanza media para formular problemas. Los mentores no
contaban con una experiencia previa en este tipo de actividades. Por tanto, se
examinaron procesos espontaneos revelados por los docentes. La tarea (lanza-
miento de una bola de billar en dos mesas de billar de dimensiones diferentes
representadas en una cuadricula) tenfa tres partes. En la primera se pedia escri-
bir preguntas o problemas, en la segunda los mentores debian resolver un pro-
blema (“predecir el destino final de la bola: éCuando llega la bola a la bolsa A,
B, Cy D?). Finalmente, en la lercera se solicilaba a los docenles que escribieran
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los problemas que surgieron cuando estaban resolviendo el problema. Los
informes escritos fueron la tnica fuente de informacion que utilizaron los auto-
res para el andlisis. Uno de los puntos nodales en el estudio de Silver et al. fue
intentar esclarecer la relacion entre formulacion y resolucion de problemas, la
cual suponian podria inferirse a partir de las diferencias entre el tipo de problemas
planteados por los solucionadores exitosos y por los no exitosos. Las clasificacio-
nes anteriores deben entenderse en el sentido de que, si un profesor resolvio el
problema correspondiente a la segunda parte de la tarea (¢Cuando llega la bola
ala bolsa A, B, C y D?), entonces se le considera exitoso. Sin embargo, esta re-
lacion entre ambos aspectos (formulacion y resolucion) no pudo establecerse, de-
bido a que: “.desafortunadamente, la fase (resolucion de problemas) fue resuelta
exitosamente en el tiempo permitido por solamente unos cuantos individuos, y
el numero no fue suficiente para fundamentar un analisis cuidadoso de las dife-
rencias anotadas arriba” (p. 307). También informan que “la mayor parte de las
respuestas de los individuos fueron expresadas como problemas o preguntas que
tomaban en cuenta la trayectoria o destino de la bola de billar en mesas de ta-
mafio variable, el efecto de variar las condiciones dadas de las tareas o los su-
puestos implicitos de la tarea” (por ejemplo: ési las dimensiones de la mesa fue-
ran disminuidas por dos, el nimero de golpes disminuiria por dos?) (p. 308).

Puesto que el punto sobre la relacion entre formulacion y resolucion de pro-
blemas no habia quedado dilucidado en el estudio anterior, Silver y Cai (1996)
pretenden esclarecerla. Pero ahora analizan las diferencias entre los problemas
planteados por estudiantes exitosos y no exitosos de secundaria. El criterio de
seleccion de estos dos grupos se baso en las calificaciones (altas y bajas) obteni-
das de la aplicacion de un examen de ocho problemas.

La informacion proporcionada a los jovenes fue:

Escribe tres preguntas diferentes que puedan responderse a partir de la in-
formacion siguiente: Jeronimo, Luis y Arturo realizaron un viaje en auto. Ar-
turo manejo 80 kilometros mas que Luis. Luis manejo el doble de kilomet-
ros que Jeronimo. Jeronimo manejo 50 kilometros.

La fuente para el analisis fueron las respuestas escritas. Los investigadores en-
contraron que el grupo exitoso generd una proporcion mas grande de cuestiones
matematicas que el menos exitoso. Este ultimo produjo un mayor ntimero de afir-
maciones. Otra diferencia fue que las afirmaciones generadas por los alumnos exi-
tosos implicaban una interpretacion correcta de la informacion (“‘Luis manejo 100
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kilometros”). Otra distincion fue que las afirmaciones de los no exitosos exhibieron
una interpretacion incorrecta de la informacion dada (“Arturo manejo 80 kiléme-
tros”). En sintesis, el estudio registra una correlacion entre la calidad de los proble-
mas planteados v el grupo exitoso. No obstante, el hallazgo se presenta en el con-
texto de una tarea que se caracteriza por su rigidez para la creacion de problemas.

English (1998) analiza la relacion entre determinados perfiles cognitivos (por
ejemplo, un fuerte sentido de ntimero, pero débiles en resolucion de problemas
o fuertes en resolucion de problemas y débiles en el sentido de numero) y los
patrones de respuesta con nifos de ocho anos. Se esperaba que estos alumnos
con las diferencias cognitivas mencionadas exhibirian tendencias diferentes en el
tipo de problemas planteados. Las tareas utilizadas fueron:

a) Se proporciona la siguiente oracion numeérica 12 - 8 = 4 (contexto for-
mal). Se pide a los nifios que inventen un problema (historia) que se re-
suelva con esta oracion.

b) Se proporciona una fotografia u obra literaria (contexto informal). Con ba-
se en ella los nifos deben generar problemas.

Unos de los hallazgos fue que los del primer perfil (“débiles en resolucion de
problemas”) revelaron una propension para generar problemas de poca comple-
jidad estructural con énfasis operacional. En contraste, los del segundo perfil
(“fuertes en resolucion de problemas”) tendieron a la formulacion de problemas
estructuralmente mas complejos.

Sin embargo, la manera como se realizo el estudio arroja dudas sobre tales
resultados. Por ejemplo, la clasificacion de los participantes en perfiles tan defi-
nidos y precisos: “fuertes en resolucion de problemas y débiles en el sentido del
numero” (p. 87). También se tomo una sola fuente para el analisis: las respues-
tas escritas de los nifios. No se utilizo otro escenario (entrevistas, grabaciones)
para observar si se presentaban dichos patrones de respuesta. Ademas, algunas
de las tareas utilizadas (12 - 8 = 4) fueron actividades demasiados rigidas que li-
mitaron la creatividad de los nifios. El andlisis de las respuestas se concentro en
el producto y no en tratar de entender los procesos llevados a cabo por los nifios
cuando planteaban sus problemas. Finalmente, un aspecto al que no se le puso
atencion fue el de los procesos de resolucion de los problemas propuestos por los
ninos, elemento que hubiera sido importante para entender los procesos en este
tipo de actividades.
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METODOLOGIA Y PROCEDIMIENTOS

La orientacion metodologica en el trabajo fue de corte cualitativo, ya que el in-
terés era analizar los procesos que muestran los estudiantes cuando interaccio-
nan con situaciones en las que no hay un problema planteado. La tarea recu-
rrente de los alumnos fue formular problemas y darles seguimiento. Por tanto, el
proposito central del estudio fue entender algunos aspectos cognitivos de la ac-
tividad de formulacion de problemas. Los elementos que se tomaron en consi-
deracion para dar credibilidad al estudio fueron: a) la realizacion de un estudio
piloto en donde se probaron los instrumentos que se utilizaron para obtener in-
formacion, b) la utilizacion de diferentes fuentes (informes escritos, trabajo indi-
vidual y en equipo, tareas extraclase, entrevistas individuales, observaciones en el
aula), v ¢) videograbacion de dos estudiantes trabajando en una tarea de formu-
lacion de problemas. Estos escenarios sirvieron para comparar los comporta-
mientos de los alumnos desde diferentes angulos.

En el estudio participaron 26 estudiantes de bachillerato de una escuela pu-
blica con edad promedio de 18 o 19 arios, en el contexto de la imparticion de un
curso normal de calculo de 14 sesiones. La experiencia durd un semestre escolar
(3 meses y medio). El mentor que impartio el curso realizo la investigacion. Un
primer paso en la implementacion de la instruccion fue la revision del programa
de la asignatura. Su nota sobresaliente fue que comprende una gran cantidad de
contenidos; no hay una jerarquia en las ideas matematicas, es decir, todas estan
en un mismo plano. En suma, no se indica a qué conceptos se les debera poner
atencion en el curso. Sin embargo, esta revision sirvio para identificar las ideas
principales (variacion, medicion de la variacion, aproximacion y acumulacion de
cambios) que se desarrollarian en la experiencia v para el disefio de actividades.

La dinamica de trabajo en el aula fue la siguiente: i) la clase se organizé en
equipos de tres o cuatro personas y se formaron un total de siete equipos. Se
entregaba una hoja escrita con una actividad a cada uno de los integrantes de
los equipos, para que la trabajaran colectivamente; ii) terminadas las tareas, los
equipos entregaban un informe escrito; iii) en la siguiente clase, el profesor se-
leccionaba dos equipos que representaban puntos de vista diferentes sobre el
trabajo en una misma actividad; iv) un punto recurrente en la dinamica de la ins-
truccion fue tomar las preguntas o problemas planteados por los jovenes como
base para las discusiones en el aula.
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TIPO DE ACTIVIDADES

Una de las caracteristicas principales de las actividades utilizadas en la instruc-
cion fue que se proporcionaba informacion o una situacion, pero no aparecia un
problema planteado. La tarea de los alumnos fue hacer una descripcion de la si-
tuacion, formular problemas y darles seguimiento. La informacion ofrecida se
presentaba en diversas modalidades (cuadros, graficas discretas o continuas y
enunciados verbales). El contenido de las actividades comprendia ideas de pre-
célculo (variacion, medicion de la variacion, aproximacion, acumulacion).
El cuadro 1 muestra tales caracteristicas.

Cuadro 1

Presentacion de la informacion

Cuadro

Caracteristicas de la actividad

Se proporcionan datos en un cuadro. La informacion
muestra un aumento y una disminucién en el comporta-
miento del fenémeno (epidemia).

Enunciado verbal

Se entrega un texto en el cual no aparece un cuadro o
grafica. El fendmeno se describe mediante la frase: “La
poblacion de peces en una laguna esta disminuyendo a
razén de 10% mensual’.

Grdfica discreta

La grafica representa un fenomeno de variacion discreta
(fluctuacion del valor de una moneda).

Grafica continua

La gréfica representa el movimiento de un objeto (dis-
tancia recorrida por un tren).

Cuadro con informacion faltante

Se proporciona un cuadro con informacion sobre el
comportamiento de un fenémeno (variacion de los pre-
cios del petroleo), pero algunos datos han sido omitidos.

Enunciados sin preguntas
o problemas

Se seleccionan ejercicios de un libro de texto de calculo,
pero se omitio el problema o la pregunta.

Problemas disenados
por los alumnos

Los problemas son creados por los propios alumnos y
presentados ante todo el grupo para su discusion.
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ANALISIS

Para el analisis de la informacion se tuvieron en cuenta las observaciones de Lin-
coln y Guba (1985):

-dentificar aquellas caracteristicas y elementos de la situacion que son los
mas relevantes del problema o cuestion [.] concentrandose en ellos con de-
talle. Si la permanencia prolongada proporciona amplitud, la observacion per-
sistente proporciona profundidad (p. 304).

Por consiguiente, se establecieron dos niveles de observacion, uno global vy
otro especifico. El proposito del primero fue identificar los aspectos mas relevan-
tes del proceso. Este nivel incluyo las siguientes fuentes: a) discusiones abiertas
en el salon de clases, b) actividades disefiadas por los propios alumnos vy su pre-
sentacion ante el grupo, ¢) reportes escritos vy tareas extraclase. En el segundo ni-
vel nos interesd analizar con detalle el proceso de dos estudiantes cuando se les
pidio formular un problema, dada una situaciéon o una informacion. Esta activi-
dad fue videograbada v el docente participd como entrevistador. El estudio com-
prendio las siguientes fases: a) se tomaron tres momentos en el semestre (tiem-
po que dur6 el curso) que identificaremos como fase inicial, fase intermedia y
fase final; b) se eligieron a los mismos estudiantes que trabajaron en equipo, en
pareja o individual, en algunas actividades en cada una de estas etapas; ¢) se
identificaron los rasgos, patrones o dificultades mas relevantes en el trabajo rea-
lizado; d) se llevd a cabo un seguimiento de esas tendencias o rasgos en activi-
dades posteriores. Tal proceder permitio captar los comportamientos de los mis-
mos estudiantes en tres periodos distintos.

ANALISIS DE RESULTADOS
A continuacion, se hace un analisis de los resultados mas notables en el traba-

jo de los estudiantes en algunas actividades comprendidas en los tres momen-
tos antes mencionados.
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Etapa inicial del estudio

En la etapa inicial se analizo informacion proveniente del siguiente tipo de acti-
vidades:

A causa del brote de una epidemia en una ciudad, se hizo el siguiente cuadro
que registra el nimero de enfermos que han aparecido cada semana, duran-
te 12 semanas. Con base en esta informacion formule preguntas o problemas
y resuélvalos.

Semana num. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Num. de
enfermos 100 | 244 | 356 | 436 | 484 | 500 | 461 | 392 | 266 | 160 | 80 | 40

Algunos de los objetivos de las actividades anteriores fueron documentar:

a) Como interaccionan los estudiantes ante una situacion (informacion
dada en un cuadro), en la que no hay un problema o pregunta plan-
teado.

b) Qué (representaciones, ideas) evocan los alumnos en estas situaciones.

¢) Qué aspectos de la informacion atendian o desatendian y qué clase de
problemas formulaban.

La base para el andlisis en estas actividades fueron los informes escritos de
los equipos. En el trabajo realizado se observaron dos tendencias: la vision ope-
racional y la cualitativa. Estos hallazgos coinciden con las orientaciones opera-
cional y conceptual que observaron Thompson et al. (1994) en profesores de en-
sefianza media. En la primera predomind una disposicion calculista con los
datos. Es decir, la construccion de sentido de la situacion se hace mediante la
propuesta de preguntas que involucran cuestiones de calculo. Ejemplos de respues-
tas de estos comportamientos son: ¢Cuantos enfermos se obtuvieron en prome-
dio por semana? ¢Cuantos enfermos disminuyeron de la sexta a la décimo segun-
da semana? Otro tipo de preguntas fueron las que se podian responder por
inspeccion directa de la informacion dada: ¢En qué semana se dio el indice mas al-
to de enfermos? Obsérvese que el seguimiento se limita a llevar a cabo las opera-
ciones anunciadas (calcular promedios, porcentajes) en las preguntas o problemas
planteados.
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En cambio, los alumnos ubicados en la tendencia cualitativa van mas alla del
aspecto operacional, es decir, no se quedan confinados al contexto de la infor-
macion dada, sino que la utilizan para generar nueva informacion y la utilizan
para analizar el comportamiento del fenomeno. Por ejemplo, elaboran un cuadro
de diferencias a partir de los datos ofrecidos (“primero se calculd cudl fue el au-
mento o decrecimiento de enfermos por semana’), el cual les sirvio de base para
plantear las siguientes preguntas: “¢Cual fue la semana en la que hubo mayor in-
cremento de enfermos? ¢En qué semana se registrd el mayor indice de enfermos
y el menor incremento? Otro rasgo fue la disposicion a utilizar otra representa-
cion (grafica) para interpretar el fenomeno (“se grafico para tener una vision, pa-
ra saber como fue evolucionando la epidemia”, “Como se observa en la gréfica,
el numero de enfermos iba en descenso’). Obsérvese la atencion a los aspectos
conceptuales del fendmeno representado en la informacion (crecimiento o decre-
cimiento). La vision calculista se mantuvo en algunos equipos en las actividades
subsecuentes; sin embargo, a medida que los equipos interaccionaban en otros
escenarios (confrontacion con otros equipos, discusiones abiertas en el aula),
se notaron cambios hacia un patron cualitativo. Por desgracia, también se noto
una tendencia por convertir la actividad de formulacion y seguimiento de los pro-
blemas en un conjunto de reglas o en una rutina (‘Haz un cuadro del fenome-
no que se presenta”, “Haz una grafica’, “Qué representa cada grafica?).

En resumen, esta fase inicial fue para familiarizar a los estudiantes en este ti-
po de actividades v para introducir ideas de precalculo (medicion de la variacion
y acumulacion).

Etapa intermedia

En la etapa intermedia se dio un giro importante en el tipo de actividades que
trabajaban los estudiantes. Por primera vez, los alumnos abordaron situaciones
que involucraban ideas de variacion continua, las cuales podrian llevar a la for-
mulacion de problemas de optimizacion.

Algunas de las actividades trabajadas en esta fase fue seleccionar problemas
de un libro de texto, pero el docente borraba la pregunta o problema. Con la in-
formacion restante los alumnos debian de formular el problema faltante y darle
seguimiento. Dos de las tareas fueron:

1) Se tienen 50 m de malla para cercar tres lados de un terreno de forma
rectangular. El cuarto lado esta limitado por una pared (véase la figura)
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2) En el primer cuadrante aparecen las graficas de las recta v = x, x = 3. Am-
bas rectas vy el eje x forman una region triangular. Dentro de ésta se cons-
truye un rectangulo de modo que uno de sus veértices (3,0) sea fijo (véase
lafigura)
(en la linea punteada escribe la pregunta o el problema que falta).

Caracteristicas de las tareas

Al omitir en ambas tareas la pregunta o problema, se elimina explicitamente la
referencia a un problema de variacion. Por tanto, la informacion restante queda
abierta a plantear un sinntimero de cuestiones. En este sentido, no se esperaba
necesariamente que los alumnos tuvieran que plantear un problema de varia-
cion. Las tareas contienen informacion explicita (50 m de malla, tres lados, forma
rectangular, ecuaciones, vértice fijo) e implicita (perimetro, area, un vértice estd
sobre la recta v = x). Sin embargo, la segunda involucra una grafica. Tal circuns-
tancia podria ocasionar dificultades en la interpretacion de la informacion. Por
ejemplo, darse cuenta de que el vértice del rectangulo sobre la recta v = x deter-
mina un ntmero infinito de rectdngulos no es evidente para los alumnos (si el
punto se mueve sobre la recta, équé sucede con el drea y el perimetro?).
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El proposito de estas actividades fue analizar con detalle los pasos que llevaron
a cabo dos estudiantes cuando se les pidio formular problemas. En la sesion, el
docente participd como entrevistador. La transcripcion del video fue utilizada para
el analisis que se presenta a continuacion.

Una vez que los estudiantes leyeron los textos de las tareas, el instructor co-
menz6 con la pregunta: ¢Esta claro lo que se pide? El objetivo era explorar lo
que habian entendido de la situacion. El primero en responder fue el alumno 1
(“lo que se pide es formular preguntas o problemas que han sido borrados de
un enunciado”). Sin embargo, muestra dificultad en expresar oralmente la infor-
macion proporcionada en el texto. De hecho, repite lo expuesto en la informa-
cion con las siguientes palabras: “Cercar un terreno en forma rectangular [.] va
bardeado, o sea lo que se requiere con esos 50 m de malla es cercar el terreno..”
Esta frase parecia sugerir que el alumno estaba entendiendo que todo el terreno
estaba bardado. Por ello, el docente presiono para aclarar el punto. El alumno 2
respondio: “No, nomas para cercar el terreno sin la pared. A partir de dicha pa-
red vamos a poner la malla que va a rodear ese terreno”.,

En este nivel, el docente les pregunto: ¢Cudl seria la pregunta o problema que
faltaba? El alumno 2 no respondio de manera inmediata. Dibujo un rectangulo
en el pizarron que representaba el terreno, trazd sobre uno de sus lados la pa-
red, y escribio 50 - L, = perimetro (Lp representa la longitud de la pared) y comen-
to: “Porque ahora no utilizariamos va esos 50 m de malla, utilizariamos menos,
va que uno de sus lados es la pared”. Es posible que él estuviera asumiendo la
pared como una parte de un terreno va determinado. Es decir, que la malla ori-
ginalmente se ajustaba al terreno, pero ahora como habia una pared: “..utiliza-
rlamos menos (malla), ya que uno de sus lados es la pared”.

El modelo inicial de la situacion que se ha formado el alumno, al parecer, es:
Hay un terreno ya determinado en el que originalmente la malla se ajustaba a
las medidas del terreno, pero ahora, con la pared, le sobra malla. Se observa que
el dato de la pared esta ocasionando dificultades en ambos alumnos. Prueba de
esto es cuando el alumno 2 dice: “No sabemos cudl es la medida de la pared’,
y el alumno 1 expresa: “Faltd informacion sobre cuanto mide la pared”. Es en
este nivel donde el alumno 2 plantea el siguiente problema: ¢Cudles serian las
medidas, largo y ancho?

En suma, los alumnos entendieron que el problema se reducia a determinar
las medidas (largo y ancho) del terreno. Una dificultad notoria fue que la pared
no tenia asignado un dato numérico (“necesitamos saber el largo y ancho de la
pared”, alumno 2).
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Como no se observaba un avance, el docente presiono a fin de que superaran
dicha etapa. Preguntd: ¢Qué mas observan? Se deseaba ver si los alumnos iden-
tificaban el area como una informacion relevante en la situacion. Por ello, con
toda intencion, no se les mencionaba el area. Si lograban identificarla, quiza los
llevaria a ver la situacion de otra manera y asi reformular el problema original
(modificacion del modelo inicial). Sin embargo, los alumnos no lograron dar este
paso, lo cual sugiere que la identificacion de la informacion en el sentido de
“.percibir la logica de las relaciones y dependencias dadas... “ (Krutetskii, op. cit)
fue una dificultad notoria para los educandos. Esto podria arrojar alguna luz so-
bre los impedimentos que tienen los estudiantes cuando se les proporcionan los
problemas vy se les pide resolverlos.

Respecto a la tarea 2 mostraron un patron diferente: lograron remontar el ni-
vel anterior que se manifesto en la tarea 1. Es decir, lograron formular el proble-
ma faltante, y 1o notable fue que la formulacion muestra una evolucion, es decir,
pasa por ciclos. Las fases que se pudieron identificar fueron:

a) Apropiacion de la informacion.

b) Primera formulacion del problema.

¢) Reconocimiento de nueva informacion y reformulacion del problema ori-
ginal.

Apropiacion de la informacion. Es una fase de identificacion de la informacion
y, por tanto, de conceptualizacion de la situacion. Los dos alumnos se fijan en
aspectos parciales, otros son dejados de lado (un vértice sobre la recta y = x) o
simplemente no los ven (por ejemplo, variacion del area). Otro rasgo es que re-
producen informacion dada: “las rectas v = x, x = 3 forman un triangulo con el
eje X'. Puesto que los alumnos no han identificado plenamente la informacion,
el profesor inquiere a los alumnos (¢Qué més ven en el enunciado? éQué entien-
den de que un vértice sea fijo?). Esta presion lleva a los alumnos a dibujar varios
rectangulos inscritos en la region triangular: “.en este caso podemos construir
varios rectangulos, pero éste [sefiala al que aparece dibujado en la tareal siem-
pre va a permanecer fijo, los demas se estan moviendo, pero éste permanece fi-
jo..”. Notese la persistencia en asirse al rectangulo inscrito que se proporciona en
la tarea. En esta etapa podria suponerse que, por el hecho de que este alumno
trazo varios rectangulos en la region, percibio la variacion del perimetro y/o del
area, pero no sucedio. Para saber qué tienen en mente, el docente considera opor-
tuno preguntar: ¢Cual creen que podria haber sido el problema o la pregunta
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que faltaba? Un alumno contesta: “Tratar de encontrar las medidas de lo que se-
ria el largo y ancho de este rectangulo” (patron similar que se reveld en la tarea
1). Obsérvese de nuevo esta adherencia al rectangulo dado en la tarea, los de-
mas rectangulos que ellos mismos trazaron no los conducen a observar el aspec-
to de variacion vy, por tanto, revisar su formulacion inicial. Aqui concluye un ciclo
en la formulacion del problema, cuya nota es la fijacion con el rectangulo dado
en la tarea; esto a pesar de que los pupilos mostraron la existencia de varios rec-
tangulos en la region que satisfacian la restriccion del vertice fijo.

Reconocimiento de nuevos atributos en la situacion v replanteamiento del pro-
blema original. En esta fase los alumnos identificaron nueva informacion, lo que
implico una reformulacion del problema original. Pero este paso no se dio espon-
taneamente en los alumnos, como veremos mas adelante. En la etapa anterior
va habian visualizado la existencia de varios rectangulos inscritos en la region,
pero dicha percepcion no los condujo a reconocer la variacion del area como una
informacion relevante en la situacion.

Tal reconocimiento era importante, porque podria colocar el problema en
otra perspectiva y probablemente llevarlos a reexaminar el problema original. No
obstante, la identificacion de uno de estos atributos (variacion del area) no se ilu-
mino con el trazado de varios rectangulos en la region, los alumnos siguieron an-
clados a la determinacion de las medidas (largo y ancho) del rectangulo dado en
la region (“pero éste siempre va a permanecer fijo”).

El interrogatorio del profesor hizo que los alumnos se dieran cuenta de la
existencia de una infinidad de rectangulos que satisfacian la condicion de un ver-
tice fijo: “Puede haber [..] una infinidad de rectangulos que van a estar vagando”.
No obstante, reconocer esta infinidad les planted un conflicto: si hay una infini-
dad de rectangulos, écudl seleccionar para encontrar las medidas (largo y ancho)?
Quizas esto explique su adherencia al rectangulo dado en la tarea (“encontrar las
medidas [..] de este rectangulo”). Esta contrariedad quedd manifiesta cuando un
alumno dijo: “En este caso, como no se tiene algo fijo, ibamos a encontrar dema-
siados rectangulos y no ibamos a saber cual era su medida, porque se esta mo-
viendo no esta fijo, entonces no podemos sacar su medida..” Este dilema podria
superarse si los alumnos reconocieran un problema de variacion, lo que implicaria
modificar su propuesta original. El docente se percatod del conflicto y trato de ayu-
darlos a salir de él preguntandoles: ¢Qué sucede con el area de cada uno de ellos?
Un alumno contesto: “se reduce o va ir aumentando”. Tal afirmacion da un giro
a la situacion; primero trazo varios rectangulos en la region triangular (figura 1).
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Luego se fijo en dos rectangulos (fisura 2) y comento: “Este rectangulo (sin
sombrear) es el mismo que éste (sombreado), entonces, lo Unico que va a estar
pasando es que este rectangulo lo vamos a ir rotando [.] las areas vendrian en
aumento y después irfan en disminucion..” Estas acciones con la representacion
geomeétrica lo llevaron a hacer una conjetura: “.y lo tnico que podemos encon-
trar serfa un rectangulo unitario, tal que serfa el area maxima”. Esta conjetura
surgi6 cuando el alumno giro el cuadrado un angulo recto con la mano y se per-
cato de que el cuadrado conservaba la misma posicion (figura 3).

Figura 3
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Obsérvese tambien que durante esta etapa de reformulacion, aparece vincu-
lada la plausibilidad de la solucion o seguimiento del problema (‘Lo mds segu-
ro es que nos encontramos con un rectangulo tal [.] que a lo mejor serfa éste
[sefala el cuadrado anterior] en el cual su area serfa la maxima”). Como puede
verse, el alumno ha reformulado el problema original. Para cerciorarse, el men-
tor pregunto: ¢Cual creen que podria haber sido el problema que faltaba? La res-
puesta fue: “.buscar el rectangulo con el que obtenemos su mayor area posible”.
No obstante, el proceso de la formulacion aun no ha concluido, la propuesta an-
terior es todavia imprecisa. Falta que evolucione a una mayor precision matema-
tica. Este paso tampoco fue facil, debido a las dificultades de lenguaje para ex-
presar una idea intuitiva en términos matematicos.

Etapa final del estudio

Finalmente, se presenta un breve andlisis de algunas actividades que se realiza-
ron en la tercera fase de la instruccion.

Como una actividad de cierre de curso, se les pidi6 a los estudiantes que di-
sefiaran por equipo una tarea y la presentaran ante toda la clase para su discu-
sion. Cabe aclarar que no solo en esta etapa se solicitd a los alumnos que crearan
problemas propios, sino que fue una actividad recurrente durante la instruccion.
Se aviso que el dia de la presentacion el instructor seleccionaria un solo equipo,
va que no alcanzaria el tiempo para todos. Asimismo, se les comunico que la se-
sion serfa filmada v el docente coordinaria la sesion. Se deseaba observar como
influia un escenario mas abierto en la actividad de formulacion de problemas.
Ademas, se consideraba que someter un trabajo a la critica y defenderlo ante los
demas es una practica importante que sera de utilidad cuando los alumnos par-
ticipen en escenarios futuros. Con base en la transcripcion del video, a continuacion
se hace una sucinta descripcion de lo acontecido en la polémica desarrollada por
los alumnos.

El equipo seleccionado presentd informacion en un cuadro que representaba
los precios del café durante la sesunda quincena (del 15 al 30) del mes de noviem-
bre de 1998. Sin embargo, omitieron algunos datos en el cuadro. Con base en es-
ta informacion incompleta, el tipo de preguntas que plantearon fueron: ¢Podemos
encontrar la informacion faltante? éSe pueden encontrar cinco valores anteriores al
15 v cinco valores posteriores (después del 30)? ¢Cudl es la funcion precio? éComo
es el cambio del precio? ¢Cual es la acumulacion de los precios del café?
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Al inicio de la sesion el equipo coloco en el pizarron una cartulina con la si-
guiente informacion que fue la base de la discusion:

Dias 15016 | 17 [ 18| 19 20| 21 |22 | 23 | 24 |25 |26 | 27 |28 | 29 | 30

Precio | 30 31.24

Dias 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Precio 2845 | 2876 | 29.07 2938 | 29.69 30 | 3031 | 3062 | 3093

Diferencias | -031 | -031 | -031 -031 ] -031 031 | 031 031 | 031

A continuacion se describen los momentos més sobresalientes de la discusion:

El punto esencial bajo el cual se desarrollo el debate se dio en el contexto
de la determinacion de los precios del café antes del dia 15 de noviembre. Para
calcularlos, el equipo asumio que la variacion era positiva, es decir, que los pre-
cios del café siempre iban en aumento uniforme. Para determinar los precios an-
teriores al dia 15 los alumnos utilizaron la formula: 30 + 0.31(-d). Notese que no
esta expresada en términos funcionales. En la expresion anterior, 30 es el precio
del dia 15y (0.31) es la tasa en la variacion del precio multiplicada por menos
el dia. Por ejemplo, si se queria calcular el precio del café para el dia 14, primero
hacian la multiplicacion 0.31(-1) = -0.31, en segundo lugar restaban: 30 -
0.31 = 29.69 y obtenian el precio buscado del dia 14. Sin embargo, cuando ela-
boraron el cuadro de las diferencias (la tasa de cambio en el precio), introduje-
ron un signo negativo (-0.31) para los dias antes del dia 14. Si ésta era negati-
va, entonces habia una contradiccion con lo que antes habian asumido: los
precios del café iban en aumento y, por tanto, la tasa de cambio era positiva. Des-
pués de una hora de discusion, quedo esclarecido que el equipo habia introdu-
cido el signo negativo para indicar que se trataba de dias anteriores al 14 con la
aclaracion de que “eso no quiere decir que esté disminuyvendo, tnicamente indi-
ca que son dias anteriores”. Es decir, al signo le atribuyeron otro significado que
no correspondia con el significado establecido (disminucion de la cantidad original).
Este punto polémico lo aclaré un alumno de la clase con las siguientes palabras:
“Lo que pasa es que ese signo negativo que estan manejando en la formula
30 + 0.31(-d) lo estan manejando como que 0.31 es negativo y no en el dia an-
terior, ésa es la confusion®. Deseamos destacar que lo mas importante de esta ex-
periencia fue que los mismos estudiantes esclarecieron la dificultad, lo que ayudo
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a desmitificar la figura del profesor como el poseedor de la verdad o la maxima
autoridad para dirimir un punto de controversia.

El analisis de las tres etapas anteriores del estudio proporciona la base para
contestar las preguntas de investigacion.

Respuestas a las preguntas de investigacion

Primera pregunta de investigacion: ¢Qué tendencias son notables en los estu-
diantes que participaron en una instruccion que tuvo como eje actividades la
formulacion y seguimiento de problemas?

En las actividades iniciales (primera etapa), se observaron dos patrones: la
tendencia calculista y la cualitativa. En la primera, los estudiantes formularon
preguntas que implicaban la realizacion de calculos (porcentajes, promedios) con
la informacion dada. En cuanto al manejo de la informacion, se limitaron a ella,
es decir, no fueron mas alla de la informacion dada. El seguimiento de los pro-
blemas se limito a llevar a cabo los calculos enunciados en la pregunta. La se-
sunda vision atiende los aspectos conceptuales (crecimiento o decrecimiento).
Otro rasgo fue que no se limitaron a la informacion presentada, sino que la usa-
ron para generar nueva informacion y aplicarla para analizar el comportamiento
del fenomeno.

La vision calculista se mantuvo en algunos equipos en las actividades subse-
cuentes; sin embargo, a medida que los equipos interaccionaban con otro tipo
de situaciones vy se confrontaban con otros equipos en discusiones abiertas en
el salon de clase, se notaron cambios hacia rasgos cualitativos. Un indicador de
este progreso se revela en el tipo de preguntas planteadas (¢Hay un movimiento
constante del tren v, si lo hay, desde cuando?). Por desgracia, tambien se noto
una tendencia a convertir la actividad de formulacion y seguimiento de los pro-
blemas en una rutina o en un formato.

Otro avance importante que se logro al inicio del curso fue vencer la renuen-
cia de los jovenes a formular su propios problemas o preguntas. Esto quizas por
la costumbre que impera en los cursos normales de matematicas, donde las pre-
guntas y los problemas son proporcionados. A medida que se les daba crédito a
sus preguntas o problemas, los estudiantes comenzaron a tener una mejor dis-
posicion para participar en este tipo de tarea.
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Segunda presunta de investigacion: éQué tipo de recursos (representaciones, ideas)
revelan o ponen en juego los estudiantes en la formulacion? ¢Qué relacion existe
entre los problemas propuestos por los estudiantes v los procesos de solucion?

Los jovenes que participaron en esta experiencia habian tomado cursos de
algebra y geometria analitica. Sin embargo, a medida que interaccionaban con
las actividades, se empezaron a manifestar deficiencias, o bien no se utilizaban
los recursos en las situaciones en que se demandaban; por ejemplo, representar
graficamente los datos.

En estas circunstancias, las primeras actividades sirvieron para subsanar ta-
les deficiencias en los recursos y, al mismo tiempo, introducir nuevas ideas ma-
tematicas (medicion de la variacion y acumulacion). Las cuales se requerfan en
otras situaciones para la formulacion y el seguimiento de los problemas. Fue no-
torio que en los procesos de solucion mostrados por los estudiantes no se reba-
sara el tratamiento aritmético, a pesar de que habian realizado procedimientos
aritméticos que anticipaban un tratamiento simbolico de las relaciones involu-
cradas. Esto es, para elaborar un cuadro de una funcion que representaba la
variacion del area de un rectangulo, emplearon expresiones simbolicas (A = ab,
b + 2a = 50), pero cuando se les pedia que realizaran un andlisis de la variacion
del &rea en términos de a o b, revelaron dificultades para dar este paso (‘No, no
le entendi, maestro”).

En suma, se vuelve a manifestar el escollo para transitar de un nivel aritmé-
tico a un nivel simbélico va informado en la literatura. Por consiguiente, el pasa-
je anterior no se razona como una simple traduccion simbolica de las relaciones
o procedimientos aritméticos, sino que, al parecer, esta asociado a una manera
de pensar diferente a la que se desarrolla en el nivel aritmético. En relacion con
la Gltima interrogante, hay pruebas de que, durante el planteamiento de un pro-
blema, est4 en ciernes un proceso de solucion. Sin embargo, éste no se desarro-
lla plenamente por las dificultades antes sefialadas.

Tercera pregunta de investigacion: éSe pueden identificar niveles en el proceso
de formulacion de problemas por los estudiantes?

Una faceta importante, observada en la formulacion de problemas, es que los
educandos pasan por fases para asimilar la informacion y de acuerdo con los ni-
veles que van alcanzando, viene aparejada la reformulacion del planteamiento
inicial. En consecuencia, la actividad de formulacion de problemas pasa por ciclos.

En el primero, los alumnos se fijan en aspectos parciales o superficiales de la
situacion o dejan de lado o simplemente no ven cierta informacion (variacion de
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magnitudes), la cual, mas tarde, serd relevante para la reformulacion del problema
original. Con base en esta primera interaccion, los alumnos formulan sus prime-
ros problemas o preguntas.

En el segundo ciclo, empiezan a poner atencion en nuevos atributos que ha-
bian sido ignorados. Sin embargo, esta nueva informacion no los lleva esponta-
neamente a reexaminar el problema original. Es el cuestionamiento del docente
lo que hace que los alumnos se den cuenta de la necesidad de modificar el pro-
blema original, etapa que constituye el tercer ciclo; pero la formulacion del proble-
ma es aun vaga e imprecisa. La evolucion a una mayor precision en términos
matematicos no se produce de inmediato, sino que avanza por la presion del
profesor y la interaccion que los alumnos realizan con los nuevos componentes
descubiertos en la situacion.

Un elemento concomitante en este proceso es que los pupilos van adquirien-
do un mejor entendimiento, el cual se produce gracias a la introduccion de re-
presentaciones (graficas o cuadros). Por desgracia, en algunos casos quedan cir-
cunscritos en alguna de ellas; no se mueven con facilidad a otra. Otro aspecto
que debe destacarse fue que la formulacion y el seguimiento del problema no se
presentan de manera separada, sino que ambos se dan de manera conjunta.
También fue notable la limitacion que tienen los estudiantes para comunicar
oralmente el planteamiento de un problema. Las observaciones anteriores po-
drian esclarecer algunas de las dificultades que muestran los estudiantes cuan-
do enfrentan los problemas en el contexto escolar. A pesar de que se da explici-
tamente un problema de variacion, los alumnos no lo ven.

Cuarta pregunta de investigacion: ¢Cudles fueron las dificultades mas recurren-
tes en el desarrollo de la instruccion? ¢Coémo respondieron los estudiantes?
¢Cudl fue la funcion del docente?

Antes de responder a las preguntas, es conveniente subrayar que el eje fun-
damental con el que se llevd a cabo la instruccion fue la formulacion de proble-
mas. Este enfoque implicaba, entre otras cosas, modificar habitos o creencias que
los estudiantes han formado a lo largo de su experiencia escolar. Uno de ellos
es: el profesor proporciona siempre los problemas o las preguntas v correspon-
de a los alumnos resolverlos o contestarlos. En una ensenanza con estas carac-
teristicas, no existen las condiciones para que los alumnos puedan ser la fuente
para crear sus propios problemas y éstos se discutan en la clase. De ahi, enton-
ces, que la primera dificultad que hubo que vencer fue tal predisposicion.

En estas circunstancias, el primer dia de clases, el docente inquirio: ¢Qué
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piensan de lo siguiente: se aprende mas si se plantea uno sus propias preguntas
o problemas v las responde o si el profesor las formula y ustedes las resuelvan?
En un principio las opiniones se dividieron, pero se llegd a un consenso: ambos
aspectos eran importantes y no se excluian.

El profesor utilizo la discusion anterior para hacer ver a los estudiantes la im-
portancia de crear un ambito diferente en el salon de clases, en donde ellos se
sientan en libertad de comunicar libremente sus ideas, y que este entorno desem-
pena un papel primordial en el aprendizaje de las matematicas.

Dicha cultura no se genero en las primeras semanas de la instruccion, sino
que se fue conformando paulatinamente.

Otro tipo de escollo fue la propension calculista de algunos estudiantes, la
cual no fue posible erradicar del todo. Por ejemplo, cuando los estudiantes traba-
jaban en equipo, aparentemente superaban esta tendencia; sin embargo, cuando
estos mismos alumnos trabajaban de manera individual, volvian a surgir dichos
comportamientos.

Otro problema que se present6 durante la instruccion fue la lentitud con que
se desarrollo el proceso. En parte, se debio a que las actividades implicaban va-
rias fases. Por ejemplo, en una sesion los estudiantes trabajaban en equipo en
una tarea; luego el profesor las analizaba para observar qué estaba ocurriendo
en el proceso. En la siguiente clase, el docente seleccionaba dos equipos repre-
sentativos que reflejaban diferentes puntos de vista en el desarrollo de una misma
tarea para exponer el trabajo ante toda la clase. El papel del profesor se concre-
taba a coordinar la discusion y a llamar la atencion sobre los puntos importantes,
pero quienes sugerian una conclusion sobre la cuestion que se debatia eran los
propios alumnos. El proposito principal de la experiencia no fue que los estu-
diantes asimilaran una gran cantidad de contenidos, sino que aprendieran una
practica:

Una de las principales conclusiones que obtuve en los tres aiios de investiga-
cion fue que el conocimiento v las practicas estan intrinsecamente relaciona-
das y que los estudios sobre aprendizaje necesitan ir mas alla del conocimien-
to para considerar las practicas en las que los estudiantes se involucran y que
necesitaran en el futuro (Boaler, 2001, p. 9).

En resumen, estas dinamicas en el aula resultaron ser fructiferas para los
avances de los jovenes, en particular, la solicitud de que disefiaran sus propios
problemas vy los presentaran ante el grupo para su discusion. Por desgracia, hay
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algunos estudiantes que se muestran renuentes a participar en las discusiones
abiertas o en equipo; algunos mas desean pasar inadvertidos. En la videograba-
cion se observa que, efectivamente, no todos participaron en la controversia del
signo negativo de la variacion; pese a que no hablaron durante toda la sesion, se
observa que mantuvieron su interés en la cuestion que se debatia.

ANALISIS Y CONCLUSIONES

En esta parte se abordan las implicaciones relacionadas con los planes y progra-
mas de estudio, formacion de profesores, problemas de aprendizaje detectados
en los estudiantes, limitaciones y recomendaciones para futuras investigaciones.
A continuacion se discuten tales puntos.

La actividad de formulacion o reformulacion de problemas no debe ser con-
siderada como un aspecto separado de la resolucion de problemas; es solo un
momento diferente en esta practica. Desde esta perspectiva, se necesita repensar
el marco en el que estd concebido el curriculo de matematicas (acumulacion de
contenidos). Otro punto al que se deberd poner atencion es el sefialado por
Thompson et al. (1994): las acciones que desarrolla un docente en el aula estan
influidas por las imagenes que posee de las matematicas v de la ensenanza. Es
decir, un mentor que adopta una orientacion operacional de las matematicas po-
siblemente permeard la actividad de formulacion de problemas en esa direccion.
De ahi la importancia de contemplar cursos de formacion de profesores donde
se cuestionen este tipo de tendencias.

Un punto concomitante con lo anterior lo constituyen las creencias que
tienen los estudiantes acerca de las matematicas. En este estudio los alumnos
revelaron una vision operacional. Estas concepciones fueron un obstaculo en el
avance de la instruccion. Por ello, se debera poner mayor atencion a la historia
que traen los educandos acerca de la ensenanza y aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, debera tenerse en cuenta la concepcion en el diserio de las ac-
tividades que trabajaran los alumnos. Una caracteristica importante es tener un
potencial para crear problemas. También proporcionar mayor énfasis a la gene-
racion de problemas por parte de los alumnos y tomarlos como base para las
discusiones en el aula; este recurso didactico mostré ser importante para la co-
municacion de las ideas v el aprendizaje. Otro elemento que debera considerar-
se se relaciona con los recursos que permitan involucrarse en este tipo de acti-
vidades. Por ejemplo, la falta de un conocimiento solido del concepto de funcion
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y de tasa de cambio fue un impedimento para desarrollar algunas actividades
que involucraban estos conceptos.

Alsunos de los problemas de aprendizaje (dificultad para comunicar ideas
matematicas, falta de recursos, rigidez en el uso de una representacion, falsas
concepciones, énfasis en los calculos), que ya han sido registrados en otros con-
textos (resolucion de problemas), volvieron a observarse en este estudio. Por ello,
es pertinente tomarlos en consideracion en una futura investigacion.

Un punto deébil que quizds podria atribuirse al contexto del curso (célculo)
fue que los problemas o preguntas formulados no fueron mas alla de los que
suelen plantearse en el ambito escolar. No obstante, hay una diferencia: fueron
los propios alumnos los que generaron los problemas o preguntas y les dieron
seguimiento. En este sentido fue una experiencia alentadora, incluso con las li-
mitaciones anteriormente sefaladas.

El presente estudio se realizd en un contexto de lapiz vy papel. En éste, los
alumnos tuvieron problemas para identificar informacion en las situaciones e in-
ferir los problemas. Una cuestion interesante seria documentar si estas dificulta-
des también aparecen cuando la misma actividad de formulacion o reformula-
cion se presenta en un ambiente dinamico. En esta vena, Santos (1999) analiza
el potencial de estos contextos dinamicos en el planteamiento de problemas o
conjeturas.

Sin embargo, las sugerencias anteriores no deben verse en una perspectiva
individual, sino contemplarse en un proyecto colectivo en el que participen los
docentes vy se involucre la institucion para que este tipo de propuesta tenga un
impacto en la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.
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