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La calculadora con pantalla multilinea y el
surgimiento de estrategias numéricas en alumnos
de primero, segundo y tercer ano de secundaria

José Guzman Hernandez, Carolyn Kieran y Hassane Squalli

Resumen: La calculadora graficadora, con su pantalla multilinea, sirvio como he-
rramienta de exploracion en el desarrollo de una secuencia de actividades duran-
te una semana, en torno al problema “Los cinco pasos a cero”. En este estudio
participaron estudiantes de los tres grados de secundaria, cuyas edades oscilaban
entre 13 v 16 anos. El analisis estuvo enfocado en la interaccion entre el poder
epistemologico de la tecnologia y el surgimiento de estrategias matematicas. La
calculadora desempend un papel diferente en cada grupo. Para los alumnos de
13 a 15 arfos de edad, de primero v segundo afio de secundaria, fue una herra-
mienta para calcular y formular conjeturas. Para los alumnos de tercero de se-
cundaria, tambien sirvi6 como una herramienta de busqueda, lo cual los condujo
a la obtencion de estrategias eficaces que fueron escasamente observadas en los
otros alumnos.
Palabras clave: actividad, estrategia, herramienta, teoria, tecnologia.

Abstract: The graphing calculator with its multi-line screen served as a tool of ex-
ploration in a week-long sequence of activities developed around the “Five Steps
to Zero” problem. Three classes of students, aged 13-16 vears, participated. The
analysis focused on the interaction between the epistemological power of the
technology and the emergence of mathematical strategies. The calculator was
found to play a different role at each grade level. For the 13- to 15-year-olds of
Secondary 1 and 2, it was a tool for calculating and for formulating conjectures.
For the older Secondary 3 pupils, it also served as a search tool, thus leading to
more powerful strategies than were observed in the other classes.
Key words: activity, strategy, tool, theory, technology.

Fecha de recepcion: octubre de 2001.
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La calculadora con pantalla multilinea y el surgimiento de estrategias numéricas

Desde su llegada a la escena educativa, a mediados de la década de 1980, la cal-
culadora graficadora —con su pantalla multilinea- ha sido utilizada como herra-
mienta en la ensefianza vy el aprendizaje; especialmente de funciones y sus dis-
tintas representaciones graficas. En varios estudios se han informado las ventajas
que tiene esta herramienta en, por ejemplo, la comprension del concepto de fun-
cion (véanse Dunham y Dick, 1994, pp. 440-445; Ruthven, 1990, pp. 23-25, v
1996, pp. 434-468; Streun, Harskamp v Suhre, 2000, pp. 27-40). Sin embargo,
el potencial de la calculadora graficadora no esta limitado al dominio de las fun-
ciones v sus graficas. Con su pantalla de ocho lineas, en la que se puede mos-
trar varias operaciones matematicas vy sus resultados, la calculadora graficadora
ha sido una herramienta poderosa al abordar la formalizaciéon de procedimien-
tos aritmeticos (Ruthven, 1993, pp. 431-450).

Drijvers vy Doorman (1996, pp. 425-440) sugieren que, mediante actividades
apropiadas, se puede conducir al alumno hacia la estructura de una formula en
la que, a través de la reflexion y de la generalizacion, pueden resultar teoremas
matematicos interesantes. Estos autores también afirman que, al acrecentarse la
confianza de los estudiantes en el uso de la calculadora, se fomenta en ellos la
busqueda de nuevos procedimientos para resolver problemas; en particular, ha-
cen uso del ensayo sistematizado que, a su vez, los lleva hacia el surgimiento o
mejoramiento de estrategias eficaces en la resolucion de problemas. Asi, la pan-
talla multilinea de la calculadora graficadora nos proporciona una oportunidad
pedagogica prometedora que no ofrece cualquier calculadora con pantalla sim-
ple de una linea.

Atendiendo a la problematica antes descrita, nos dimos a la tarea de planifi-
car e implementar un estudio que contribuyera al crecimiento del campo de la
literatura enfocada en la interaccion entre el poder epistemologico de esta tec-
nologia (véase Balacheff v Kaput, 1996, pp. 469-501) v el surgimiento de estra-
tegias matematicas.

EL ESTUDIO
PRroOPOSITO
En este estudio se detectaron y analizaron las estrategias numéricas que surgie-

ron en estudiantes de secundaria (13 a 16 afios de edad) mediante el uso de la
calculadora con pantalla multilinea (TI-83+) y una secuencia de actividades. Di-
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cha secuencia fue planificada e implementada en toro a una situacion didactica
particular y en un ambiente particular de juego.

ACTIVIDAD IMPLEMENTADA Y SU ANALISIS DESDE EL PUNTO DE VISTA
DE LAS MATEMATICAS

En este apartado vamos a analizar la actividad que propusimos a los estudian-
tes en términos de las estrategias que pueden surgir en alguien que la aborda
con una herramienta, como lo es la calculadora con pantalla multilinea. Las es-
trategias que vamos a discutir son las que puede utilizar un experto o un nova-
to o alguien que, siendo en sus inicios un novato, puede convertirse en experto,
mediante la utilizacion de la calculadora. En estos casos, vamos a pensar en
aquellas estrategias que sean eficaces, o bien, que no lo sean. Cuando hablemos
de estrategias eficaces, pondremos énfasis especial en aquellas que nos permiten
resolver la tarea en el menor numero de operaciones! posibles.

Puesto que la actividad que abordamos en este estudio tiene que ver con nu-
meros enteros, tomaremos como apoyo en nuestra discusion la teoria relacionada
con este tipo de numeros. He aqui la actividad que propusimos a los estudian-
tes v en la que se baso toda la fase experimental del estudio aqui presente. A la
derecha del enunciado, damos una solucion posible para el numero 151.

Toma cualquier nimero entero de 1 a 999 y trata de llevarlo a cero en cinco
pasos 0 menos; usa solamente los ntimeros del 1 al 9 v las cuatro operaciones
basicas: +, -, X, = para hacer transformaciones. Puedes usar el mismo nu-
mero mds de una vez (adaptado de Williams y Stephens, 1992, pp. 233-234).

15+ ¢ 153
5371 L7
17-9 &
&-al

I'En este articulo utilizamos las palabras “operaciones” v “pasos” como sinonimas.
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Una mirada cuidadosa a esta actividad permite darnos cuenta de que en ella
entran en juego conceptos matematicos relacionados con ntiimeros enteros po-
sitivos; por ejemplo, multiplos, factores, nimeros pares e impares, asi como el de
ntmero primo, entre otros. Asi, para que los alumnos tengan éxito en esta acti-
vidad es necesario que puedan “movilizar” algunos de los conceptos antes men-
cionados. Aqui es importante que el alumno sepa relacionar los conceptos de
factor/divisor o a la inversa; esto, desde luego, no es evidente para un alumno
novato en la resolucion de este tipo de tareas o, incluso, puede no ser claro para
un experto.

Si pensamos en la utilizacion de estrategias eficaces, es evidente que debe-
mos involucrar —desde el inicio del proceso de solucion, aquellas que nos permi-
tan descender el numero dado a cero en el menor ntimero de pasos posibles- a
los divisores mas grandes permitidos en esta actividad, a saber: 9, 8, 7, 6. Toman-
do en cuenta esta informacion, se pueden tener las siguientes posibilidades una
vez que se haya dado el ntimero entero a los estudiantes:

a) el numero dado tiene divisores pequefios, digamos 2 0 3, y esto le impide
descender rapidamente a cero, en caso de utilizar la division como primer
paso y si dicho nimero es de tres cifras (digamos entre 500 y 999);

b) el numero dado solo tiene como divisores a 1 v a ¢l mismo (es el caso de
los numeros primos). En éstos se hace necesario sumar o restar al nime-
ro inicial un ntimero de 1 a 9y, de esta manera, obtener otro que tenga
como divisor a 9 0 a 8, por ejemplo.

Analicemos algunos ejemplos. Pensemos en aquellos ntimeros que necesitan
dos operaciones para llevarlos a cero. Obviamente, son los que resultan del pro-
ducto de dos factores menores o iguales que 9; en este caso, el mayor niimero
que necesita dos pasos para llevarlo a cero es 81, pues 81 =9 x 9. El lector pue-
de verificar facilmente esta aseveracion si efecttia la division de 81 entre 9 y des-
pués una resta.

Siguiendo con la idea de factores de un nimero entero dado, tendremos que
todos aquellos que necesitan tres pasos para llevarlos a cero resultan del produc-
to de tres factores menores o iguales que 9, o bien, que mediante una transfor-
macion al numero dado nos conduzca a otro que es el producto de dos facto-
res. Este es el caso de 19, pues 19 - 1 = 18 y 18 = 9 x 2; podria utilizarse
cualquier otro procedimiento para llevar 19 a cero, pero siempre son necesarias
tres operaciones como minimo para descender a cero este ntimero. Por cierto,
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éste es el menor entero positivo que necesita tres pasos como minimo para lle-
varlo a cero, mientras que el mayor es 729, pues 729 = 9 x 9 x 9, como puede
comprobarse sin dificultad.

De igual manera, todo aquel ntimero entero que sea el producto de cuatro
factores menores o iguales que 9 necesita de cuatro pasos para llevarlo a cero o
bien aquel que mediante una transformacion nos conduzca a otro nimero que
sea el producto de tres factores. EI menor de éstos es 92, pues 92 - 2 = 90 y
90 = 9 x 5 x 2. Cualquier otro procedimiento que utilicemos para llevar 92 a
cero implica utilizar cuatro pasos como minimo. En el rango de ntiimeros impli-
cados en la actividad, el mayor niimero que necesita cuatro operaciones como
minimo para descender a cero es 980, pues 980 =7 x 7 x 5 X 4.

Hay ntimeros que necesitan cinco operaciones para llevarlos a cero. Este es
el caso de aquellos que son el producto de cinco factores menores o iguales que
9, o bien, que mediante una transformacion, ésta nos conduzca a otro que sea
el producto de cuatro factores; otra posibilidad es que necesite de dos transfor-
maciones para llevarlo a cero. Esto sucede con 417, pues con este niimero se
tienen, entre otras, las siguientes posibilidades:

Figura 1a Figura 1b
417 + kb L4zZ3
Camnen Cutillo T wed /1 17
- 47 -2 L5
45 /9 5
37, DA LoSD rE £E_EL o

Las operaciones mostradas en la figura la y en la figura 1b sugieren que una
de las mejores estrategias para llevar a cero un numero dado es buscar aquellos
numeros que sean multiplos de 9; sin embargo, no siempre resulta apropiado
buscar estos multiplos. Un ejemplo que permite constatar esta aseveracion lo
constituye el niimero 987. Veamos qué sucede si buscamos, desde el inicio, a sus
dos numeros vecinos que son multiplos de 9.
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Figura 2a Figura 2b
987 -k 381 957 + 3 990 |
581 / 9 109 590 7 9 130 |
109- 1 108 110 7 5 2z |
108 / 4 12 22/ 2 11 |

Claramente, las figuras 2a y 2b nos muestran que son necesarias seis operacio-
nes como minimo para descender 987 a cero. No obstante, es posible llevar 987
a cero en cinco pasos como minimo; ello puede verse en la siguiente figura 3.

Figura 3
547 - 7 q40
580 7 7 Ly
is0 /7 el
e+ & y
-y 1]

La discusion que hemos hecho hasta el momento, en términos de factores
del ntimero dado, parece indicar que todos los nimeros comprendidos entre 1
v 999, con las condiciones sefialadas en la actividad, tienen solucion en al me-
nos cinco pasos. La respuesta a esta conjetura es negativa, pues hay dos ntimeros
comprendidos en ese intervalo que necesitan seis operaciones, como minimo, pa-
ra descender a cero; tales numeros son 851 y 853. Es relativamente facil darse
cuenta de que estos numeros tienen la propiedad antes senalada. Basta obser-
var sus factores y el de sus dos numeros vecinos mas cercanos que son multi-
plos de 9. He aqui tal informacion:

851 =23 x 37
853 =1 x 853

Mientras que los factores de sus dos vecinos mas proximos son:
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855 =5x9x19
846 =2 x 9 x 47

Y, claramente, tanto 855 como 846 necesitan cinco operaciones como mini-
mo para llevarlos a cero y, en consecuencia, se verifica la aseveracion que hici-
mos con respecto a la cantidad de operaciones que necesitan los nimeros 851
y 853 para llevarlos a cero.

Retomemos la discusion inicial de esta seccion en términos de las estrategias
posibles que pudieran surgir en los estudiantes de secundaria cuando abordan
esta actividad con ayuda de una calculadora. Se espera que un alumno no ex-
perto utilice desde el inicio la division entre niimeros pequeiios, digamos entre 2
o entre 3 o bien entre 5; va sea que el nimero dado sea divisible entre esos nu-
meros, 0 bien, que mediante una transformacion (suma o resta de algtin ntime-
ro entre 1 vy 9) de ese niimero, se pueda obtener otro que sea divisible entre esos
numeros. Estas, desde nuestro punto de vista, son las estrategias mas primitivas
que pueden surgir de forma espontanea cuando los alumnos inicien el trabajo
con esta actividad. Las otras tenderian a la btisqueda de divisores grandes del
ntmero dado o de alguno de sus vecinos mas cercanos.

USO DE LA TECNOLOGIA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

En este apartado no pretendemos hacer un analisis exhaustivo del uso de las
tecnologias en la enserianza de las matematicas. Mas bien, nos limitaremos a co-
mentar algunos estudios recientes que muestran el impacto que ha tenido el uso
de la calculadora con pantalla multilinea en el ambiente educativo.

En los ultimos diez afios, la investigacion educativa relacionada con el uso de
la calculadora se ha incrementado grandemente. En lo concerniente a estudios
que tienen relacion con el ambiente numeérico, podemos mencionar los llevados
a cabo por Ruthven (1993, 1996). Este autor menciona que, cuando los estu-
diantes inician con el uso de la calculadora, la ven como una herramienta que
les puede facilitar calculos numéricos, o bien, el trazo de graficas de funciones.
Sin embargo, a medida que van teniendo confianza en su uso, cambian sus es-
trategias iniciales y refinan sus procedimientos. Apoyandonos en estos resultados,
podemos afirmar que la calculadora permite a los estudiantes encontrar y des-
pués refinar sus conjeturas de manera progresiva mediante la retroaccion positi-
va de este instrumento.
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De acuerdo con Heid (1997), el uso de la calculadora ha cambiado fuerte-
mente en los Gltimos arios, pues en sus inicios, la utilizacion de esta herramien-
ta se circunscribia, casi exclusivamente, a la verificacion de respuestas en el am-
bito de la aritmética. Hoy tenemos en el mercado calculadoras cientificas con las
que se pueden trabajar problemas de trigonometria y estadistica, entre otros te-
mas de interés en la ensenanza escolarizada. También existen otras llamadas “su-
percalculadoras” o calculadoras avanzadas (TI 89 0 92, por ejemplo) con las que
se pueden trabajar diversos temas de matematicas, tanto elementales como su-
periores.

A pesar del gran avance en cuanto al uso de esta herramienta, no existe en
el ambiente educativo un gran nimero de investigaciones que aborden comple-
tamente los dominios numéricos —que pueden ser considerados como parte de
la aritmetica- en los que el uso de la calculadora ya no se circunscriba a la “ve-
rificacion de respuestas numeéricas”.

En efecto, podriamos pensar que la ausencia relativa de tales estudios, sobre
todo con alumnos de secundaria, se debe al hecho de pensar que estos alumnos
completan su desarrollo numérico en la escuela primaria. No obstante, hay estu-
dios, como el de Zaskis y Campbell (1996, pp. 540-563), que abordan el domi-
nio numérico con profesores de escuelas elementales, donde los autores argu-
mentan que “Desarrollar una comprension conceptual de la divisibilidad y de la
busqueda de factores es esencial en el desarrollo de la comprension conceptual
de la estructura multiplicativa de los numeros” (p. 563); estos autores agregan
que es deseable que ello suceda en los primeros aiios de la escuela secundaria.

MARCO TEORICO

La teorfa de Brousseau de Situaciones Didacticas (1997), mas especificamente
la descripcion de “La carrera a 20” en el capitulo introductorio del volumen en
inglés de su trabajo, sirvio de base para inspirar tanto la creacion de secuencias
de actividades propias del problema que abordamos, como la forma en que di-
chas secuencias fueron implementadas en los salones de clase. La naturaleza de
las actividades fue disenada de acuerdo con cuatro fases: iniciacion, accion, for-
mulacion y validacion, que son parte medular de la teoria de Brousseau.

En lo que sigue, hacemos una descripcion de las secuencias de actividades
desarrolladas en torno al problema antes descrito, y que llevamos a cabo durante
toda una semana con alumnos de secundaria. En la fase de iniciacion, el profe-
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sor de cada uno de los grupos explicaba las reglas del juego a los alumnos; ello
marcod el principio de la actividad. En esta fase, el profesor preguntaba a los
alumnos qué estrategias les permitian llevar a cero el numero 150. Sucedio algo
notable en el grupo de tercero de secundaria; por iniciativa propia, el profesor
ponia énfasis —-mediante preguntas planteadas a los estudiantes- en la busqueda
de estrategias que les permitieran lograr su objetivo, pero con el menor nimero de
operaciones posibles.

La fase de accion empezd -en cada uno de los grupos de secundaria- con
el trabajo en parejas; éstas fueron sugeridas por el profesor del grupo. Los nu-
meros 144, 154 y 151 fueron la base para todas las discusiones que tuvieron los
alumnos en esta parte de la actividad. Con estos numeros, los estudiantes gene-
raron varios procedimientos para llevarlos a cero; cada uno de éstos fue registra-
do en hojas de trabajo por los propios alumnos.

En la fase de formulacion, decidimos que todo el grupo trabajara en dos
equipos (esto fue propuesto en cada uno de los grupos de primero, sesundo y
tercero de secundaria); cada equipo estaba formado por diez alumnos, aproxima-
damente. Durante el desarrollo de esta fase, los alumnos trataban de encontrar
“estrategias ganadoras”; es decir, aquellas que les permitieran llevar a cero el nu-
mero dado con el menor numero de operaciones posibles. Asi, los estudiantes
trabajaron con los numeros 430, 729, 864, 498, 181 y 359; cada uno de estos
ndimeros -uno a la vez- fue propuesto a los estudiantes por el profesor del grupo
a sugerencia nuestra.

El desarrollo de esta fase se dio de la manera siguiente: los miembros del
equipo nombraban a un representante para que éste pasara al pizarron y abor-
dara el niimero propuesto con ayuda de la calculadora. Ganaba el alumno que
terminara mas rapido y con el menor ntimero de pasos posibles; obviamente,
ellos debian encontrar una “estrategia ganadora”. Cuando ambos “jugadores” termi-
naban su tumo, ellos y sus demas comparnieros de equipo discutian las estrategias
encontradas vy las escribian en las hojas de trabajo. Al final de esta fase cada equi-
po escribio en un pizarron una sintesis de las “estrategias ganadoras” encontradas.

La fase de validacion incluia actividades relacionadas con la combinacion de
divisores y, en ellas, los alumnos pensaban en criterios de divisibilidad, multiplos
y numeros primos. En esta fase, el grupo completo discutia explicitamente las
heuristicas que habian desarrollado para llevar a cero el numero dado, en cinco
pasos 0 Menos.

La culminacion de esta fase consistio en la busqueda de un nimero que ca-
da alumno consideraba dificil llevar a cero en cinco pasos o menos para sus de-
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mas compaiieros. Tenian que justificar por qué lo creian asiy, ademas, dar la so-
lucion para el nimero propuesto.

PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION Y PROCEDIMIENTO

Este proyecto de investigacion involucra a grupos completos de estudiantes de
primero, segundo v tercer afio de secundaria (13 a 16 afios de edad), tanto en
Mexico como en Canada. En este articulo solo presentamos los resultados de la
parte mexicana de dicho proyecto. Trabajamos con tres grupos de una escuela
secundaria; cada uno de diferente nivel escolar y atendidos por profesores distin-
tos. Los estudiantes, considerados con una habilidad promedio en matematicas,
tenian poca experiencia en el uso de la calculadora de pantalla multilinea en sus
clases ordinarias de matematicas.

La actividad fue implementada y desarrollada de la siguiente manera. A to-
dos los estudiantes se les aplico un cuestionario inicial; éste contenia preguntas
que estan orientadas hacia:

* el uso v las actitudes de ellos con respecto a las calculadoras;
* el conocimiento de divisores, multiplos y nimeros primos.

Antes de iniciar la fase experimental, a todos los estudiantes se les dio una
capacitacion breve con la calculadora (TI-83+) para que se familiarizaran con
ella. Durante una semana completa trabajamos con los alumnos actividades que
conformaron el cuerpo principal del estudio. En varias de éstas, el estudiante te-
nia que mostrar -mediante el uso del view-screen- a sus demas comparieros su
plan de solucion para los ntimeros propuestos en las hojas de trabajo.

El plan adoptado por los estudiantes para llevar a cero el ntimero dado pro-
porcionaba al resto del grupo, asi como a los investigadores, la posibilidad de ob-
servar el tiempo real de todas las estrategias numéricas utilizadas por el alumno
con ese numero. Todas las actividades implementadas en los grupos de secun-
daria fueron videograbadas v el investigador en turno tomaba notas de campo de
cada sesion. Al término de las sesiones de trabajo se aplicd un examen indivi-
dual a los estudiantes de los tres grupos v, finalmente, se entrevisto a cuatro
alumnos de cada grupo.
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RESULTADOS Y DISCUSION

Tomamos en cuenta, para el andlisis de las estrategias utilizadas por los estu-
diantes, dos elementos de la secuencia de la actividad propuesta: uno de ellos
proviene de la fase de accion, en la que los alumnos trataron de llevar a cero el
numero 151, y el otro es el “ntimero dificil” que ellos propusieron a sus demas
compaiieros en una de las actividades de la semana en la que abordaron la fa-
se de validacion.

Antes de discutir las estrategias que surgieron en cada grupo y como fueron
utilizadas éstas en el transcurso del estudio, listamos a continuacion las que con-
sideramos significativas, asi como un resumen, contenido en un cuadro, en tor-
no a la utilizacion de estas estrategias en cada uno de los grupos (véase el
cuadro 1).

ESTRATEGIAS PRINCIPALES OBSERVADAS

S1. Aumentar o disminuir el nimero dado para que éste termine en 0 o en
5y, despues, dividir entre 5.

S2. Aumentar o disminuir el numero dado para obtener uno de la forma abc
de tal manera que se pueda identificar un divisor de abc, ya sea a partir
de ab o de bc.

S3. Aumentar o disminuir el nimero dado para obtener otro que sea divisi-
ble entre 9y, en seguida, dividir entre 9.

S4. Sustraer 9 del numero (impar) dado vy asi obtener el nimero par mas pe-
queno posible y, en seguida, dividir entre un ntimero par.

S5. Disminuir el numero y dividir entre el mayor nimero posible (de 2 a 9).

PRIMER ANO DE SECUNDARIA

Estrategias principales utilizadas con el “nimero dificil”

Cuando a los estudiantes se les pregunté, en la ultima fase del estudio, como en-
contrar un numero que ellos creyeran dificil llevar a cero para sus demas com-

paiieros, los alumnos aplicaban las estrategias aprendidas en las fases previas pa-
ra encontrar tal numero. Se les pidi6, ademas, que mostraran los pasos para
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Figura 4
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llevar a cero dicho ntimero. A partir del andlisis de sus estrategias, encontramos
que las dominantes fueron dos, a saber: S1 y S2. La manera en que se utilizo

S1 se ilustra en la figura 4.

Como podemos ver, cuando no era posible aplicar la division de manera in-
mediata, el primer paso de los estudiantes fue transformar el numero dado en
otro; de tal manera que éste terminara en 0 o en 5y, después, dividir entre 5.

La estrategia mas popular —utilizada por los estudiantes para el “numero di-
ficil’™- fue S2: llevar el numero a la forma abg, la cual, entonces, les sugeria un
divisor posible mayor que 5 (véase la figura 5).

Figura 5
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Como podemos notar en la figura 5, Mariana V agrego 9 al numero 891; asi
obtuvo 900, que es un multiplo de 9. Podemos percibir que su estrategia es con-
sistente con la regla: “Cualquier numero que pueda ser escrito como a00 es un
multiplo de . Mientras que en el otro caso, Mariana P después de haber sus-
traido 4 de 823 obtuvo 819; este ultimo niimero esta compuesto de los bloques
de ntimeros 81 v 9, los cuales son multiplos de 9. Parece que, entonces, Mariana
P utiliza la regla: “Si el nimero compuesto por dos digitos ab es multiplo de ¢,
entonces el numero abc compuesto por tres digitos es multiplo de ¢”.

Creemos que, incluso, esas dos reglas estan basadas matematicamente en el
uso empirico que ellas hicieron de dichas reglas. En la tercera columna de la fi-
gura b, de izquierda a derecha, mostramos el trabajo de Marisol, que resto 3 de
683 para obtener 680 vy luego dividio entre 8; al parecer ella utilizo la regla no
general: “Si be es un multiplo de p, entonces abc es también un multiplo de p”
(esta regla es falsa en el caso de 780, va que 80 es divisible entre 8, pero 780 no
lo es).

La tendencia general de los alumnos a transformar los niumeros dados en
otros que terminaran en 0, lo mismo que la elaboracion de reglas implicitas sub-
vacentes, como S2, muestra la necesidad de trabajar con ellos el dominio numé-
rico de dos digitos; un dominio que es muy familiar para los estudiantes. Por un
lado, los niimeros de la forma abO o a00 permiten a los alumnos ver con mayor
facilidad los divisores de esos nimeros y, por otro, pueden visualizar el ntimero,
digamos 981, como una yuxtaposicion de 9 v 81; ello los conduce, entonces, a
la inferencia de la divisibilidad del ntimero inicial, tomando como base la divisi-
bilidad de 81 y 9.

Es pertinente comentar que soélo una estudiante de este grupo utilizo S3, v
esto fue con el nimero 771. Esta alumna sustrajo 6 de 771 para obtener 765;
que despues dividio entre 9. Notemos que el razonamiento heuristico que apo-
va las dos estrategias previas (S1 vy S2) no se aplica en el caso de la division de
765 entre 9.

Evolucioén de las estrategias de los alumnos al ser comparadas
con su trabajo inicial sobre 151

Con el ntimero 151, 15 de 21 alumnos propusieron soluciones (parece que el
resto fue incapaz de hacerlo, o bien, no sintieron la necesidad de registrar sus
ensayos); éstas involucraron las estrategias S1, S2, S3 v S4. La estrategia domi-
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nante, S1, fue utilizada por nueve alumnos; de los cuales, cuatro usaron la misma
estrategia con el “numero dificil”. Los otros cinco alumnos evolucionaron hacia
S2 (n = 4) vy hacia S3 (n = 1). Parece que S1 fue una estrategia natural, robusta
y atractiva.

Los dos alumnos que usaron S2 para llevar a cero el niimero 151, también
la aplicaron con el “numero dificil”, mientras que el alumno que utilizd S3 con
151 no la aplicd en su trabajo posterior; por lo que el uso de esta estrategia se
atribuye al azar mas que a la intencion. La estrategia mas primitiva S4, en com-
paracion con las aqui reportadas, fue utilizada por tres alumnos tal como se ilus-
tra con el trabajo de Dunia, que mostramos en seguida: 151 - 9 = 142; 142 /
2=T1;71-9=62,62/2=31;31-6=2525/5=55-5=0.Como pue-
de notarse, esta estrategia consiste en sustraer —usualmente 9- para obtener un
numero divisible entre 2. Finalmente, solo uno de los tres alumnos que aplico la
estrategia S4 la continu¢ utilizando en la ultima fase de la actividad; los otros
dos alumnos desarrollaron estrategias mas eficaces.

SEGUNDO ANO DE SECUNDARIA
Evolucién de las estrategias: de 151 al “namero dificil”

Con el numero 151, abordado en la fase de accion, 17 de 25 alumnos usaron
S1 —transformaron 151 a 150, o bien, a 155 v, en seguida, dividian entre 5- cin-
co emplearon S2, v tres, S3. Por el contrario, con el “ntmero dificil”, 10 de 24
alumnos utilizaron S1, cuatro S2; seis, S3, y uno, S4. Dos de ellos usaron S5,
una estrategia no detectada en primer afio de secundaria: “Disminuir el nimero
y, en seguida, dividir entre el mayor nimero posible”. Por ejemplo, Erika hizo lo
siguiente: 769 = 1 = 768; 768 / 8 =96; 96 / 4 =24; 24 / 4=6;6-6=0. La
diferencia entre esta estrategia (S5) v S3 es que aqui la transformacion del nime-
ro inicial no esta en funcion de un divisor fijado de antemano.

Este grupo mostro una evolucion hacia S3, la estrategia mas eficiente en
comparacion con las otras aqui presentadas. En efecto, el nimero de estudian-
tes que la utilizo pasod de tres a seis, entre la primera y la Ultima fase del estu-
dio. Estos tres alumnos habian utilizado la estrategia S1 en la fase de accion.
También fue notorio un refinamiento en el uso de la estrategia S3 en el trans-
curso del estudio. Mariana, que agregd 5 a 931 para obtener 936, al parecer uti-
lizd la regla: “9Obc es divisible entre 9 si be es divisible entre 9.
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Hubo tres niveles de uso de la estrategia S2, por parte de los estudiantes. El
mas primitivo se baso en la regla: “abe es divisible entre ¢ (aqui el alumno ge-
neraliza las reglas de divisibilidad entre 2 y 5, y considera solo los digitos de las
unidades). El sesundo nivel implica llevar el numero inicial a la forma ab0 y uti-
lizar la regla: “Si p divide a ab, entonces p divide a ab0” (aqui el alumno toma
como dominio la posicion de los dos digitos). El tercer nivel es el mas sofistica-
do v se basa en una de las dos reglas siguientes: i) “Si a divide bc, entonces a di-
vide abc’; i) “Si ¢ divide ab, entonces ¢ divide abc’.

TERCER ANO DE SECUNDARIA
Evolucién de estrategias

Consideramos que, en el grupo de tercero de secundaria, la mayoria de los estu-
diantes empez6 con la utilizacion de la estrategia S1 —cuando trabajaron con el
ntmero 151-, pero sus estrategias evolucionaron rapidamente y pronto comen-
zaron a buscar el divisor mas grande posible del nimero dado o de alguno de
sus vecinos mas cercanos. Por ejemplo, como fue el caso de Eric —cuya estrate-
gia con el “numero dificil” mostramos mas abajo- los alumnos transformaban
sistematicamente el ntimero inicial en un multiplo de 9 u 8 vy, en seguida, lo lle-
vaban a cero en el menor ntimero de pasos posibles. Los videotapes muestran
que ellos ensayaron con estrategias diferentes antes de decidirse por la éptima.

Sin embargo, de acuerdo con los datos disponibles, no parece que los alum-
nos conocieran el criterio de divisibilidad entre 9. Mas bien, ellos procedian de la
manera siguiente:

Disminuir el nimero inicial en 1y, en seguida, tratar de dividir entre 8 o en-
tre 9; iterar este proceso hasta encontrar un cociente entero, llevar el nime-
ro a cero, tener cuidado en elegir el divisor mas grande de los permitidos o
bien, si es necesario, transformar el niimero en un multiplo de 9. Si toma cinco
pasos 0 mas para descender a cero, entonces debemos reiniciar el proceso:
incrementar el numero inicial en 1, tratar de dividir entre 8 o entre 9; iterar
este proceso hasta obtener un cociente entero, y asi sucesivamente.

En seguida mostramos el trabajo de Eric con el nimero 879: 879 + 3 = 882;
882/9=98,98/7T=1414/7T=2; 2 -2 =0. Podemos inferir —a partir de las
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operaciones utilizadas por ¢él- que su estrategia es optima. En efecto, los multi-
plos de 8 o de 9 (diferentes de 882) mas cercanos a 879 son 873, 872, 830; de
tal modo que, si transformamos 879 en cualquiera de estos nimeros mediante
una adicion o sustraccion, se requieren seis pasos para descender 879 a cero.
Con este proceso —consistente en la transformacion de un ntmero entero dado
en otro- se debe realizar una serie de calculos aritméticos para obtener el mejor
multiplo; un procedimiento en el que la calculadora desempena un papel primor-
dial.

EL PAPEL DE LA TEORIA DE BROUSSEAU EN EL SURGIMIENTO
Y DESARROLLO DE ESTRATEGIAS NUMERICAS EN LOS ESTUDIANTES

La primera fase contemplada en la teorfa de Brousseau es la iniciacion. En esta
investigacion, tal como se dijo en el marco tedrico, el profesor explica a los estu-
diantes la situacion problema v las reglas del juego que son tomadas en cuenta.
Sugerimos al profesor que propusiera a los estudiantes trabajar con el niumero
150; ello tuvo como propésito que los alumnos se “familiarizaran” con la actividad.
Elegimos este nimero porque con ¢él pueden intentarse varias operaciones como
primer paso para llevarlo a cero; la mas simple y que casi todos los alumnos de
los tres grupos eligieron fue dividir entre 5; otros prefirieron dividir entre 2.
Después de este ejemplo, el profesor del grupo pidio a los estudiantes que
propusieran otros numeros; éstos fueron abordados por ellos atendiendo a las
indicaciones dadas en la actividad. Fue notorio que los alumnos consideraran
ntmeros cuya tltima cifra es 0 o 5. Algunos de estos ejemplos son: 75, 120, 160,
200, 350, 400, 900, desde luego, hubo estudiantes que aplicaban mal las hipo-
tesis dadas en esta actividad. Esto era corregido por el profesor del grupo o por
alguno de los alumnos que se percataban del error cometido. Asi, esta fase del
estudio resulto benéfica para su desarrollo posterior, pues sirvio para que los
alumnos comprendieran todos los elementos contenidos en la actividad y corri-
gieran, cuando era necesario, algunos errores en la utilizacion de las hipotesis.
Siguiendo el orden de las fases propuestas por esta teoria, continuamos con
la fase de accion. El trabajo en parejas dio buenos resultados, pues con la idea
de “juego” los alumnos empezaron a tratar de encontrar “estrategias ganadoras’.
El primer niimero abordado en esta fase fue 144; con éste, varios estudiantes de
los tres grupos percibieron que el niimero de operaciones se reducia considerable-
mente si elegian como primera operacion dividir entre 9, pues solo requerian de
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tres pasos para llevarlo a cero. En varias hojas de trabajo observamos la secuen-
cia de operaciones: 144 /9 =16, 16/ 8 = 2, 2 - 2 = 0, aunque este procedi-
miento no es el Gnico registrado en las hojas de trabajo.

El siguiente nimero que abordaron fue 154. Con éste, la mayoria de los
alumnos de los tres grados prefirio utilizar como primera operacion dividir entre
2 que, despueés de llevarla a cabo, les sugeria una nueva division, pero entre 7.
Otros alumnos eligieron transformar 154 a 150 o0 a 155, y después dividir entre
5 que, como va lo hemos dicho antes, fue una de las estrategias mas utilizadas.
De nuevo, el objetivo al proponer este niumero a los estudiantes era que ellos
empezaran a detectar o a elegir las estrategias que les permitieran resolver el pro-
blema con el menor nimero de pasos posibles.

El tltimo ntimero que abordaron en esta fase fue 151; el cual ya hemos co-
mentado en parrafo anteriores, en cuanto al uso de las estrategias de los alum-
nos para llevarlo a cero. Sin embargo, vale la pena resaltar el impacto que tuvo
haber abordado este niumero en la generacion de estrategias, pues era necesario
transformar 151 en otro antes de utilizar la division.

Por ejemplo, aunque fueron pocos los casos encontrados, percibimos que al-
ounos transformaron 151 a 144 mediante una resta; es decir, 151 - 7 = 144,y
de aqui procedieron a dividir entre 9. Esta estrategia fue observada, sobre todo,
en alumnos de segundo y de tercer ano de secundaria, lo que, desde nuestro
punto de vista, senala el inicio del surgimiento de sus “estrategias ganadoras”;
donde éstas son apovadas desde el punto de vista matematico. Es decir, trans-
formar el numero dado en otro del cual ya se conoce su solucion.

En seguida, resumimos los resultados obtenidos en la fase de formulacion de
cada uno de los grupos que participaron en el estudio. La idea de buscar “estra-
tegias ganadoras” en un ambiente de juego generd discusiones interesantes en
los alumnos. A manera de ejemplo, transcribimos las conclusiones a las que lle-
garon al final de esta fase. Respetamos la forma vy el estilo de redaccion utiliza-
das por los estudiantes. Empezamos con las conclusiones de los alumnos de pri-
mero de secundaria.

Si es par lo divido entre algtin nimero par y que sea el mas grande.

Le resto un néimero para convertirlo en un multiplo de 9.

Si termina en 0 o 5 lo divido entre 5.

Busco el divisor més grande (del 5 al 9).

Le resto el nimero méas grande para aproximarme al O a la derecha o al 5.

Ol Wb —
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Como podemos notar, en estas descripciones subyacen las estrategias que ya
hemos comentado antes, aunque no de manera explicita tal como nosotros las

enumeramos.

Por el contrario, puede notarse una ligera evolucion, en comparacion con las
anteriores, en las estrategias de los estudiantes de segundo ano de secundaria.
He aqui lo que ellos anotaron en el pizarron, al final de esta fase.

1. Sumas o restas hasta llegar a un numero divisible entre el ntimero que

quieras.

2. Divides entre el mayor nimero que se pueda.
3. Volver a dividir entre el mayor niimero posible.
4. Cuando te da un numero entre 1 v 9 lo restas, v ya te sale cero.

Finalmente, los alumnos de tercer afio de secundaria no solo describen sus
estrategias sino que las apoyan con un ejemplo. He aqui la informacion que

dieron.

Se busca en un principio multiplo de qué ntimeros es ese nimero vy se divide,
asi sucesivamente hasta llegar entre 1 y 9 para restar.

En caso de un nimero primo se suma o se resta para llegar a un niimero
que no sea primo v se repiten los pasos de arriba.

Figura 6
T?9-5 Y
7Y =9 gk
GL - & oL
&L + 5§ 9
5-9 o

Son lo mismo en diferentes
palabras

En la fase de validacion sobresalen, en los tres grupos, los usos de las estra-
tegias antes descritas en la bsqueda del numero dificil, tal como va fue comen-
tado anteriormente en este articulo. Sin embargo, conviene mencionar algunos
ejemplos que fueron significativos en el desarrollo de esta fase y que muestran,
de hecho, la influencia que tuvo la teoria adoptada en esta investigacion.
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En primer grado de secundaria, el ejemplo significativo fue dado por Maria-
na P (mostrado en la columna central de la fisura 5 de este articulo), pues no
fue facil llegar a la solucion para todos los integrantes del grupo. Una dificultad
manifestada por varios alumnos de este grado fue no detectar la divisibilidad de 91
entre 7; que raramente se estudia como criterio de divisibilidad en este grado es-
colar, y que, en este ejemplo, no fue percibida “a simple vista” tal divisibilidad.

En segundo grado de secundaria, hay varios ejemplos de numeros que los
alumnos consideraron como dificiles. En esta linea podemos ubicar 789, que fue
dado por Sara B, quien utiliza dos transformaciones para llevar este niumero a
cero. He aqui su procedimiento y su argumentacion de por qué cree ella que es
dificil.

Figura 7
789 - b 783 Es dificil porque es un
numero primo y aparte
783 /9 a? es muy grande.
87 -k AL
gL /8 5
5-9 ]

También los alumnos de tercer grado de secundaria dieron ejemplos intere-
santes; en la mayoria de ellos subyace el uso de la estrategia S3. A manera de
ejemplo, transcribimos el que fue dado por Martin M; de igual modo, anotamos
su opinion con respecto al nimero propuesto por él como dificil.

Figura 8
No creo que sea dificil,
4%~ 5 bb simplemente es un ndmero
AbY + 5§ 9k primo y te tomas minimo 5
TGk = B L3 pasos en llegar a cero.
T 3
-3 o
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Tal como podemos percibir en la informacion contenida en esta seccion v en
todas las anteriores, la influencia de la teoria de Brousseau desempeiio un pa-
pel fundamental en el surgimiento y desarrollo de estrategias numéricas en los
estudiantes que participaron en esta investigacion.

CONCLUSIONES

En las secciones precedentes hemos descrito, entre otras cosas, las estrategias que
surgieron y posteriormente fueron desarrolladas por los estudiantes de secunda-
ria que participaron en este estudio. En nuestra discusion, sefialamos la tendencia
general de los alumnos a transformar el niumero dado cuando éste no era divi-
sible desde el inicio; de igual modo, dijimos que la estrategia mas popular fue S1
al inicio de la actividad en los tres grados escolares.

En los tres grupos fue notoria una evolucion de sus estrategias; sin embargo,
en cada uno de ellos esta fuertemente marcada tal evolucion. Por ejemplo, en
primero v segundo afno de secundaria, la calculadora permitio a los alumnos
intuir en un principio y, posteriormente, verificar sus conjeturas con respecto a
los divisores del numero. Asi, mediante la retroaccion positiva, esta herramienta
fue utilizada por ellos como medio para validar sus conjeturas y favorecer, en
consecuencia, el surgimiento de teoremas en accion.

En efecto, la escritura horizontal de las operaciones en la calculadora enla-
zaba (en dos lineas sucesivas de la pantalla) el dividendo, el divisor y el cocien-
te; ayudaba a establecer vinculos entre la forma del primero (dividendo) con los
otros dos (divisor y cociente). Por contraste, para los alumnos de tercero de se-
cundaria, el despliegue de varias lineas en la calculadora les permitio no perder
de vista todos los pasos de su estrategia para llevar el nimero a cero, y cambiar
la estrategia si era necesario.

Es pertinente recalcar que la mavoria de los alumnos de primero y de segun-
do ano de secundaria utilizo la calculadora, sobre todo, como herramienta para
calcular y como un medio que favorecia la formulacion de sus conjeturas. Razo-
nando de manera local, podemos afirmar que estos alumnos basaron sus juicios
en un andlisis de la forma de los nimeros (e.g, al considerar el nimero dado
abc como la yuxtaposicion de los numeros ab y ¢ v, mediante ello, transformar-
lo a la forma ab0). Desde luego, esta aseveracion no es aplicable a los alumnos
que fueron capaces de evolucionar a la estrategia S3.
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Por el contrario, para los alumnos de tercer afio de secundaria —que razona-
ban de manera global- la calculadora sirvié, primeramente, como herramienta de
calculo numeérico, v pronto la utilizaron como artefacto que los ayudo en la bus-
queda de estrategias dptimas. Este trabajo permitio a los estudiantes de este ni-
vel educativo desarrollar estrategias eficaces, como S3, que comentamos anterior-
mente.

No obstante, en los tres grados escolares fue notoria su evolucion en el uso
de estrategias al abordar el nimero dado, a medida que fueron pasando por las
diferentes etapas seiialadas por Brousseau. Esto sugiere que la calculadora con
pantalla multilinea, con la supresion en detalles de calculo, nos mantiene en una
proximidad -tanto fisica como temporal- entre los ntimeros vy los resultados de
las operaciones llevadas a cabo con esta herramienta. Lo anterior sirvi6 para que los
estudiantes mejoraran el sentido de los numeros que, junto con otras extensio-
nes conceptuales importantes de éstos, pueden trabajarse con ellos en un am-
biente de juego con el auxilio de la calculadora con pantalla mulitilinea.
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