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La relacion entre los marcos de resolucion
y los modelos mentales en la ensenanza
del algebra

Inés Elichiribehety y Maria Rita Otero

Resumen: En este trabajo se presentan resultados acerca de los marcos de reso-
lucion utilizados por 264 estudiantes de ensefianza secundaria en la resolucion
de dos problemas. Empleando la Teoria de los Modelos Mentales de Johnson-
Laird (1983, 1990a, 1990b, 1996), se describen los modelos aritméticos y alge-
braicos empleados por los sujetos. Los resultados muestran que, independiente-
mente de la edad, en un porcentaje elevado los sujetos resuelven orientados por
los procesos estratégicos de comprension del enunciado. Cuando la transforma-
cion del enunciado verbal no puede realizarse en el marco algebraico, los suje-
tos emplean exitosamente el marco aritmeético. La ejecucion generalizada del
marco algebraico depende fuertemente de un tratamiento escolar adecuado, que
contemple los procedimientos espontaneos, ejecutados por un porcentaje signifi-
cativo de alumnos.

Palabras clave: modelos mentales, modelos aritméticos y algebraicos, resolu-
cion de problemas, pensamiento matematico, educacion matematica.

Abstract: This paper presents the results of solving frameworks used by 264 stu-
dents of secondary school when solving two problems. By using Johnson-Laird's
Theory of Mental Models, the arithmetic and algebraic models used by the stu-
dents are described. The results show that the students solve in a high percenta-
ge, independently of the age, guided by the strategic processes of statement com-
prehension. When the transformation of the verbal statement cannot be carried
out within the algebraic framework, the students use the arithmetic one success-
fully. The general performance of the algebraic framework would strongly depend
on an adequate school treatment that considers the spontaneous procedures ca-
rried out by a significant percentage of students.

Key words: mental models, arithmetic and algebraic models, problem solving,
mathematical thinking, mathematics education.
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INTRODUCCION

Este trabajo es parte de un proyecto de investigacion mas amplio que estudia la
génesis escolar de formulaciones algebraicas y la modelacion de situaciones mate-
maticas, desde una perspectiva cognitiva. En esta instancia, se presentan resultados
parciales referidos a la resolucion de dos problemas en una poblacion de N = 264
sujetos, correspondientes a tres escuelas de la ciudad de Tandil. El rango de edad
es desde 13 a 18 aiios.

Se asume la tesis propuesta por Gascon (1999) que interpreta el Algebra esco-
lar, no como “aritmética generalizada”, sino como un instrumento esencial de la
“modelacion matematica”. Al entender el Algebra de esta manera, como un instru-
mento al servicio del trabajo matematico, es fundamental el papel que juega la ins-
truccion en la construccion de la modelacion algebraica. Por esta razon, se decidio
indagar el desemperio de los estudiantes para analizar sus estrategias de resolucion.

Cuando los procedimientos algebraicos forman parte de la estructura cognitiva
del sujeto, se produce un cambio radical en las condiciones del trabajo mate-
madtico, al reemplazar mediante el trazo escrito ciertos usos de la memoria hu-
mana permitiendo, ademds, la explicitacion v la manipulacion de la estructura
del problema tratado (Gascon, 1999, p. 79).

El problema de la ensefianza del conocimiento algebraico en la escuela y en
la educacion formal esta ain muy lejos de haber sido resuelto. Este tema es de
relevancia e interés creciente (Cortes, Versnaud vy Kavafian, 1990; Chevallard,
1989a, 1989b, 1990; Filloy, 1993, 1999; Drouhard, 1996; Gascon 1985, 1993, 1994,
1999; Grupo Azarquiel, 1993; Hebert, 1991; Kieran y Filloy, 1989; Meavilla Segui,
1995; Rojano, 1994; MacGregor y Stacey, 2000; Cedillo, 1999). Sin embargo, la
mayor parte de estos trabajos realizan un abordaje didactico. En esta parte de
nuestra investigacion, el énfasis esta puesto en lo cognitivo, mas que en lo didac-
tico. Nos interesa analizar las representaciones mentales que los sujetos emplean
para razonar y el modo en que lo hacen, cuando tienen que resolver dos proble-
mas tipicos en el curriculum escolar.

Los dos problemas elegidos para esta investigacion se trabajaron previamen-
te en diferentes estudios exploratorios. El primer problema integro una serie de
tres, para indagar si los parametros en una ecuacion funcionan como variable di-
dactica (Elichiribehety et al, 1995). Es decir, si provocan la necesidad de proce-
dimientos algebraicos en la resolucion de problemas.

El sesundo problema fue abordado por Otero (1998a, 1998b, 1998c¢), cuando
realizo un estudio cognitivo dirigido a mostrar que los alumnos encuentran
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modos de resolucion que pueden ser explicados a partir de la Teoria de los Mode-
los Mentales (Johnson-Laird 1983, 1990a, 1990b, 1996).

En un estudio transversal acerca de los modelos ejecutados desde los 12 hasta
los 18 anos en la resolucion de un problema complejo, encontramos que los
sujetos evaltian el modelo para un set dado de valores, parten siempre de un
ejemplo particular que retine las caracteristicas del modelo. Es decir, el pensa-
miento basado en modelos maneja lo general como si fuera particular (Ote-
ro, 1999).

Tambien identifico modelos aritméticos y algebraicos v encontrd que aparecen
en todo el rango de la escolaridad media. Estos trabajos permitieron definir los pro-
blemas e inferir los modelos mentales implicitos en las estrategias de resolucion.

La pertinencia y potencialidad de la Teoria de los Modelos Mentales de John-
son-Laird para la investigacion en ensefianza de las ciencias ha sido establecida
por trabajos pioneros en este campo (Greca, 1995; Greca y Moreira, 1996a, 1996b,
1998, 2000; Moreira, 1996; Schwartz y Moore, 1998; Moreira y Lagreca, 1998; Ote-
ro, 1998; Otero y Banks Leite, 1998; Rodriguez Palmero, 2000). En el ambito es-
pecifico de la cognicion en Matematica, Schwartz y Moore (1998) investigan la
resolucion numeérica de problemas de matematica desde la perspectiva de los
modelos mentales de Johnson-Laird. Nuestro trabajo utiliza el mismo referencial
y contintia la investigacion iniciada por Otero (1998a, 1998b, 1998¢), que iden-
tifico modelos mentales en la resolucion de un problema complejo en toda la es-
colaridad media.

Segun Johnson-Laird (1996), el sistema cognitivo emplea tres codigos repre-
sentacionales: proposiciones mentales, imagenes mentales y modelos mentales.
Estos tienen funciones y estructuras que los distinguen entre si. Las proposiciones
son representaciones de significados verbalmente expresables. Son abstractas,
generales, amodales (no estan ligadas a una modalidad sensorial) y pueden asumir
un valor de verdad. Las propocisiones no guardan una relacion directa con el ob-
jeto representado. Las imdgenes son representaciones especificas, v analogicas,
porque sostienen alguna relacion isomorfica con lo que representan. Se originan
en la percepcion y/o en la imaginacion y representan aspectos perceptibles de
los objetos del mundo real. Son de modalidad especifica: visuales, auditivas, tac-
tiles, y no pueden representar relaciones abstractas ni asumir un valor de verdad.
Los modelos son andlogos estructurales del mundo real o imaginario. Pueden in-
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cluir proposiciones e imagenes y tienen un caracter parcialmente analdgico. Los
modelos pueden representar relaciones abstractas que no son visualizables, co-
mo justicia, verdad, belleza, negacion, causalidad.

Los modelos mentales del mundo pueden ser construidos como producto de
la percepcion, del discurso, de la interaccion social y de la experiencia interna
manifestada en la habilidad del sujeto para construir modelos a partir de sus
componentes primitivos o de modelos analogos que va poseia. Todo nuestro co-
nocimiento del mundo depende de nuestra capacidad de construir modelos
mentales. Las restricciones para la construccion de esos modelos derivan de como
concebimos la estructura del mundo, de las relaciones conceptuales que gobier-
nan la ontologia de lo real v de la necesidad de mantener el sistema libre de con-
tradicciones (Johnson-Laird, 1983, p. 430).

Como se ha senalado:

Johnson-Laird construye su teoria postulando un modo analdgico de razonar,
en oposicion a la utilizacion de proposiciones y reglas de inferencia. El cons-
tructo Modelo Mental es consubstancial a este modo de razonamiento. Al co-
rroborar empiricamente las predicciones realizadas, Johnson-Laird establece
la existencia de Modelos Mentales como representaciones mentales diferen-

ciadas estructural y funcionalmente de las proposiciones e imagenes (Otero,
1999).

Cuando una persona comprende un suceso real o un evento discursivo, como
el enunciado de un problema matematico, es capaz de construir una representacion
mental significativa solo si tiene un conocimiento mas general de esos acontecimien-
tos. En términos de Piaget, dirlamos que la comprension depende del marco asimi-
lador que posea el sujeto vy, en términos de Ausubel, afirmamos que dependera
de la presencia de los subsumidores necesarios en su estructura cognitiva.

Quien comprende un problema de matematica lo hace sobre la base de infor-
maciones, percepciones y representaciones vinculadas al hecho en si, al contexto
en el que el suceso tiene lugar y a presupuestos cognitivos personales con rela-
cion al problema. Todos ellos dirigen la recuperacion de representaciones desde
la memoria, para construir un modelo mental de la situacion (Van Dijk, 1992).
Los modelos mentales y las representaciones que se construyen como parte del
proceso de comprension no son necesariamente los mas adecuados. En cualquier
caso, dichos modelos influyen sobre las conceptualizaciones posteriores y sobre las
representaciones internas y externas generadas a partir de ellos.
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Este trabajo estudia los modelos mentales que subyacen a la resolucion de
dos problemas de Matematica y los marcos de resolucion que acaban siendo
adoptados. Se considera toda escolaridad media y se pone en evidencia que los
marcos encontrados no parecerian correlacionar positivamente con la edad. Simul-
taneamente, la instruccion no pareceria tener influencia decisiva en el predomi-
nio de los diferentes marcos.

En las proximas secciones presentamos: las preguntas de la investigacion, la
metodologia, la formulacion y descripcion de las categorias de andlisis, asi como
los resultados.

PREGUNTAS DE LA INVESTIGACION
Nos proponemos responder las siguientes preguntas:

1) éQueé marcos de resolucion emplean los sujetos para resolver los dos pro-
blemas planteados v qué caracteristicas tienen los modelos mentales que subya-
cen a ellos?

Nuestra primera hipotesis se vincula con los marcos de resolucion adoptados
por los sujetos, que serfan las manifestaciones externas de las representaciones
mentales (internas) que construyen para comprender y resolver los problemas
planteados. Inferimos que los sujetos construyen modelos mentales (en el senti-
do de Johnson-Laird) relacionados con procedimientos algebraicos, aritméticos,
iconicos o verbales, que nos interesan analizar.

2) ¢Qué categorias de andlisis se pueden formular para describir los modelos
mentales que aparecen?

El trabajo se propone contribuir a la formulacion de instrumentos cualitativos
de andlisis, para dar cuenta de una representacion mental, a la que tenemos acce-
so indirectamente. Se busca identificar las caracteristicas comunes de los mode-
los mentales que se manifiestan en los marcos de resolucion. Las categorias son
etiquetas conceptuales para describir un procedimiento comun, ligado al modelo
particular y personal de cada estudiante, al que no tenemos acceso. La compren-
sion e interpretacion del enunciado de los problemas supone, para cada sujeto, la
construccion de modelos mentales diferentes, idiosincraticos y personales. Esos
modelos son indispensables para comprender, razonar, inferir, resolver y tomar
decisiones frente a los problemas. La resolucion correcta depende de la construc-
cion de un modelo adecuado; sin embargo, este proceso es de naturaleza estra-
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tégica v no tiene garantia de éxito. Conocer las caracteristicas de los modelos
mentales construidos por los sujetos es clave para colaborar con su aprendizaje
matematico.

METODOLOGIA Y DISENO DE LA INVESTIGACION

Se disenio un estudio transversal que abarca los dos ultimos afos de la Educacion
General Basica, primero v segundo aios del Polimodal, y quinto ano. La tarea
consiste en solicitar a todos los alumnos que resuelvan dos problemas en forma
individual y anénima.

Se escogieron tres escuelas del radio céntrico de la ciudad de Tandil, dos pu-
blicas v una privada. Se trata de instituciones que tienen dos v tres turnos, en las
cuales funcionan todos los niveles de la escolaridad. En la eleccion intereso que
todos los anos, desde octavo hasta quinto, funcionaran en la misma dependencia
y que la muestra de alumnos fuera heterogénea en lo que se refiere al sector so-
cial considerado. Se seleccionaron al azar tres divisiones de cada ario y siete suje-
tos de cada una de ellas sin tener en cuenta su desempeiio en Matematica. En
el momento en que se realizo la seleccion, los alumnos estaban cursando el ter-
cer trimestre.

De esta manera, constituimos una poblacion efectiva de N = 264 sujetos que
abordarian varias actividades; la presentacion actual es una de ellas. Los alum-
nos recibieron los dos problemas siguientes:

Problema 1:

Pablo tenia 30 varillas todas iguales (no sabemos la longitud). Javier tenia
40 varillas también todas iguales y cada una media 4 metros mas que las
de Pablo. Poniendo una varilla a continuacion de la otra se forman 1 000
metros. ¢Cuanto media cada una de las varillas de Pablo vy Javier?

Problema 2:

Se desea ubicar un grupo de alumnos en aulas. Si se distribuyen 40 alum-
nos por aula quedan 25y si se ubican 42 por aula queda un alumno sin
ubicar. Calcular el numero de alumnos y de aulas de que se dispone.
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FORMULACION Y DESCRIPCION DE CATEGORIAS DE ANALISIS

Una vez obtenidos los registros, se realizo un primer analisis para categorizar los
264 protocolos disponibles. La categorizacion se realiza tomando la terminolo-
gia y los criterios del Andlisis Exploratorio, por lo tanto se definen variables no-
minales activas e ilustrativas. Se han definido las siguientes variables y sus res-
pectivas modalidades:

Cantidad de problemas resueltos NING: — (No resuelve ninguno)

s0Lo P1: (Resuelve solo el problema 1)
s0L0 P2: (Resuelve sélo el problema 2)
RDOS:  (Resuelve los dos problemas)

Problemas resueltos correctamente | sipl:  (Es correcto el problema 1)
Norl:  (No es correcto el problema 1)
sip2:  (Es correcto el problema 2)
NoP2: - (No es correcto el problema 2)

Marcos de resolucion ART:  (Resuelve sélo en el marco aritmético)
ALGE:  (Resuelve solo en el marco algebraico)
AMBOS: (Resuelve en el marco aritmético y en el algebraico)

Resolucion algebraica sfel:  (Formulan la ecuacion pero no operan).
del problema 1 ocel: (Operan con ecuaciones mal formuladas)
Fe0l:  (Formulan y operan la ecuacion de manera correcta)

Resolucion aritmética rosl:  (Resuelven operaciones sin tener en cuenta

del problema 1 las relaciones del problema)

ovl:  (Eligen la division para resolver el problema)
RAUML: (Reducen a la unidad mal)

ALGO1: (Usan el enunciado para buscar alguin algoritmo)
RAUBL: (Reducen a la unidad para encontrar el resultado

correcto)
Resolucion algebraica sre2: - (Formulan la ecuacion pero no operan)
del problema 2 0ce2:  (Operan con ecuaciones mal formuladas)

FE02:  (Formulan y operan la ecuacion de manera correcta)

Resolucion aritmética ROs2:  (Resuelven operaciones sin tener en cuenta
del problema 2 las relaciones del problema)

REP2:  (Resta recursiva)

RMT2:  (Resuelven mediante dos tablas)

RCE2:  (Modelo de Ana)
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PRESENTACION Y DISCUSION DE DATOS

Para la variable Cantidad de problemas resueltos, sobre N = 264 sujetos, encontra-
mos que 86% intenta resolver los problemas y emplea diferentes estrategias: al-
gebraicas o aritmeticas. Independientemente de que las resoluciones sean o no
correctas, los datos indicarian que construyen algin modelo mental para repre-
sentar y dar significado, mientras que solo 14% del conjunto no responde.

Con referencia a la variable Marcos de resolucion, 38% utiliza en ambos pro-
blemas solo el marco aritmético, 33% solo el marco algebraico, mientras que 16%
utiliza un marco distinto para cada problema. Es oportuno considerar que el pro-
cesamiento del discurso es un proceso de naturaleza estratégica, en el cual se
constituye una representacion mental en la memoria a partir de representacio-
nes internas y externas, con el objeto de interpretar y entender el discurso de
otro. Los procesos estratégicos, como el proceso de comprension del enunciado
de los problemas, no tienen garantia de éxito ni proporcionan una representa-
cion Unica del texto; las estrategias aplicadas son como hipdtesis operacionales
eficaces acerca de la estructura y significado del discurso y pueden ser sefaladas
como incorrectas en procesos posteriores (Van Dijk, 1992, p. 23).

El marco de resolucion que acaba siendo adoptado se vincula con las estra-
tegias de comprension del discurso v con la capacidad cognitiva de sostener mas
de un modelo en la memoria de trabajo, en el caso en el que la traduccion al
lenguaje algebraico no sea inmediata. La grafica 1 desagrega en cada problema
el marco utilizado.

En el problema de las varillas (problema 1), predominan las resoluciones alge-
braicas (46%) con respecto a las aritméticas (39%) v sélo 15% no responde. En
cambio, para el problema de las aulas (problema 2), las resoluciones aritméticas
(41%) prevalecen sobre las algebraicas (20%), mientras que 39% de los sujetos
no responden.

Estos resultados parecen indicar que el problema de las varillas puede ser
abordado por los sujetos desde el marco algebraico, porque su enunciado per-
mite una traduccion mas sencilla para plantear la ecuacion. En cambio, para el
problema de las aulas, la formulacion algebraica no seria tan inmediata y la es-
trategia que predomina es la aritmeética. Sin embargo, notese la paridad del marco
aritmeético para ambos problemas, en total correspondencia con el hecho de que
los sujetos construyen modelos mentales del enunciado como parte de su fun-
cionamiento cognitivo habitual.
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Grafica 1 Resoluciones aritméticas y algebraicas con respecto a la poblacion
(N =264)
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DESCRIPCION DE LAS VARIABLES PARA AMBOS PROBLEMAS

A partir de los protocolos, para cada uno de los problemas se generaron varia-
bles que permiten analizar los modos de resolucion. A continuacion se descri-
ben para el primer problema, las dos variables categorizadas y sus respectivas
modalidades:

a) Resolucion algebraica del problema 1 (RALI) con tres modalidades: For-
mulan la ecuacion pero no operan (SFE1), Operan con ecuaciones mal formu-
ladas (ocel) y Formulan v operan la ecuacion de manera correcta (FEOL).

b) Resoluciéon aritmética del problema 1 (RAR1) con cinco modalidades: Re-
suelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema (ros1), Eli-
gen la division para resolver el problema (pIvl), Reducen a la unidad mal
(rRaumM1), Usan el enunciado para buscar algin algoritmo (ALGO1) y Reducen a
la unidad bien (RaUBL). Ademds, para cada una de las modalidades se presentan
las producciones de los sujetos, que caracterizan a los modelos encontrados.
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Grafica 2 Resolucién algebraica del problema 1 (N = 122)
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a) Resolucion algebraica del problema 1 (raL1)

En la grafica 2 se muestra el desempeno de los alumnos para la variable Reso-
lucion algebraica del problema 1 (RALI), sobre N = 122 sujetos que intentan es-
ta estrategia. Las modalidades se distribuyen de la siguiente manera: los sujetos
que optan por formular solo la ecuacion (7%), los que operan con ecuaciones
mal formuladas sin tener en cuenta todas las relaciones del problema (39%) v
los que demuestran una buena competencia para formular y operar con ecua-
ciones (54%).

a.1) Formulan la ecuacién pero no operan (sFel)
Los protocolos siguientes ejemplifican esta modalidad. Se observa que los suje-

tos pueden formular la ecuacion, sin embargo abandonan su resolucion. En al-
gunos casos explicitan las causas, en otros no. Esto indicaria que comprenden
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el discurso porque transforman el enunciado verbal en formulacion algebraica,
pero no tienen las estrategias para operar con ecuaciones.

Esta dificultad puede apreciarse en el protocolo de A1(18:V),! que cursa el tl-
timo afo de la escolaridad secundaria. Luego de plantear el sistema explica que
“se resuelve por igualdad y esos métodos pero no lo sé hacer”. De igual modo, el
protocolo de A2(13:8) corresponde a un sujeto que cursa octavo ano de la Edu-
cacion General Basica. Formula la ecuacion, pero contintia con estrategias arit-
meéticas, asignando un valor para x. Al comprobar, se da cuenta de su error v
abandona la resolucion. No obstante, sefiala: “El primero no me da, yo lo dejeé
porque no habia pensado..”

‘ S
.yﬁxs"‘(" ( 30X * Uolow L) oo
7'10'* x,}urﬁboﬁ \JA q 1) W'QJ“ 160 + Lo (eoiuzioos
o) Vi ‘ v’

A A2(13:8)
T e (R |

‘,mw\)‘ S\ & P“m"? o o de
0 e s o
o paseds N @ $agonds
lo Qe madalamedee.

a.2) Operan con ecuaciones mal formuladas (ocel)

Esta modalidad se vincula con la comprension parcial del discurso o con erro-
res de sintaxis, como olvidar el paréntesis en el caso A3(14:9). Por lo tanto, la for-
mulacion de la ecuacion es incorrecta. En esta modalidad, los sujetos establecen
alsunas relaciones del problema, como se observa para A4(16:10). Este sujeto, que
cursa segundo afo del Polimodal, formula la ecuacion solo para las varillas de
Javier. Luego al escribir la respuesta, indica que la solucion encontrada es la medi-
da de la varilla de Pablo y tiene en cuenta la diferencia entre las medidas de las
varillas al expresar el resultado. Para A3(14:9), podria ocurrir que olvidé el parén-
tesis al plantear la ecuacion, o solo consider6 la diferencia para una sola varilla,
luego supone que todas las varillas son iguales para resolver.

' Se designa a los sujetos con la sigla Al, A2, etc, seguida por un paréntesis que indica
edad y afio que cursa, respectivamente.
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Sin embargo, en ambos casos, al escribir la respuesta surge la idea de la diferen-
cia de las varillas. El protocolo del sujeto que cursa noveno ano de la Educacion
General Basica (£cB), A5(15:9), muestra que establece algunas relaciones del pro-
blema vy otras las considera como dato: “Las varillas de Javier miden 4 metros (co-
mo ya habian dicho)”. En consecuencia, formula la ecuacion solo para Pablo. Tie-
ne en cuenta la diferencia de las varillas de Javier en su resolucion y considera
que la medida de la varilla de Javier mide 4 metros, segtin lo explicita en su res-
puesta. Luego confirma con la verificacion la construccion de su modelo.

30.x + 90.4 =/lo00 Bl Los il L Jovrer reclis A el
Cwm« yt [n.‘m l"olw) % bas -é/)géé 96:»(‘
30 x4+ 160 = 1000 s
30.X = oo - 1o ‘/er-‘ Ao
30.x = 840 D0, 268 t+ 0.4 = 1000

BHO A 1o /000

(0O = 1 0O A5(15:9)

x = 850 X 30
¥=28

a.3) Formulan y operan la ecuacion de manera correcta (Feol)

En esta ultima modalidad, sobre N =122, 54% de los sujetos formulan v operan
la ecuacion de manera correcta, como se muestra en la grafica 2. En algunos ca-
s0s, la competencia algebraica es mayor. Esto se manifiesta en la manera de resol-
ver, el modo de aplicar propiedades y la presentacion de la resolucion, como en
el caso A6(18V). En esta modalidad, se identifica un modelo acabado con res-
pecto a los anteriores, donde la comprension del discurso para traducir las rela-
ciones del problema v las estrategias de resolucion llevan al resultado correcto.
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Los protocolos aqui presentados pertenecen a sujetos que cursan, en el pri-
mer caso, quinto ano, A6(18:V), y en el segundo caso, A7(14:8), octavo ano de la
EGB. Sus desempenos parecen indicar que la construccion de modelos es una ca-
racteristica del pensamiento que no esta ligada a la edad de los sujetos. Sobre
estos resultados, cabe destacar que la apropiacion del conocimiento algebraico
tiene su origen en la escuela y esta fuertemente mediada por la instruccion.

Polo  —30 varilas
puer — ko Yo (Hemi tongen) A6(18:V)
¥ R¥E loon no uOn ok
Bo.x & A@uﬁe 1000 Pdags o eailon 12 oM
2oy # HO X 16Otz 122 HiemDuod Qua oo d=
. o @
40% . 1o = OO '&-DN‘«JA rvn\zdm
4 con. oo | W BECA
o w10 - e Qo WD renechlMm
4o %X = g4o dp e
% a guoi¥o (estd correcto) '*‘”":mo
X< 12} Rolo Jov. .
\ San 4 (Pﬁé i\& vanilay 3<(Peblo
S e oY —
_bn'.z\\.‘\-\o//(\—\}*%\ = L0 . M|é¢n4<mv'as QQJ
oo ¥+ UPorlews o 1000 30« +Hox ¥ 460 < (000 ?‘”'@ch . wﬁer,
1000 = o0 Jox= {oco-{go
X840 £30
Xz 42
1430 2340 AT(143)
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b) Resolucion aritmética del problema 1 (rAR1)

La grafica 3 muestra las cinco modalidades de la variable Resolucion aritmética del
problema 1 (RAR]), sobre N =102 sujetos que eligieron este marco de resolucion.

b.1) Resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones
del problema (ros1)

La modalidad rRos1 (19%) identifica a los sujetos que realizaron operaciones de
manera erratica, sin tener en cuenta las relaciones del problema.
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Gréfica 3 Resoluciones aritméticas del problema 1 (N =102)
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[ Usan el enunciado para buscar algun algoritmo (ALG1)

M Reducen la unidad para encontrar el resultado correcto (RAUB1)

b.2) Eligen la division para resolver el problema (piv1)

La modalidad pivl, presente en 40% de los casos, identifica al mas modesto de
los modelos mentales que aparecen. Los sujetos no pueden establecer todas las
relaciones del problema y su estrategia se basa en realizar una division. Para co-
menzar a resolver, consideran la longitud total (1 000 m) y luego dividen: alsunos
por el total de varillas (70) AS(17:1), otros, por las varillas de Javier (40) como en
el caso de A9(18&11). Al resolver, no tienen en cuenta la diferencia entre ambas
varillas, solo al expresar el resultado (véase la pagina siguiente).

Es de destacar que A8(17:) se encuentra entre las escasas producciones que
utilizan diferentes marcos de resolucion: verbal, pictorico y aritmético para un mis-
mo problema. En este estudio, se ha encontrado a sujetos que emplearon el mar-
co aritmético para un problema y el marco algebraico para el otro, pero no pro-
ducciones mixtas para un mismo problema. El uso simultaneo de méas de un
marco es una caracteristica de los “expertos”; en consecuencia, es una estrategia
que hay que propiciar en el ambito de la ensefianza secundaria.
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b.3) Reducen a la unidad mal (Raum1)

El segundo modelo que aparece se basa en la consideracion de la diferencia en-
tre las medidas de las varillas v en la estrategia de reduccion a la unidad. Se ha
diferenciado en las modalidades RaUMI vy RAUBL. En estos casos, los sujetos mul-
tiplican 4m ¥ 40 y restan el valor que resulta de la longitud total. La modalidad
RAUMI, presente en 5% de los sujetos, se caracteriza por constituir una version
fallida de la estrategia de Reduccion a la unidad, porque dividen por la cantidad
de varillas de Pablo (30). Como se observa en el protocolo A10(15:9). La moda-
lidad RaUMI es similar al modelo construido por los sujetos en la modalidad Ope-
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ran con ecuaciones mal formuladas (0CE1) como se observa en AA(16:I) y
A5(15:9); las estrategias son las mismas que en AL0(15:9) y en A9(1811), lo que
cambia es el marco utilizado.
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b.4) Usan el enunciado para buscar algun algoritmo (ALG1)

El modelo que corresponde a la modalidad ALGl (18%) consiste en utilizar el
enunciado como un algoritmo, el cual deriva en una estrategia iterativa. Los su-
jetos comienzan probando con dos néimeros cuya diferencia es cuatro, multipli-
can por 30y 40, respectivamente, y controlan los resultados, reiterando el proce-
so v deteniéndolo cuando la suma total da 1000, como lo indica Al12(13:8).
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b.5) Reducen a la unidad para encontrar el resultado correcto (Rausl)

Finalmente, la modalidad rRauB1 aparece en 19%. El procedimiento utilizado por
los sujetos es comenzar de igual manera que la anterior (RauM1), sélo que al di-
vidir lo hacen por el total de varillas (70), reduciendo asi a la unidad. Al resulta-
do que obtienen le suman cuatro e indican que es la medida de la varilla de Ja-
vier. Ademas verifican el resultado. Los protocolos parecen mostrar que los
sujetos, al no poder realizar una traduccion literal del enunciado del problema
en el marco algebraico, emplean el marco aritmético, teniendo en cuenta todas
las relaciones del problema. Se observa que las relaciones que ejecutan los suje-
tos para resolver el problema son andlogas a las realizadas en la modalidad al-
gebraica FEOL. El protocolo de A11(16: 1) manifiesta: “lo traté de hacer con una
ecuacion con dos incognitas, pero se me complicod por la falta de practica’; sin
embargo, al no poder formular la ecuacion, resuelve en el marco aritmético y
llega al resultado correcto.
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Gréfica 4 Resoluciones algebraicas del problema 2 (N = 52)
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¢) Resolucion algebraica del problema 2 (raL2)

Las modalidades de la variable Resolucion algebraica del problema 2 (RALZ), co-
mo se observa en la grafica 4, sobre un total de 52 sujetos que intentaron este
marco, se distribuyen de la siguiente manera: 2% solo formula la ecuacion pero
no opera; 19% de los sujetos formulan la ecuacion sin tener en cuenta todas las
relaciones del problema y operan sin verificar los resultados obtenidos; mientras
que 79% de los sujetos formulan y operan de manera correcta y verifican el re-
sultado. Como se puede observar en la gréafica 1, a pesar de ser menor la canti-
dad de sujetos que optan por la resolucion algebraica (20%), los que lo hacen
tienen un alto grado de competencia. Los siguientes protocolos representan las
tres modalidades categorizadas.
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c.1) Solo formulan la ecuacion (SFe2)

En la produccion de A13(17:), sujeto que cursa primer afo del Polimodal, se ob-
serva que solo formula la ecuacion. Luego manifiesta “no me salio” y abandona
su resolucion.

UOX'V1E = f-(U@.xth =¥ =

{
no'tte salfo

¢.2) Opera con ecuacion mal formulada (oce2)

Esta modalidad, presente en 19%, se refiere a los sujetos que operan con ecuacio-
nes mal formuladas, sin tener en cuenta todas las relaciones del problema. Al en-
contrar el conjunto soluciéon no reflexionan sobre él, como se observa en
ALA(1TI) y A15(13:8):

I{()-)d' 25 = LA 2 o
o v % 2Ha-3p
jocs by A7D] X 22%.%

b
X :7) <08 X= A\Qoo
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¢.3) Formulan y operan la ecuacion de manera correcta (FE02)

En esta ultima modalidad, se encuentran los sujetos que ejecutan el modelo al-
gebraico teniendo en cuenta todas las relaciones del problema. Presentamos
aqui las producciones de A16(14:8), sujeto que cursa octavo afio, mientras que
A17(17:V) cursa quinto afio. Como se observa en los protocolos, no se encuen-
tran marcadas diferencias entre los sujetos que abordan el marco algebraico. El
79% de los 52 sujetos categorizados en esta modalidad evidencian una buena
competencia algebraica.

x+25 - H2ax+41

Yox4oa- yoxid d Wi vor o x
T3 1~ g2 —uox e
24~ 4 = 2x

?f‘(;z:)( 24:2 = X
2 :x ‘/Z:Xi

Yo 1 +25242.\241

Y Bot25=%oyy (Ho. 12 +25 =(42.12) 44
S5 2ecp, (S5 - s0s |

W% \ngs&%mhm Mh‘l de olwmmes = 505
Ue’dl W: ‘2:

d) Resolucién aritmética del problema 2 (RAR2)

La variable Resolucion aritmética del problema 2 (RarR2) v sus cuatro modalidades,
Resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema (R0S2),
Resta recursiva (REP2), Resuelven mediante dos tablas (RMT2) v Modelo de Ana
(ReE2), se visualizan en la grafica 5. Solo 18% de los sujetos representado por la
modalidad ROS2 resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del pro-
blema. Las tres modalidades restantes -REP2, RMT2 y RCEZ- representan modelos
mentales de diferente complejidad v obtienen en todos los casos la solucion del
problema.
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Grafica 5 Resoluciones aritméticas del problema 2 (N = 109)
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En la modalidad rReP2 (18%), el modelo consiste en una resta recursiva para ob-
tener el numero de aulas, luego reemplazan y obtienen el niimero de alumnos
como se muestra en el protocolo A18(15:9). El esquema 1 muestra la interpre-
tacion realizada por Otero (1998, 1999) del modelo utilizado.
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Para A19(17:V), sujeto que cursa quinto afio, sefiala con “barras paralelas” co-
mo ubicar a los 25 alumnos que le sobran y queda uno sin ubicar, como en el
caso de A18(15:9), luego reemplazan para obtener la cantidad de alumnos.

113455”854’9"’|?
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d.2) Resolucion mediante dos tablas (RMT2)

La modalidad rRMT2 (28%) designa un modelo similar a un algoritmo que gene-
ra una tabla recursiva, donde la variable es el numero de aulas. Algunos sujetos
tienen en cuenta a los alumnos que quedan fuera del aula, como en el caso de
A23(16:10). En cambio, en A24(16:1D), parece que el control de la igualdad es rea-
lizado mentalmente, luego de verificar, se recuadra el resultado.
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Se observa que esta estrategia aparece en los sujetos que cursan los tltimos
anos de la escolaridad; posiblemente la instruccion y la mediacion escolar tenga
que ver con este tipo de resolucion y organizacion de datos para resolver problemas.

d.3) Modelo de Ana (RCE2)

La modalidad RCE2 (33%) identifica un modelo que corrobora resultados ante-
riores v se representa en el esquema 2 (Otero, 1998, 1999). Este tipo de modelo se
podria considerar como espacial, por la manera en que los sujetos parecen distri-
buir a los alumnos en las aulas. Lo que resulta muy interesante es que las opera-
ciones realizadas remiten a la estructura de la ecuacion algebraica. El esquema 2 es
una interpretacion presentada en Otero (1998, 1999) que en la actualidad esta
siendo empleada como representacion en un marco pictérico intermedio, entre
el discurso verbal del problema vy la formulacion algebraica. Se considera funda-
mental propiciar la utilizacion de este tipo de representaciones con los alumnos,
porgue serviran de enlace entre el marco aritmetico vy el algebraico. Los siguientes
protocolos muestran el Modelo de Ana:

% La
S o HO MMM 227 rg o % TG

T e A Maﬂ’[AMAMU’)T’l
.;":M%wﬂl“‘”‘““'s
plricadas fasge A2 Manans
MMMWV\,W’:W\ A

Segtin se observa, A20(14:8) resuelve en el marco aritmético y aporta la des-
cripcion verbal de su razonamiento. La resolucion es correcta y posee las carac-
teristicas que se interpretan en el esquema 2. En la seccion referida a las reso-
luciones algebraicas se mostro el protocolo correspondiente a A16(14:8), quien
también resuelve correctamente este problema. Ambos sujetos cursan octavo
ano de la EGB y tienen 14 anos de edad, sus resoluciones conducen a la pregun-
ta de la diferencia de marco utilizado. Resulta evidente que ambos poseen la
competencia cognitiva requerida para comprender y manejar la complejidad del
problema.
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Entonces: ¢A qué se puede atribuir la diferencia? éPoseen estos sujetos nive-
les de comprension diferentes? ¢Qué tiene uno de ellos que no posee o no ac-
tualiza el otro?

Parece claro que quien fue capaz de formular algebraicamente comprendié las
caracteristicas estructurales del problema, ya que no es posible obtener la formu-
lacion a partir de una “traduccion literal”. Se requiere tener en cuenta las carac-
teristicas del “reparto” que se esta efectuando v, al escribir una igualdad, también
esta claro que se reconoce la invariancia del total de alumnos. Ademas, se esta en
posesion de la técnica operatoria requerida y de la habilidad de verificar,

Por su parte, quien resolvio aritméticamente también capto las relaciones del
problema, vy lo hizo de manera sustantiva, como se refleja en su protocolo. La di-
ferencia entre ambos es que la resolucion algebraica requiere instrumentos vy téc-
nicas de transformacion cuyo origen esta lejos de ser espontaneo, ademas de la
adecuada actualizacion de tales instrumentos frente a un problema dado.

El cuestionamiento de la supuesta espontaneidad, linealidad y simplicidad del
proceso de adquisicion de competencias algebraicas es una de las claves para mo-
dificar su tratamiento didactico en el ambito escolar.

El esquema 2 es una interpretacion que refleja la estructura comun a las re-
soluciones prototipicas de A20(14:8), A21(16:11) y A22(15:1).
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Existe una evidente proximidad entre la resolucion de A21(16:0) v la estruc-
tura de la ecuacion. Los grafismos del protocolo son equivalentes a la ecuacion,
faltaria escribir el objeto incognita. Sin embargo, este salto cognitivo que emplea
la nocion de variable no es trivial, sino un proceso de largo aliento, al que con-
tribuyen de manera esencial los diversos marcos que aparecen v la toma de con-
ciencia metacognitiva entre lo que cada uno de ellos representa con relacion al
problema. La proximidad entre estos procedimientos y la modelacion algebraica
debe ser percibida por los profesores e institucionalizado para los alumnos, en
pos de una comprension del algebra como un instrumento al servicio del traba-
jo matematico (Gascon, 1999).

El trabajo que se haga en el aula no puede ignorar la indudable riqueza cog-
nitiva que se manifiesta en las resoluciones espontaneas de los alumnos; basadas
en un instrumento en el que ellos son competentes, como la aritmética, y en la
capacidad cognitiva de comprender vy construir modelos mentales funcionales v
efectivos del discurso de los problemas.

Tal como muestra la grafica 4, las tres modalidades (REP2, RMT2 y RCE2) ante-
riormente analizadas representan 82% de los N =109 sujetos, que adoptan el
marco aritmeético v obtienen resultados correctos; mientras que solo 18% resuel-
ven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema. Tomando en
consideracion ambos problemas, el referido a las aulas es abordado por un nu-
mero menor de sujetos, tanto en el marco algebraico como aritmético, con resul-
tados mas favorables que los obtenidos para el problema de las varillas.

CONCLUSIONES

El analisis indica que, en un porcentaje elevado, los sujetos intentan algtn tipo de
solucion orientada por los procesos estratégicos de comprension del enunciado
en cada uno de los problemas. Cuando la expresion del enunciado verbal en formu-
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lacion algebraica requiere transformaciones mas complejas, los sujetos emplean
el marco aritmético, cuya ejecucion encuentra elementos en la estructura cogni-
tiva para desarrollar algiin proceso de comprension mas o menos correcto. La
ejecucion del marco algebraico depende, entonces, de la existencia de informa-
cion y conocimientos que provienen de la ensenanza.

Para el problema de las varillas, es menor el porcentaje de sujetos que llegan
al resultado correcto, mientras que en el problema de las aulas los sujetos que
lo intentan son mas exitosos. Sin embargo, el primer problema intenta ser resuelto
por un numero mayor de sujetos, con resultados menos favorables. En cambio,
para el problema de las aulas, las resoluciones correctas se encuentran en ma-
yor proporcion, aunque es mucho menor el nimero de sujetos que lo abordan.

Con respecto a los marcos empleados, el aritmético aparece en un porcentaje
apenas inferior al algebraico para el problema de las varillas y, en el problema de las
aulas, el marco aritmético es el que predomina ampliamente. Este resultado mues-
tra que el sujeto dispone de estrategias cognitivas en ambos casos. La diferencia
reside en que los modelos mentales que es necesario ejecutar para emplear el
marco algebraico son mas complejos y necesitan tener en cuenta las relaciones
perceptibles del enunciado, ademas de las relaciones que es preciso controlar para
expresar algebraicamente la informacion del problema. Algunas veces, estas estrate-
gias no estan disponibles en todos los sujetos, porque dependen de un trabajo
didactico adecuado y dirigido a la construccion de estrategias metacognitivas, asf
como del nivel de escolarizacion alcanzado. Otras veces, las competencias pue-
den estar y no ser actualizadas en el proceso de comprension.

Sin embargo, los sujetos que resuelven con modelos aritmeéticos comprenden
y resuelven aun cuando se controlen los parametros, pensando en obstaculizar
las resoluciones aritméticas. La clave no pareceria encontrarse alli, sino en bus-
car ayudas que le permitan al sujeto manejar cognitivamente, en la memoria de
corto plazo, las relaciones requeridas para la modelizacion. Una de estas ayudas
podrian ser los esquemas. Ademas, las estrategias de modelacion son de caracter
metacognitivo y requieren un proceso de explicitacion que no es natural ni es-
pontaneo sino producto del aprendizaje. Un aspecto esencial de este proceso
consiste en conocer los modelos espontaneos de los alumnos y trabajar a partir
de ellos, en lugar de ignorarlos.

Esta claro que los alumnos tienen que aprender a usar estrategias algebraicas
en la escuela vy, para ello, deben hacer evolucionar sus modos espontaneos de
resolucion. Para que un alumno pueda llegar a ser un usuario competente del sis-
tema matematico de signos del algebra se necesita que sea competente en otros
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sistemas de signos menos abstractos, como son el sistema de signos aritméticos y
otros sistemas de signos intermedios (Filloy, 1999). También coincidimos con Gas-
con (1999) en que, para conseguir una algebrizacion de la matematica en el am-
bito de la ensefianza secundaria, habria que modificar los objetivos de corto pla-
70, en objetivos de largo plazo, porque este aprendizaje no es inmediato.

Desde la didactica, se propicia el juego de marcos (Douady, 1984) en la bus-
queda de soluciones para un problema, los diferentes marcos: aritmético, verbal
o pictorico, serian disparadores de la construccion de los conocimientos algebrai-
cos. En este estudio, se observa que los sujetos siguen un mandato escolar e in-
tentan resolver en el marco algebraico. Como no lo consiguen, pasan a otro para
elaborar la solucion. A través de este proceso se manifiesta la profundidad, rique-
za vy la sutileza del pensamiento de los estudiantes.

La ensefnanza deberia proponer el uso e integracion de las diferentes formas
de representacion en la resolucion de problemas, teniendo en cuenta que cada
forma de representacion expresa y pone en juego aspectos vy estrategias particu-
lares. El &lgebra proporciona un modo de apropiarse de la estructura de los pro-
blemas que proviene de una elaborada construccion en la que la instruccion v
la mediacion escolar tienen un papel protagonico que desempenar.
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