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éMejora la comprension del concepto
de variable cuando los estudiantes
cursan matematicas avanzadas?

Sonia Ursini y Maria Trigueros

A la memoria de Guillermina Waldegg

Resumen: Algunas investigaciones sugieren que los estudiantes han alcanzado
un pensamiento algebraico maduro cuando son capaces de usar la variable de
manera flexible, esto es, cuando logran integrar sus diferentes usos y diferenciar-
los. Sin embargo, se ha demostrado que el concepto de variable es dificil para los
estudiantes de distintas edades, y que en los diferentes niveles educativos, los es-
tudiantes tienen dificultades para comprender los varios usos y aspectos que ca-
racterizan a la variable. Esta investigacion se propone analizar si los estudiantes
alcanzan esta comprension conforme progresan en el estudio de las matemati-
cas universitarias. Para ello, se analiza cuales aspectos de la variable utilizan es-
tudiantes de diferentes niveles educativos (32 de secundaria, estudiantes de recién
ingreso a la universidad, estudiantes de 52 semestre de las carreras de Economia
e Ingenierfa) al resolver problemas algebraicos. Los resultados muestran que, si
bien los estudiantes usan con mayor flexibilidad estos aspectos conforme progre-
san en los cursos de matematicas avanzadas, su pensamiento algebraico no se
desarrolla como se esperaria.

Palabras clave: variable, pensamiento algebraico, alumnos de secundaria, es-
tudiantes de universidad.

Abstract: A flexible use of variable, where all its facets can be integrated and dif-
ferentiated as needed, is an important requirement for students to show mature
algebraic thinking. However, variable has proven to be a difficult concept for stu-
dents of different ages. Research results show that students at different school lev-
els have difficulties in understanding the different facets that characterize varia-
bles. In order to analyze if students develop this ability while studying advanced
mathematical courses, that is if advanced students have a much better unders-
tanding of variable, this research focuses on the comparison of students’ capabi-
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lities to solve algebraic problems, at different school levels (9™ secondary level,
starting university students, students attending the 5 semester of Economy and
Enginery). Results show that even though students progress while they complete
advanced mathematics courses, their algebraic thinking does not develop as
would be expected.

Keywords: variable, algebraic thinking, secondary students, university students.

INTRODUCCION

Se considera que, para enfrentarse a los cursos de matematicas avanzadas vy re-
solver los problemas que se proponen en los cursos universitarios relacionados
con las matematicas, es necesario tener una buena comprension del concepto
de variable. Se esperaria que los estudiantes universitarios fueran capaces de in-
terpretar, manipular y simbolizar los diferentes usos de la variable (incognita, nu-
mero general incluidos parametros y variables relacionadas), asi como pasar de
manera flexible entre ellos en la solucion de los problemas algebraicos que en-
frentan en distintas situaciones.

Investigaciones anteriores (Ainely et al, 2004; Ursini y Trigueros, 2004; Trigue-
ros v Ursini, 2003; Sokolowsky, 2000; Jacobs, 2002) han estudiado la comprension
del concepto de variable que logran los estudiantes de secundaria, bachillerato e
incluso los que inician los cursos universitarios. Algunos de ellos muestran que,
por lo general, los estudiantes no alcanzan una comprension aceptable de este
concepto vy siguen teniendo serias dificultades al trabajar con sus distintos usos.
Sin embargo, esta carencia de conocimientos basicos no se tiene en cuenta en
los niveles universitarios cuando se imparten los cursos de matematicas avanza-
das. Estos cursos requieren el uso del pensamiento algebraico vy, por lo mismo,
una buena comprension de la variable y de la capacidad de usar de manera fle-
xible sus diferentes facetas.

«Como enfrentan los estudiantes universitarios los requerimientos algebraicos
de los cursos de matematicas avanzadas? ¢Desarrollan la capacidad para usar las
variables como herramientas ttiles en la solucion de problemas que requieren el
pensamiento algebraico? ¢Es su comprension de la variable mejor que la que tienen
los estudiantes que terminan la secundaria y de los que inician la universidad?
Estas son algunas preguntas que se intentan responder en este trabajo.
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MARCO TEORICO

El marco teorico que se utiliz para desarrollar esta investigacion es el Modelo
3uv (3 Usos de la Variable) (Trigueros y Ursini, 2003; Ursini et al, 2005). Este
modelo surge al analizar qué es lo que se requiere para poder resolver los ejerci-
cios y problemas tipicos que aparecen en los textos escolares de algebra. Al hacer
ese analisis, se pudo comprobar que, en los cursos de algebra elemental, apare-
cen esencialmente tres usos de la variable: la incognita especifica, el numero ge-
neral y las variables en relacion funcional. Ademas, asociados a cada uno de estos
usos, se han identificado una serie de aspectos a los que un usuario del algebra
se tiene que enfrentar para poder resolver problemas y ejercicios. Estos aspectos,
que corresponden a distintos niveles de abstraccion, se presentan a continuacion
de manera sintética. Consideramos que la solucion competente de los problemas
algebraicos requiere un manejo flexible de los tres usos de la variable y de los
aspectos que caracterizan a cada uno de ellos (Ursini et al, 2005).

* Para trabajar exitosamente con problemas vy ejercicios que involucran la
incognita es necesario:

[1  Reconocer e identificar en una situacion problematica la presencia de
algo desconocido que puede ser determinado considerando las res-
tricciones del problema.

[2  Interpretar los simbolos que aparecen en una ecuacion como la re-
presentacion de valores especificos.

13 Sustituir la variable por el valor o los valores que hacen de la ecua-
cion un enunciado verdadero.

14 Determinar la cantidad desconocida que aparece en ecuaciones o
problemas, realizando las operaciones algebraicas o aritméticas.

[5  Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una situa-
cion especifica y utilizarlas para plantear ecuaciones.

» Para trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran el
numero general es necesario:

G1 Reconocer patrones, percibir reglas y métodos en secuencias v en fa-
milias de problemas.

G2 Interpretar un simbolo como la representacion de una entidad gene-
ral indeterminada que puede asumir cualquier valor.

G3 Deducir reglas y métodos generales en secuencias y familias de pro-
blemas.
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G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la variable simbolica.

G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales.

» Para trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran va-
riables en relacion funcional es necesario:

F1 Reconocer la correspondencia entre variables relacionadas, indepen-
dientemente de la representacion utilizada (tablas, graficas, problemas
verbales, expresiones analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependiente, dados los valores
de la independiente.

F3 Determinar los valores de la variable independiente, dados los valo-
res de la dependiente.

F4 Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas en una
relacion funcional, independientemente de la representacion utiliza-
da (tablas, graficas, problemas verbales, expresiones analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacion de una de las variables, dado
el intervalo de variacion de la otra.

F6 Simbolizar una relacion funcional, basados en el analisis de los da-
tos de un problema.

Si bien los aspectos F2'y F3 implican el aspecto I4 (determinacion del valor
de la incognita), no son equivalentes, va que, para determinar los valores de una
variable en funcion de los valores de la otra, es necesario primero sustituir un va-
lor en una de las variables v convertir de este modo una expresion que involucra
una relacion funcional en una ecuacion.

El Modelo 3uv ha probado ser un instrumento de gran utilidad en el disefio
de actividades para los alumnos y para planear y estructurar estrategias de ense-
fianza (Montes, 2003); disefiar instrumentos de diagnostico (Ursini y Trigueros,
1997); analizar el uso de las variables en los libros de texto (Benitez, 2004); v
diagnosticar las concepciones de los estudiantes (Ursini y Trigueros, 1997) y de
los profesores (Juarez, 2001).

METODOLOGIA

El estudio se desarrolld con un total de 40 estudiantes mexicanos, de los cuales 13
estaban por terminar el 3er. afio de secundaria en una escuela privada (entre 14 v
15 anos de edad) de la ciudad de San Luis Potost; 27 estaban realizando sus es-
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tudios en una universidad privada en la ciudad de México en la que el nivel de
exigencia de los cursos de matematicas es alto. De éstos, 17 acababan de ingresar
a la universidad; y 10 estaban cursando el 52 semestre de las carreras de Eco-
nomia e Ingenierfa. La seleccion de los estudiantes se baso en los criterios si-
guientes: en el caso de los alumnos de secundaria se eligio a todos los integrantes
de un grupo de 3er ano de una escuela privada en la que se dieron las facilidades
para llevar a cabo el estudio; en el caso de los estudiantes que inician la univer-
sidad, el criterio de seleccion se basod en las calificaciones obtenidas en el curso
de precalculo, se seleccionaron al azar 6 estudiantes con promedio alto, 6 con
promedio en la media y 6 con promedio por debajo de la media. Uno de los es-
tudiantes con promedio por debajo de la media fue eliminado porque no se pre-
sento en el momento de responder el cuestionario que se les iba a aplicar. En el
caso de los estudiantes de 52 semestre, se eligio a los que cursaban la ultima ma-
teria de matematicas en la licenciatura, considerando las calificaciones que habian
obtenido en dicho curso: 4 por arriba de la media, 4 por debajo de la media y 6
en la media.

Esta seleccion nos permitiria analizar la manera en la que los estudiantes ma-
nejan el algebra en distintas etapas de su vida escolar, cuando asisten a escue-
las donde las condiciones de estudio son consideradas de buen nivel. Hay que
senialar que todos los estudiantes seleccionados eran de clase media acomodada.

Para obtener informacion acerca de la posibilidad de estos estudiantes de traba-
jar flexiblemente con los distintos usos de la variable, se disefiaron dos cuestiona-
rios: uno, de seis preguntas, para los estudiantes de secundaria y otro, de diez
preguntas, para ser contestado por los dos grupos de estudiantes universitarios.
Ambos cuestionarios se disefiaron basados en el Modelo 3uv, de manera que
todas las preguntas requieren, para su solucion, un uso integrado de distintos
usos de la variable y sus aspectos. El cuestionario dirigido a los estudiantes de
secundaria incluyd problemas que si bien requerian el paso entre los distintos
usos v aspectos de la variable, éstos eran facilmente identificables y aparecian en
contextos sencillos; el cuestionario dirigido a los estudiantes universitarios (princi-
piantes y avanzados) incluia problemas similares en cuanto a los usos y aspectos
de la variable por utilizar, pero cuyo planteamiento era un poco mas complejo.

Las respuestas que dieron los estudiantes a las preguntas de los cuestiona-
rios se analizaron en varias etapas. Ante todo, de cada estudiante se analizo su
capacidad para trabajar con cada uno de los aspectos de las variables implicados
en cada pregunta. En ningin momento se pidio a los estudiantes que siguieran un
meétodo predeterminado ni tampoco que utilizaran un lenguaje especifico. Se
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permitio que los estudiantes avanzados utilizaran sus conocimientos de otras
areas de las matematicas, pero no se los forzo a hacerlo. En consecuencia se de-
termino, para cada uno de ellos, cuantos estudiantes los manejaban adecuada-
mente. Estos resultados se expresaron en porcentajes. Esta manera de proceder
nos permiti6 comparar entre si los resultados obtenidos por los alumnos de los
tres grupos estudiados y emitir un juicio acerca del posible desarrollo de la ca-
pacidad de los estudiantes de integrar y diferenciar los distintos usos y aspectos
de la variable. Posteriormente se hizo un analisis cualitativo de la manera en la
que cada estudiante respondio al cuestionario completo, a fin de seleccionar
alumnos que mostraban distintos patrones de respuesta para ser entrevistados.
Las entrevistas se basaron en las preguntas de los cuestionarios, se transcribieron
y se analizaron para complementar y validar el analisis anterior.

RESULTADOS

Con el proposito de identificar los aspectos de las variables involucrados, se ana-
lizaron todas las preguntas de cada cuestionario. A continuacion se muestra di-
cho andlisis para cada una de ellas. Se presenta, en primer término, la pregunta
que se elabord para ser contestada por los estudiantes de secundaria y ésta es
seguida por la pregunta equivalente, es decir, que contiene esencialmente los
mismos aspectos de la variable pero en un nivel mayor de complejidad, elabora-
da para ser respondida por los estudiantes universitarios. Se presentan y anali-
zan después los porcentajes de aciertos obtenidos por los estudiantes de los tres
srupos estudiados (alumnos de secundaria, estudiantes universitarios principian-
tes v avanzados) en relacion con cada aspecto de la variable involucrado en la
pregunta en cuestion.
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Pregunta 1 para universitarios — Pregunta 1 para secundaria

Pregunta 1 para secundaria

¢Para cuales valores de x el area del siguiente
rectangulo varia entre 168 y 2887 Si el valor de
x aumenta o decrece, équé pasa con el area?

Pregunta 1 para universitarios

¢Para cuales valores de x el area del siguiente
rectangulo varia entre 168 y 2887 Si el valor de
x aumenta o decrece, (qué pasa con el area?

(x+3)? | 12

Analisis

La respuesta a este problema requiere la iden-
tificacion de dos intervalos no contiguos. Para
ello, la variable x debe ser reconocida en primer
lugar como un numero general (G2), que debe
ser manipulado y utilizado para obtener una
expresion (G4). Posteriormente, es necesario re-
conocer a x como una cantidad desconocida
cuyo valor puede determinarse (11, 14). Se requie-
re, ademas, reconocer la correspondencia (F1)
entre los valores de xy del area, y la variacion
conjunta de esas dos variables (F4) para deter-
minar los intervalos (F5) en los que la variable
toma los valores deseados. Es posible utilizar
otras eslrategias de solucion para este problema.
Analisis

La respuesta a este problema requiere la iden-
tificacion de dos intervalos no contiguos. Para
ello, la expresion (x + 3)? debe ser reconocida
como un numero general (G2), que debe ser
manipulado y utilizado para obtener otra ex-
presion (G4). Posteriormente, es necesario reco-
nocer a x como una cantidad desconocida cuyo
valor puede determinarse (11, 14). Se requiere,
ademas, reconocer la correspondencia (F1) entre
los valores de xy del area, y la variacion con-
junta de esas dos variables (F4) para determinar
los intervalos (F5) en los que la variable toma
los valores deseados. Es posible utilizar otras
estrategias de solucion para este problema.

Porcentajes de aciertos Pregunta 1

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
77% 71% 70% G2
77% 71% 50% G4
46% 76% 50% 11
46% 65% 40% 14
38% 29% 50% F1
38% 29% 30% F5
38% 18% 30% F4
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Los datos del cuadro muestran que la mavoria de los estudiantes de los tres
niveles escolares fueron capaces de interpretar correctamente la existencia de un
numero general y manipularlo (G2, G4). La mayoria de los estudiantes universi-
tarios pudieron identificar la incognita (1) pero no todos pudieron determinar su
valor (14). Los estudiantes que iniciaban la universidad alcanzaron para estos as-
pectos porcentajes mas altos de aciertos. Esto puede deberse a que estaban en
un curso propedeéutico de matematicas, en el que se trata de reforzar sus conoci-
mientos de algebra. En cuanto a los alumnos de secundaria, menos de la mitad
pudo identificar la incognita (I1), pero los que pudieron hacerlo fueron capaces
de determinar su valor ([4). La gran mayoria de los alumnos en los tres grupos
tuvo serias dificultades para reconocer la correspondencia (F1), la variacion con-
junta (F4) vy para determinar intervalos (F5). Observamos, en particular, que con
respecto a su capacidad para trabajar con estos aspectos, los estudiantes que ini-
ciaban la universidad alcanzaron porcentajes de aciertos menores que los alum-
nos de secundaria. Sorprende, ademas, que los alumnos que estaban en el 52
semestre y que habian cursado Calculo durante tres semestres y un curso de Al-
gebra Lineal tuvieran tantas dificultades con estos aspectos de la variable.

Estos resultados muestran que la mayoria de los estudiantes no dominan los
tres usos de la variable vy, en consecuencia, solo una minoria es capaz de pasar
flexiblemente entre los aspectos que los caracterizan. Se observa que, aun cuan-
do el problema planteado es simple, la mayoria muestra dificultades sobre todo
con la relacion funcional. Los datos del cuadro ponen en evidencia que no hay
mucho cambio en la manera en la que los estudiantes de los distintos grados es-
colares usan la variable en este problema.
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Pregunta 2 para universitarios — Pregunta 2 para secundaria

Pregunta 2 para secundaria

Dada la ecuacion de la recta y = 2x+ 1. ¢Estan
los puntos (3,7) y (28) en la recta? El valor de
vy de un punto de esta recta es 4/3. (Cudl es

el valor correspondiente de x?

Pregunta 2 para universitarios

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa
por (0, =1) y que es perpendicular a

X — 2y + 10 = 0. Encuentra ademas el valor
de y para el punto de la recta para el cual
x=—4.

Andlisis

En esta pregunta es necesario considerar, en
primer término, que las variables x e y estan
en correspondencia (F1). Para encontrar si los
puntos dados pertenecen a la recta, el alumno
requiere sustituir los valores en la relacion fun-
cional (F2, F3) para determinar si se satisface
la igualdad en la ecuacién resultante. La se-
gunda parte de la pregunta requiere reconsi-
derar la ecuacion original y sustituir el valor
dado para y (F3), reconocer la incognita en la
ecuacion resultante (11), y manipular la ex-
presion para determinar el valor correspon-
diente de x (14).

Andlisis

En esta pregunta es necesario considerar, en
primer término, que las variables x e y estan
en correspondencia (F1). Hay que interpretar
las variables como nuimeros generales (G2) y
manipularlos (G4), a fin de establecer la ecuacion
de la recta (G5, 15). Es necesario reconocer las

incognitas del problema (11), determinar su
valor (14) y sustituir valores dados (F2).

Porcentajes de aciertos Pregunta 2

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
85% 65% 90% F1
No aplica 82% 80% G4, G2
27% 41% 50% 11,14
85% 35% 50% F2
85% No aplica No aplica F3
No aplica 41% 80% G5
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En este cuadro se observa que, cuando se proporciona a los alumnos la ecua-
cion que describe una relacion funcional v dicha ecuacion es simple, los alumnos
reconocen la correspondencia entre las variables (F1). Tienen, sin embargo, mayor
dificultad para identificar y manipular la incognita del problema (11, 14). Es asom-
broso que los alumnos universitarios tengan tantas dificultades para encontrar el
valor de la variable dependiente dado el de la independiente (F2), mientras que es-
to no representa mayores dificultades para los alumnos de secundaria, incluso
cuando hay que determinar el valor de la variable independiente dado el de la de-
pendiente (F3). Se observa que los alumnos universitarios son capaces de interpre-
tar las variables de la expresion dada como nimeros generales (G2) y de manipu-
larlos (G4). Sin embargo, aun la simbolizacion de relaciones funcionales simples
resulta problematica para los alumnos que inician la universidad (G5), mientras
que los avanzados va parecen haber superado el problema.

Nuevamente se observa que la mayoria de los alumnos tienen dificultades pa-
ra identificar la incognita del problema y determinar su valor. También se observa
que, si bien no presentan dificultad en reconocer la correspondencia entre varia-
bles en relaciones funcionales simples, la mayoria de los estudiantes universita-
rios, a diferencia de los de secundaria, tienen problemas para determinar el va-
lor de una variable en funcion de la otra. Por otro lado, destaca un cambio
notable en la capacidad de simbolizar una relacion funcional utilizando ntime-
ros generales.
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Pregunta 3 para universitarios — Pregunta 3 para secundaria

Pregunta 3 para secundaria

Sabemos que x + y =10 y ademas que
xy = 7. Halla los valores de xy de y.

Pregunta 3 para universitarios

Dada la ecuaciéon 3x* + px+ 7 = 0 {Para

cuales valores de p la ecuacion tiene solo una
solucion para x? Explica qué papel desempena
py qué papel desempena x en esta ecuacion.

Andlisis

Esta pregunta puede resolverse siguiendo dis-
tintas estrategias. La mas sencilla requiere
identificar las dos expresiones dadas como
ecuaciones, y las dos variables x e y como in-
cognitas (11, 12). Para manipular estas expresio-
nes es necesario interpretar las variables x e y
como numeros generales (G2) y manipular una
de las ecuaciones para obtener una expresion
equivalente en términos de una sola variable
(G4). Posteriormente, se ha de interpretar esta
expresion como una ecuacion en la que hay
una incognita (1), encontrar su valor (14) y
sustituirlo en la otra expresion (12, G3, G4).
Otra estrategia consiste en identificar las expre-
siones como relaciones funcionales, graficarlas
y, a partir de la grafica, encontrar los valores
correspondientes.

Andlisis

Esta pregunta requiere interpretar, en primer
término, el pardmetro como ntmero general (G2)
y la x como incégnita (12) y resolver para la
incognita manipulando la ecuacion (G4). Dada
la dependencia de la solucion del parametro,
es necesario reconocer que, para responder la
pregunta planteada, el parametro debe inter-
pretarse como incognita (I12), plantear la ecuacion

correspondiente y manipularla para obtener
su valor (G4, 14).

Porcentajes de aciertos Pregunta 3

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
23% 53% 60% G2
8% 53% 60% 12
8% 53% 60% G4
0% 53% 60% 11,12
8% 47% 50% 14
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En esta pregunta el énfasis esta en la interpretacion y determinacion del valor
de un parametro, para los estudiantes universitarios, y en la interpretacion de la
variable como ntimero general y como incognita para los estudiantes de secun-
daria. Como se observa en los datos, en general, muchos de los alumnos tienen
dificultades para interpretar el nimero general o el parametro en una expresion
(G2). Un porcentaje muy bajo de los estudiantes de secundaria logro resolver este
problema y trabajar con los aspectos de las variables involucradas. Entre los uni-
versitarios se observa que los que lograron interpretar el parametro como ntiimero
general (G2), pudieron manipular la expresion (G4) y fueron capaces de recono-
cer el pardmetro como incognita (11, 12), pero no todos pudieron determinar su
valor (14), va que no consideraron el doble signo de la raiz cuadrada. La tenden-
cia méas generalizada que se observo entre los estudiantes universitarios que no
pudieron resolver este problema consistio en que asignaban un valor especifico
al parametro o lo ignoraban.

Los resultados obtenidos en esta pregunta muestran claramente las dificultades
de los alumnos para integrar la incognita con el nimero general y en particular
la debilidad de los alumnos universitarios para integrar los parametros con los
diferentes usos de la variable. Aquellos estudiantes que han superado el problema
de interpretacion no tienen dificultades para integrar los usos de la variable y
pasar flexiblemente de uno a otro. También queda claro a partir de los datos que
hay un cambio en la interpretacion del numero general y de los parametros con
el nivel de escolaridad, aunque no es suficiente para tener éxito en los cursos
universitarios.
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Pregunta 4 para universitarios — no hubo pregunta equivalente para secundaria

Pregunta 4 para universitarios

éCudl es el significado de las literales en la
expresion lim,_, , (3x— b )? Calcula el valor del
limite y explica tu procedimiento lo mas clara-
mente posible.

Andlisis

El calculo del limite que se presenta requiere,
en primer lugar, la interpretacién de las varia-
bles x como ntmero general (G2), a como para-
metro (G2) e interpretar la expresion 3x-b como

una correspondencia entre variables (F1). Para
encontrar el valor del limite es necesario calcular
el valor de la variable dependiente dado el de la
independiente (F2) y reconocer el resultado como
una relacién funcional en la que el valor del
limite depende del valor del parémetro (F4).

Porcentajes de aciertos Pregunta 4
(no se preguntd en secundaria)

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
41% 100% G2
41% 100% G2
41% 100% F1
41% 100% F2
18% 60% F4

En los resultados obtenidos para esta pregunta se observa que los estudian-
tes que inician la universidad tienen mucho més problemas que los estudiantes
mas avanzados con la interpretacion de las variables en relacion funcional y con
los parametros. Menos de la mitad de los estudiantes principiantes pudieron in-
terpretar la variable y los parametros como nuimeros generales, reconocer la re-
lacion funcional entre la variable x y uno de los parametros y encontrar el valor
de la variable dependiente dado el valor de la independiente (G2, F1, F2). La gran
mayoria de los estudiantes principiantes v un ntimero considerable de estudian-
tes avanzados mostraron dificultades para reconocer la variacion conjunta de las
variables en relacion funcional (F4).

Estos resultados muestran claramente las dificultades de los estudiantes que
inician la universidad con la interpretacion de los pardmetros, pero se observa
una clara diferencia entre ellos y los de nivel avanzado. También se aprecia un
cambio en la capacidad de reconocer la variacion conjunta de dos variables, si
bien no la deseada para este nivel educativo.
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Pregunta 5 para universitarios - Pregunta 4 para secundaria

Pregunta 4 para secundaria

Un hortelano vende el kilogramo de tomate a
$12.00 y le cuesta $240.00 recoger la cosecha.
Halla una relacion entre lo que gana el hor-
telano y el numero de kilogramos de tomate
que vende. {Cudntos kilogramos tiene que
vender para ganar $4 500.00?

Pregunta 5 para universitarios

Un hortelano calcula que, si siembra 60 arbo-
les en su huerta, obtendra 35 kg por arbol de
cosecha de manzanas, y los expertos le dicen
que por cada arbol adicional que siembre por
encima de 60, debido a la sombra que los ar-
boles hacen unos sobre otros, obtendrd 1/2 kg
menos de rendimiento por arbol. A él le interesa
obtener una cosecha de 2 112 kg, pues es lo
que se ha comprometido a vender en el mer-
cado de la ciudad cuando tenga la cosecha.
éCuantos arboles le conviene sembrar?

Anélisis

En este problema se requiere identificar la re-
lacion funcional entre el nimero de kilogramos
de tomate que se venden y la ganancia obte-
nida, tomando en consideracion el costo de la
cosecha (F1). Simbolizar la relacién funcional (F6).
Sustituir el dato proporcionado (F2) para obtener
una ecuacion en la que es necesario interpre-
tar una de las variables como incégnita (1),
manipularla (G2, G4) y encontrar su valor (14).
Este problema también puede resolverse utili-
zando una estrategia de graficacion de funciones.

Andlisis

Resolver este problema implica reconocer la
correspondencia (F1) entre el nimero de arboles
y los kilogramos de manzanas y establecer la
relacion funcional (F6). Reconocer la incognita
del problema (I1) y establecer la ecuacion (15)
sustituyendo el dato proporcionado (F2). Llevar

a cabo las manipulaciones (G2, G4) necesarias
para resolver la ecuacion (14).

Porcentajes de aciertos Pregunta 5

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
77% 6% 20% F1
38% 6% 20% F6, F2, 15
15% 6% 20% G2, G4
23% 0% 30% 11
15% 0% 30% 14
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Los resultados de esta pregunta muestran que los alumnos de secundaria
tienen mucho més desarrollada la idea de correspondencia (F1) que los alum-
nos mas avanzados. Sin duda se trata de una idea intuitiva que les permite abordar
problemas simples, mientras que parece ser que los estudiantes que inician la
universidad no son capaces de recurrir a la intuicion ante una situacion ligera-
mente mas compleja. La simbolizacion de la relacion funcional (F6), aun en las
situaciones en las que los estudiantes la plantean en términos de una ecuacion
(I5) resulta muy dificil para los estudiantes de los tres niveles estudiados. Sin em-
bargo, encontramos que los estudiantes universitarios que son capaces de simbo-
lizar la expresion que representa la situacion del problema son capaces también
de ver la variable como numero general v manipularla (G2, G4). No sucede lo
mismo con los estudiantes de secundaria, ya que menos de la mitad de los que
pudieron simbolizar la expresion pudieron ver la variable como numero general
y manipularla. Hubo estudiantes de secundaria y universitarios avanzados que
pudieron identificar la incognita del problema (I1) y determinar su valor (I4), aun-
que muchos lo hacen por métodos aritméticos y no algebraicos. Sin embargo,
ninguno de los estudiantes que iniciaban la universidad pudo identificar la in-
cognita y, en consecuencia, determinar su valor. El desarrollo de la capacidad de
integrar los usos de la variable en esta pregunta es muy poco, lo que lleva a que
Unicamente un porcentaje muy pequeiio de los estudiantes avanzados pueden
responder satisfactoriamente a la pregunta.

Pregunta 6 para universitarios — no hubo pregunta equivalente para secundaria
Pregunta 6 para universitarios Analisis

Escribe utilizando simbolos: los ndmeros reales | Simbolizar un enunciado general usando nu-
que después de multiplicarlos por una constan- | meros generales (G5). Interpretar las variables
te se suman a 4 para obtener un multiplo de 5. | como ntimeros generales (G2).

Explica el significado de cada uno de los simbo-

los que hayas introducido.

Porcentajes de aciertos Pregunta 6
(no se pregunté en secundaria)

Secundaria Principiantes Avanzados | Aspectos involucrados
6% 50% G5
12% 60% G2
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El objetivo de esta pregunta se centro en la posibilidad de los estudiantes uni-
versitarios de simbolizar un enunciado general (G5) sin tener que relacionarlo con
una situacion especifica. Se observa que los estudiantes que inician la universidad
muestran grandes dificultades para interpretar el numero general (G2) y mas aun
para simbolizar este tipo de enunciados (G5). En comparacion, se observa que
alrededor de la mitad de los alumnos mas avanzados va logran hacerlo.

Estos resultados, junto con los de la pregunta 5, sugieren que, gracias a los
cursos que los estudiantes reciben en la universidad, logran mejorar su capacidad
de interpretar la variable en cualquiera de sus usos. También mejora su capaci-
dad de simbolizacion, sobre todo cuando se enfrentan a enunciados especificos

como el de la pregunta 6.

Pregunta 7 para universitarios - Pregunta 4 para secundaria

Pregunta 4 para secundaria

Un hortelano vende el kilogramo de tomate a
$12.00 y le cuesta $240.00 recoger la cosecha.
Halla una relacién entre lo que gana el hortela-
no y el numero de kilogramos de tomate que
vende. {Cuantos kilogramos tiene que vender
para ganar $4 500.00?

Pregunta 7 para universitarios

Lorenza entreno para una carrera de bicis su-
biendo y bajando por una colina cercana a su
casa, viajando a 8 km/h al subir la montana y a
17 km/h al bajar. EI entrenamiento duré 2 horas
y media empezando y terminando en el mismo
lugar. {Cuanto tiempo tardé Lorenza en subir la
colina y cuantos kilémetros recorrio en total?
Recuerda que la relacién entre la velocidad, la
distancia y el tiempo estd dada por d = vt

Andlisis

En este problema se requiere identificar la rela-
cion funcional entre el nimero de kilogramos de
tomate que se venden y la ganancia obtenida,
tomando en consideracion el costo de la cose-
cha (F1). Simbolizar la relacién funcional (F6).
Sustituir el dato proporcionado (F2) para obte-
ner una ecuacion en la que es necesario inter-
pretar una de las variables como incognita (I1),
manipularla (G2, G4) y encontrar su valor (14).
Este problema también puede resolverse utilizan-
do una estrategia de graficacion de funciones.

Anélisis

En este problema se requiere reconocer la in-
cognita del problema (I1), simbolizarla (15) y
establecer las ecuaciones (I5). Llevar a cabo
las manipulaciones (G4) necesarias para resol-
ver las ecuaciones (14). Reconocer la correspon-
dencia (F1) y la variacién conjunta (F4).

Porcentajes de aciertos Pregunta 7

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
23% 0% 40% 11
77% 0% 40% F1, F4
38% 0% 40% F6
38% 0% 40% 15
15% 0% 40% G4
15% 0% 40% 14
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Los datos del cuadro muestran que los estudiantes que inician la universidad
tienen serias dificultades para reconocer (I1) y simbolizar la incognita (I5); para
manipular la expresion algebraica (G4) y determinar el valor de la incognita (14);
para reconocer la correspondencia (F1) y la variacion conjunta en una relacion
funcional (F4) y simbolizarla (F6); cuando la situacion que se les presenta es lige-
ramente mas compleja que aquella que son capaces de resolver los estudiantes
de secundaria. Los alumnos mas avanzados, en cambio, muestran menos dificul-
tades con estos aspectos en estas situaciones, si bien solo 40% resuelve este pro-
blema, mientras que el restante 60% deja la pregunta sin contestar.

Los alumnos avanzados muestran una mejoria en la capacidad para integrar
los distintos usos de la variable, cuando los comparamos con sus colegas que
inician la universidad, ante un problema que no tiene una solucion directa. El
trabajo de manipulacion e interpretacion requerido en los cursos avanzados de
matematicas parece fortalecer un poco esta capacidad de integracion. Sin embar-
oo, llama la atencion que los adolescentes de 32 de secundaria ya muestran esta
capacidad en porcentajes muy proximos a los universitarios avanzados cuando
se enfrentan, claro esta, a problemas menos complejos, pero que involucran los
mismos aspectos de la variable.

Pregunta 8 para universitarios - no hubo pregunta equivalente para secundaria
Pregunta 8 para universitarios Anélisis

Escribe utilizando simbolos: las rectas que La intencion de esta pregunta es profundizar
tienen pendiente constante —2. Explica el signi- | en la idea que tienen los estudiantes de los
ficado de cada uno de los simbolos que hayas | parametros y su posibilidad de distinguirlos de
introducido. las otras variables que aparecen en los proble-
mas matematicos. Para resolverlo, es necesario
simbolizar un enunciado (G5), interpretar los
simbolos x e y como numeros generales (G2)
y el parametro como otro numero general que
desempena un papel diferente al de las otras
variables en el problema (G2).

Porcentajes de aciertos Pregunta 8 (no se pregunté en secundaria)
Secundaria  Principiantes Avanzados Aspectos involucrados

24% 50% G5, G2
12% 50% G2
12% 50% G2

Epucacion MATEMATICA, vol. 18, num. 3, diciembre de 2006 21



¢Mejora la comprension del concepto de variable cuando los estudiantes..?

La capacidad de integracion de los aspectos relacionados con el ntimero ge-
neral es importante para la solucion de multiples problemas algebraicos. Los datos
relativos a esta pregunta muestran que los estudiantes universitarios tienen difi-
cultades con esta integracion (G2, G5). Nuevamente, la aparicion de pardmetros
en las expresiones algebraicas es fuente de dificultades que los estudiantes no son
capaces de superar. Los estudiantes avanzados muestran mayor capacidad de in-
tegracion de estos aspectos del niimero general, aunque mucho menos de lo que
se esperaria en este nivel de estudios.

Aun cuando se observa en los datos que hay un desarrollo de la posibilidad de
los estudiantes para integrar algunos aspectos relacionados con el niimero gene-
ral en un problema que suele ser tipico en varios de los cursos universitarios, se
puede concluir que el avance logrado esta atin lejos del requerido.
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Pregunta 9 para universitarios - Pregunta 3 para secundaria

Pregunta 3 para secundaria

Sabemos que x + y =10y ademas que xy = 7.
Halla los valores de xy de y.

Pregunta 9 para universitarios

Una ecuacion diferencial es una ecuacion en
la que aparecen la funcion y(t) y su derivada
y'(t). Se dice que una ecuacion diferencial tiene
una solucion de equilibrio si y'(0) = 0 para
toda t

Si tienes la siguiente ecuacion diferencial,

y'(t) = 2y(t)> + ay(t) + 10. éPara cudles valores
de a no tiene solucion de equilibrio la ecuacion
diferencial?, ¢para cudles tiene sélo una solucion
de equilibrio y para cudles tiene mas de una
solucién de equilibrio? Justifica tu respuesta.

Andlisis

Esta pregunta puede resolverse siguiendo dis-
tintas estrategias. La mas sencilla requiere
identificar las dos expresiones dadas como
ecuaciones, y las dos variable x e y como incog-
nitas (11, 12). Para manipular estas expresiones,
es necesario interpretar las variables x e y como
numeros generales (G2) y manipular una de
las ecuaciones para obtener una expresion
equivalente en términos de una sola variable
(G4). Posteriormente, se ha de interpretar esta
expresion como una ecuacion en la que hay
una incognita (I1), encontrar su valor (14) y
sustituirlo en la otra expresion (12, G3, G4). Otra
estrategia consiste en identificar las expresiones
como relaciones funcionales, graficarlas y, a
partir de la grafica, encontrar los valores co-
rrespondientes.

Analisis

La solucion de esta pregunta requiere la iden-
tificacion de la funcion y(t) como la incognita
de la ecuacion (12) y la interpretacion de la
variable a como pardmetro (G2). Posteriormente,
manipular la expresion para encontrar la solu-
cion y(t) (G4). Enseguida, es necesario inter-

pretar al parametro a como una incognita (12),
manipular y encontrar su valor (14).

Porcentajes de aciertos Pregunta 9

Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
0% 0% 30% 11,12
23% 0% 30% G2
8% 0% 30% G4
8% 0% 30% 12
8% 0% 30% 14
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Una vez mas se observa que los alumnos que inician la universidad tienen
serias dificultades con la interpretacion de los parametros y también con la inter-
pretacion de una funcién o de un parametro como incognita y con su manipula-
cion (11, 12, G2, G4). Los alumnos mas avanzados muestran las mismas dificultades,
si bien con un nivel de generalidad menor. Llama la atencion que los alumnos de
secundaria obtengan mejores resultados en un problema equiparable que los que
inician la universidad. Si bien el nivel de complejidad de la pregunta 3 del cues-
tionario para secundaria era mucho menor, implicaba, sin embargo, los mismos
aspectos de la variable. Una posible explicacion al fracaso de los estudiantes que
inician la universidad puede ser que, en los cursos que los alumnos reciben en
el bachillerato, no hay una labor adecuada para que les sea posible enfrentar con
éxito situaciones un poco mas complicadas, aun cuando las matematicas que se
ensefan sean mas complejas. Otra posible explicacion es el desconcierto que
puede causar el hecho de que la pregunta esté planteada en el contexto de las
ecuaciones diferenciales, desconocidas para los alumnos de nivel inicial, pero no
para los avanzados; aunque en realidad el conocimiento de esta materia no es
necesario para la solucion del problema, dicho desconcierto pudo haberles im-
pedido enfocar el problema en términos de variable.

La informacion que proporciona esta pregunta confirma lo que se ha mencio-
nado anteriormente. Cuando en las expresiones algebraicas aparecen parametros,
los estudiantes tienen muchas dificultades para integrar los distintos usos de la
variable y también los aspectos relacionados con cada uno de sus distintos usos.
Si bien se observa un ligero cambio entre quienes inician la universidad v los es-
tudiantes mas avanzados, la capacidad para integrar los diferentes usos de la va-
riable puede considerarse como incipiente.
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Pregunta 10 para universitarios - Pregunta 6 para secundaria

Pregunta 6 para secundaria Analisis

Los datos de la tabla representan el precio al | Para resolver este problema, es necesario in-
que se venden los jugos en el puesto del terpretar las variables que representan los datos
mercado. de la tabla como variables en correspondencia
Encuentra la grafica que describe la relacion (F1). A partir de ellos, es necesario graficar la
entre la cantidad de jugo que compras y funcion (F6) e interpretar la informacion conte-
el precio. nida en ella en términos de la variacion entre

Describe con tus propias palabras qué pasa con
el precio cuando compras mas jugo.

éCuénto costarfa comprar 2 /4 vasos de jugo?
Escribe una ecuacion que represente cuanto
tienes que pagar dependiendo del nimero de
vasos de jugo que compres.

¢Cuanto tendrias que pagar por 9 vasos de jugo?

Cantidad de vasos (x) Precio en pesos (y)
1
15
2
25
3
35
4
45

O o N oy Ul B W N

las variables (F4). En seguida hay que inter-
pretar la relacion funcional (F1) y simbolizarla
(F6). Una vez que se cuenta con esta relacion,
es necesario sustituir los datos proporcionados
en la relacion funcional (F2) para obtener una
ecuacion en la que se debe reconocer la in-
cognita (11, 12) y manipularla (G4) para encon-
trar su valor (14).
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Pregunta 10 para universitarios - Pregunta
Pregunta 10 para universitarios

A partir de los datos que se presentan en la
tabla y que representan la ganancia que obtiene
un fabricante de sillones, encuentra la grafica
que describe la relacién entre las variables.
Encuentra los valores para los que la ganancia
crece cuando la cantidad vendida aumenta.
Encuentra la relacion entre la cantidad vendida
y el precio, suponiendo que la ganancia tiene la
forma G = ax’ + bx + cy verifica que cuando
x =17 la ganancia que obtiene el fabricante es
la ganancia maxima que puede obtener.
éContradice este resultado al encontrado
anteriormente?

6 para secundaria (continuacion)
Andlisis

Para resolver este problema, es necesario inter-
pretar las variables que representan los datos
de la tabla como variables en correspondencia
(F1). A partir de ellos, es necesario reconocer
la variacién conjunta (F4) y graficar la funcién
(F6), determinar los intervalos de variacion (F5)
y sustituir valores dados (13). También requiere
interpretar @, by ¢ como parametros (G2) y
después como incégnitas (11,12), resolver el sis-
tema de ecuaciones que se obtiene para de-
terminar los valores de los pardmetros (14, G4)
para, por ultimo, encontrar el valor de la varia-
ble dependiente dado el de la independiente (F2).

Cantidad x Ganancia G
2 0
5 162
10 352
15 442
20 432
25 322
30 112
32 0
Porcentajes de aciertos Pregunta 10
Secundaria | Principiantes Avanzados Aspectos involucrados
69% 47% 80% F1
31% 47% 80% F6
69% 12% 50% F4
No aplica 6% 20% F5
No aplica 6% 40% G2
69% 6% 20% 11, 12
No aplica 6% 20% 13
69% 6% 20% 14
69% 6% 20% G4
69% 6% 40% F2
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En estos datos se observa que los estudiantes universitarios avanzados, asi
como un buen porcentaje de estudiantes de secundaria, son capaces de reconocer
la correspondencia (F1). Pero, més de la mitad de los estudiantes que empiezan la
universidad tienen dificultad para ello, cuando el problema al que se enfrentan
es mas complejo que el que se presenta a los estudiantes de secundaria. Al no
reconocer la correspondencia, tampoco pueden graficar la funcion, mientras que
éste no es el caso para los mas avanzados (F6). Los estudiantes que inician la
universidad también tienen dificultades para reconocer la variacion conjunta (F4)
y determinar intervalos de variacion (F5). La posibilidad de interpretar variables
en cualquiera de sus usos cuando se presentan parametros en el problema, de
manipular (G2, G4) y encontrar los valores de las incognitas resulta dificil para
todos los estudiantes universitarios (I1, 12, I3, I4). Por otro lado, un porcentaje in-
teresante de alumnos de secundaria puede graficar la funcion, aunque pocos
pueden simbolizar la relacion funcional (F6). Un buen porcentaje de ellos pue-
de reconocer la variacion conjunta (F4), sustituir los datos para obtener una
ecuacion (F2), reconocer la incognita (11, [2) y proceder a determinar su valor
(G4, 14).

RESULTADOS RELATIVOS A LOS DIFERENTES USOS DE LA VARIABLE
Resultados relacionados con incognita

El andlisis de las respuestas dadas a los cuestionarios y en las entrevistas muestra
que un poco mas de 50% de los estudiantes de cada uno de los tres grupos de
la muestra pudieron reconocer una incognita cuando aparecia en una ecuacion
simple, por ejemplo la de la pregunta 2 o en problemas muy sencillos, como al
que se llega en la pregunta 1. Sin embargo, solo un pequeno porcentaje de los
alumnos mas avanzados fue capaz de identificar la incognita en problemas mas
complejos como el de la pregunta 7 o cuando no se indicaba de manera expli-
cita cudl era la incognita de la ecuacion como, por ejemplo, en la pregunta 9 en
la que la incognita es una funcion, o en la pregunta 10 en la que la incognita es
primero un parametro y posteriormente la variable x de la ecuacion. Si bien hay
un ligero avance en la interpretacion del simbolo, cuando la incognita esta aso-
ciada a un parametro o a una funcion, los estudiantes tienen mayores dificulta-
des para reconocerla. Se encontrd ademas que, a pesar de que los estudiantes
eran capaces de identificar la incognita, no siempre lograban determinar su valor.
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En un porcentaje alto de estudiantes, se nota, ademas, persistencia en el uso de
acercamientos aritméticos para resolver los problemas.

De estos datos puede concluirse que, si bien los estudiantes universitarios
manejan mejor que los alumnos de secundaria las situaciones en las que apare-
ce la incognita, el avance no es significativo.

Resultados relacionados con el niumero general

Casi todos los alumnos que respondieron el cuestionario pudieron interpretar y
manipular nimeros generales cuando se presentaban en problemas simples. En
problemas mas complejos, sélo un poco mas de la mitad de los estudiantes uni-
versitarios avanzados fueron capaces de hacerlo. Si bien hay muestras de algin
progreso en la capacidad de interpretar los parametros y en la capacidad de sim-
bolizar expresiones generales entre los estudiantes universitarios avanzados, sélo
alrededor de la mitad de ellos pudo simbolizar expresiones simples.

Resultados relacionados con las variables en relacion funcional

Cuando se analizan las respuestas a las preguntas que involucran variables en
relacion funcional, se hace evidente que, en el caso de los problemas simples, la
correspondencia entre variables no presenta problemas para la mayor parte de
los estudiantes. Esto no es asi cuando se trata de problemas mas complejos, aun-
que se observa un avance cuando se compara el desempeno de los estudiantes que
inician la universidad con los mas avanzados. En cuanto a la capacidad para traba-
jar con la variacion conjunta, la mayoria de los estudiantes presento dificultades.
Unicamente una tercera parte de los estudiantes universitarios avanzados pudo
interpretarla adecuadamente.

Los resultados obtenidos sugieren también que los cursos avanzados que si-
guen los estudiantes en la universidad tienen un impacto sobre su capacidad de
determinar intervalos y de simbolizar relaciones mas complejas. Sin embargo, con-
sideramos que, a pesar de los cursos, hay atin demasiados estudiantes que tienen
dificultades con estos aspectos. También queremos senalar que muchos estu-
diantes de este nivel recurren todavia a procedimientos aritméticos en sus pro-
cesos de solucion.

Un resultado interesante es que, cuando se pregunta a los estudiantes de se-
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cundaria acerca de su interpretacion de los datos de una tabla, manifiestan una
clara nocion intuitiva de la variacion conjunta. Esta intuicion parece haberse per-
dido en los estudiantes que inician la universidad. Tal parece que la intuicion se
pierde conforme se estudia algebra en la escuela; sin embargo, gracias al trabajo
que se realiza con funciones en los cursos universitarios, los estudiantes logran
interpretar la variacion conjunta, aunque en un grado menor al requerido en este
nivel de estudios.

RESULTADOS RELACIONADOS CON LA INTEGRACION Y DIFERENCIACION
DE LOS USOS DE LA VARIABLE

Los resultados de este estudio muestran que cuando los problemas presentados
a los estudiantes son sencillos, independientemente de su nivel escolar, son capa-
ces de integrar los distintos usos de la variable, particularmente el nimero general
y la incognita, v de pasar flexiblemente de uno a otro en sus estrategias de solu-
cion. Cuando se les presentan problemas que son ligeramente mas complicados,
por ejemplo, problemas que contienen parametros o que requieren la simbolizacion
de una expresion que no sea una traduccion directa, muchos de los estudiantes de
secundaria y de los que inician sus estudios universitarios recurren a procedi-
mientos aritméticos en lugar de utilizar el algebra. Aun cuando los estudiantes
avanzados mostraron mayor capacidad de integrar los distintos usos de la variable,
todavia se encuentran demasiados casos de alumnos que tienen una capacidad
muy limitada de pensamiento algebraico.

Los problemas complejos representaron un reto importante para casi todos
los estudiantes de esta muestra. Muchos de ellos no fueron capaces de simbolizar
expresiones, ni interpretar el papel de las variables involucradas en el problema
ni establecer o manejar las relaciones entre variables. La mejoria encontrada entre
los estudiantes avanzados no refleja una comprension profunda del concepto de
variable. Las preguntas utilizadas en los instrumentos involucran otros conceptos
matematicos ademas del de variable. Ello es inevitable, pues la variable nunca
aparece por si misma. Podria pensarse que algunas de las dificultades de los es-
tudiantes senaladas hasta este momento pueden deberse a la falta de comprension
de esos otros conceptos y no del concepto de variable. Sin embargo, considera-
mos que estas posibles deficiencias no influyeron en el analisis de manera deter-
minante, va que, como se menciono anteriormente, el analisis de las respuestas
de los estudiantes considerd unicamente la manera en la que manejaban las
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variables. Ademas, en la entrevista se pudo constatar que, por ejemplo, los estu-
diantes universitarios tenian conocimiento del significado de limite, de derivada
y de diferentes tipos de funciones basicas. También hay que tomar en conside-
racion que en las propias preguntas se incluyeron las explicaciones necesarias
para evitar que una comprension deficiente de estos conceptos interfiriera en sus
respuestas.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de respuestas a las entrevistas
a estudiantes universitarios avanzados, las cuales ilustran como las dificultades de
integracion de los usos de la variable persisten en este nivel.

Durante la entrevista y en el cuestionario, Julian muestra que es capaz de
interpretar la variable y que puede integrar y diferenciar los distintos usos de la
variable cuando es necesario. A pesar de que muestra solidez en sus estrategias
de solucion, en la pregunta 1, por ejemplo, no identifica inicialmente la ecuacion
resultante como la de una parabola v, al preguntarsele por la variacion, tarda en
responder vy finalmente dice: “cuando x aumenta, el drea aumenta vy si x dismi-
nuve, disminuve la base v entonces también disminuye el drea”. Cuando se le
cuestiona por qué duda y aunque dice “.es que es una parabola”, tiene dificul-
tades para expresar la variacion y concluye “.. creo que aunque es una parabola
solo esta parte entra aqui (refiriéndose a los valores positivos de x) v entonces si
x aumenta, el darea aumenta”. En la pregunta 7 Julian interpreta claramente el
problema vy plantea las ecuaciones s=8t D=s+ b, 825 - 1)+ 17T=D,s=b,
en las que s es la distancia de subida, t el tiempo de subida, b la distancia de
bajada, T el tiempo de bajada v D la distancia total. Una vez que plantea las
ecuaciones dice: “Tengo que encontrar t, el tiempo de subida, v D, la distancia
recorrida, pero no sé, porque tengo muchas variables, las puedo combinar pero
siempre me va a quedar mas de una variable vy no voy a poder despejar ninguna
de las dos incognitas’, y no es capaz de hacer mas.

Patricia muestra en sus respuestas que no tiene problemas con la manipula-
cion de la variable independientemente de la dificultad de los problemas, mien-
tras éstos no incluyan parametros. Cada vez que éstos aparecen, sus respuestas
indican dificultad para interpretar su significado. Por ejemplo, ante la funcion
G(x) = ax® + bx + ¢, manipula y utiliza su conocimiento de célculo diferencial
para encontrar que el maximo de la funcion esta en x = —b/2a. Cuando es nece-
sario sustituir los datos de la tabla para encontrar los valores de los parametros,
no puede relacionarlos con la ecuacion para la ganancia: “esto se puede hacer...
a lo mejor con los datos... pero no sé como”, y es incapaz de plantear las ecua-
ciones necesarias para lograrlo. Muestra en sus respuestas que, si bien puede
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manipular la expresion y considerar las literales que en ella aparecen como nu-
meros generales, no es capaz de asignarles el significado de incognita cuando
ello se requiere. En el problema 9, Patricia encuentra otra vez dificultades con
los parametros. Reconoce, en primer término, que la ecuacion dada tendra una
solucion de equilibrio cuando la derivada de la funcion sea cero y la ecuacion
quede como una ecuacion cuadratica. Dice: “Aqui ya tengo esta ecuacion con
v'= 0y la tengo que resolver para y”. Utiliza la formula para la ecuacion cuadra-
tica correctamente, pero le queda una expresion en términos del parametro, ante
lo que expresa confusion: “Ya no sé qué pasa, porque lay es lo que tengo que en-
contrar, pero lengo esa a que no conozco’, el entrevistador le pregunta “Pero,
en la pregunta iqué es lo que se pide?” v ella responde “Los puntos de equili-
brio, pero es que esa a no me permite encontrarlos, porque no sé cudnto vale”.
Patricia enfoca su atencion en la variable v, la considera una incognita, lo cual
es correcto, en un primer momento, pero posteriormente, no es capaz de recono-
cer al parametro como incognita y considerar las especificaciones del problema
para encontrar su valor.

Al resolver el problema 1, Roberto interpreta la correspondencia entre las va-
riables, pero no la variacién y no identifica la relacion resultante como la ecua-
cion de una parabola. Su respuesta indica que interpreta la formula para el area
de manera global y estatica “El drea estd dada por esta formula... x puede tomar
valores de 1 a 3, para cada valor, si sustituyes, tienes el drea, v si es el mdximo,
porque si sustituves encuentras ese valor”. Ademas, sus respuestas parecen indi-
car que interpreta la relacion como una ecuacion en la que es necesario conocer
el valor del area para poder calcular un valor especifico para la variable x. Muestra,
ademas, una fuerte tendencia a utilizar procedimientos aritméticos a lo largo de
toda la entrevista. En el problema 5 calcula la cosecha sucesivamente para cada
ntmero de arboles, desde 60 hasta que llega a un ntimero cercano al que re-
quiere el hortelano y concluye: “éstos son los drboles que tiene que sembrar”. En
la pregunta 7, calcula la velocidad promedio v dice “la velocidad total es de
125km/h y como son 2 horas lo que tardé entonces son 25 km la distancia”
vy no puede hacer mas ante el cuestionamiento del entrevistador. En la pregun-
ta 10, dibuja punto a punto la grafica con los datos de la tabla y comenta: “ésta es
la ecuacion, para G, pero, bueno puedo derivar y encontrar el maximo ...pero no,
porque no sé a, b v c.. ni ided”.

Es interesante destacar que los estudiantes universitarios avanzados son ca-
paces de resolver problemas algebraicos complejos cuando se encuentran en el
contexto de las clases de matematicas, por ejemplo, en el contexto de un curso

Epucacion MATEMATICA, vol. 18, num. 3, diciembre de 2006 31



¢Mejora la comprension del concepto de variable cuando los estudiantes..?

de Ecuaciones Diferenciales, pero, cuando ellos mismos abordan las preguntas
simples de algebra que se les presentaron en este estudio, sus respuestas no
muestran la profundidad de comprension que se esperaria. La tinica diferencia
entre las dos situaciones es que, cuando abordan los problemas de este trabajo,
los estudiantes se encuentran fuera del contexto de una clase de matematicas, lo
que parece indicar que no son capaces de utilizar su conocimiento matematico
en condiciones distintas a las escolares. En estas condiciones, o bien regresan al
uso de procedimientos aritmeéticos, como en el caso de Rodrigo, presentado an-
teriormente, o no son capaces de llegar a una solucion, como muestra el caso
de Patricia. Una pregunta que surge de estos resultados es ¢como explicar la im-
posibilidad de transferencia del conocimiento algebraico?

DISCUSION

Las dificultades que los estudiantes muestran a lo largo de este estudio no son
sorprendentes a la luz de la investigacion en Matematica Educativa. Varios estu-
dios han informado a lo largo de los afios (Boero y Bazzini, 2004; Ainely et al,
2004; Gram y Thomas, 2000) que los alumnos muestran serios problemas en el
aprendizaje del algebra vy, en particular, en la comprension del concepto de va-
riable (Ambrosio, 2006; Ursini v Trigueros, 2006; Bills, 2001, 2004; Trisueros et al,
2002; Bloedy-Vinner, 2001;Warren, 1999). Aunque en algunos de estos estudios
se ha trabajado con estudiantes universitarios, en ellos no se han incluido estu-
diantes universitarios tan avanzados como los que participaron en esta investi-
gacion. La comparacion entre el nivel de aprendizaje de alumnos de secundaria
y estos estudiantes pone de relieve que cursar mas materias de matematicas no
resuelve el problema fundamental de la comprension de la variable.

Con el afan de profundizar en los problemas que pueden estar implicados en
esta falta de comprension o en la falta de transferencia del conocimiento, se pro-
cedio a realizar una busqueda de resultados de estudios en el ambito de las cien-
cias cognitivas, a fin de encontrar alguna posible explicacion.

Los avances en tecnologia han posibilitado el estudio de la actividad cerebral
cuando una persona resuelve problemas de matematicas. Estos estudios son re-
cientes y no es pertinente intentar obtener de ellos conclusiones globales todavia;
pero entre los resultados hay algunos que conviene tomar en consideracion en
la investigacion en Matematica Educativa y en la ensefianza de las matematicas.
Algunos indican que la comprension esta contextualizada en las experiencias que
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le dan origen v que se estructura con base en analogias y asociaciones (Davis y
Sumara, 2006; Calvin, 1996; Clark, 1997; Zull, 2002). En el marco del presente
estudio, estos resultados apuntarian a que la pobreza en las respuestas de los es-
tudiantes podria tener relacion, como se menciono anteriormente, con el hecho
de que el estudio se hizo fuera del contexto de la clase y, en esas circunstancias,
los estudiantes no son capaces de establecer las asociaciones necesarias para uti-
lizar su conocimiento algebraico. Pero, ¢como lograr en la escuela que el cono-
cimiento pueda ser transferible? Los mismos estudios indican que, para que esto
ocurra, es necesario que el aprendizaje haga referencia a contextos diversos y, sobre
todo, que se comprendan los conceptos a profundidad para que los alumnos sean
capaces de aquilatar sus posibilidades y limitaciones, aunque hace falta mucha
investigacion a este respecto.

Por otra parte, en la psicologia cognitiva se ha desarrollado una teoria que ha
probado ser ttil en el andlisis de datos de algunas situaciones en ensenanza de
matematicas. Esta teorfa, llamada teorfa del proceso dual (Kahneman, 2002; Sta-
novich y West, 2002, 2003), puede proporcionar elementos para interpretar algunos
resultados empiricos de los errores de los estudiantes o de sus dificultades v, en
el marco del trabajo que aqui se presenta, puede permitir entender como es que
los estudiantes que han pasado por muchos cursos de matematicas v responden
de manera correcta en los examenes de esos cursos v son inteligentes parecen no
tener el conocimiento necesario para resolver correctamente preguntas simples
como las que se plantean en este estudio.

Ante un problema similar, Kahneman y Frederick (Kahnemann, 2002, p. 451;
Kahneman y Frederick, 2005, p. 273) se preguntaron cudles pueden ser los meca-
nismos que estan detras de la informacion experimental de que muchas personas
resuelven incorrectamente problemas sencillos de matematicas cuando tienen un
conocimiento que podria suponerse profundo de esta disciplina. En su respuesta
utilizaron la teoria del proceso dual.

De acuerdo con esta teoria, nuestra cognicion y nuestra conducta operan en
paralelo en dos diferentes modos, a los que denominan Sistema 1 y Sistema 2,
que podrian corresponder, aunque no exactamente, a nuestro sentido comun de
pensamiento intuitivo y analitico. Esos dos modos tienen diferentes origenes evo-
lutivos, operan de manera diferente y se activan por el funcionamiento de partes
distintas del cerebro. El sistema S2 es mas reciente en términos evolutivos y refle-
ja en gran parte la evolucion cultural. Esta teoria se ha desarrollado recientemente
en las ciencias cognitivas y tiene importantes consecuencias para la interpreta-
cion de algunos resultados en la investigacion educativa. Los procesos S1 se ca-
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racterizan por ser rapidos, automaticos, sin esfuerzo, baratos en términos del uso
de recursos de memoria, inconscientes e inflexibles, es decir, dificiles de cambiar
o superar. Los procesos S1 van mas alla de la pura percepcion, ya que pueden
estar mediados por el lenguaje y pueden relacionarse con acontecimientos que
no suceden aqui y ahora, es decir acontecimientos que pueden suceder en lugares
distantes o que tienen que ver con el pasado o el futuro. Los procesos S2, en
contraste, son lentos, conscientes, involucran recursos de la memoria y son rela-
tivamente flexibles, ademas funcionan como monitores v criticos de las respuestas
rapidas y automaticas de S1, y tienen una especie de autoridad sobre ellos que
les permite tomar el control de la situacion cuando es necesario. Segun esta mis-
ma teoria, el sistema S1 no se puede entrenar, pero el sistema 2, si. En muchas
situaciones, S1 y S2 trabajan concertadamente, pero en otras, S1 produce una
respuesta automatica rapida y no necesariamente correcta respecto al contexto
en el que se da. En otras situaciones, S2 acttia como mecanismo de control, pon-
dera la situacion y permite dar una respuesta diferente.

El hecho de que los estudiantes cometan a menudo cierto tipo de errores al-
gebraicos vy que estos errores aparezcan incluso en estudiantes universitarios
avanzados que han llevado varios cursos de algebra, como es el caso del presente
estudio, podria abordarse utilizando la teoria del proceso dual: Los atributos su-
perficiales del problema provocan, probablemente, una respuesta inmediata del
sistema S1, la cual estaria basada en los aspectos mas sobresalientes de la pre-
gunta y muchos estudiantes, sin importar su nivel, aceptan este tipo de respuesta
de manera poco critica. En el caso de los estudiantes que responden de manera
correcta, se podria decir que el sistema S1 se activa también inmediatamente con
el mismo tipo de respuesta, pero, enseguida, el sistema S2 interfiere criticamente,
lo que permite que los alumnos reconsideren los elementos de la pregunta de
manera mas critica y puedan asi dar una respuesta correcta.

Es interesante notar que, aunque es normal que en las situaciones cotidianas
las personas prefieran respuestas rapidas, aproximadas y que vienen pronto a la
mente, se esperaria que las horas dedicadas al estudio por parte de los estudian-
tes universitarios hubieran sido utiles para entrenar su pensamiento metodoldgico
de manera que pudieran analizar las situaciones criticamente y corregir, en caso
necesario, su respuesta inmediata.

Los resultados aqui presentados, vistos a la luz de esta teoria, podrian indicar
que estudiantes de distintos niveles son atraidos fuertemente por las caracteris-
ticas superficiales de los problemas. Esto sucedera siempre, pero el papel de la
ensefanza de las matematicas en la escuela, por ejemplo cuando se ensefa al-
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gebra, debe ser el de entrenar el sistema de control de los alumnos mediante la
introduccion de multiples oportunidades de reflexion sobre el concepto de varia-
ble en diferentes contextos, de tal manera que, cuando requieran utilizar sus
conocimientos dentro o fuera del contexto escolar, sean capaces de responder
criticamente y de dar explicaciones solidas a sus respuestas.

CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos en este trabajo sugieren que los cursos de matematicas
avanzadas tienen un impacto positivo en la capacidad de los estudiantes para
usar las variables. Sin embargo, el avance es mucho menor que el que se requiere
en dichos cursos. Sugieren también que, durante el paso por la escuela, los estu-
diantes han aprendido mas técnicas, pueden aplicar algoritmos con mayor flui-
dez y mejoran en la posibilidad de interpretar las variables en las expresiones. Es
claro, por otra parte, que la gran mayoria de ellos no utilizan las variables como
herramienta poderosa para analizar y resolver problemas. Cuando enfrentan pro-
blemas complejos, todos los estudiantes, incluidos los avanzados, suelen evitar el
acercamiento algebraico y regresan a utilizar procedimientos aritmeticos.

Los datos encontrados sugieren que la capacidad de pensamiento algebraico
de los estudiantes no esta4 tan desarrollada como seria deseable y que, aunque los
estudiantes de secundaria ya muestran cierta capacidad para integrar los distin-
tos usos de la variable vy sus distintos aspectos, esta capacidad no se desarrolla en
su paso por la escuela. Esto se debe probablemente a que ni en los programas
de estudio ni en los textos escolares se hace énfasis en la integracion de los dis-
tintos usos de la variable. Si bien a lo largo de la ensefianza secundaria los alum-
nos enfrentan problemas que requieren trabajar con cada uno de los tres usos
mencionados, sea de manera separada o integrada (Benitez, 2004), no hay, en
los textos escolares, apovos deliberados suficientes que les ayuden a desarrollar
una comprension integrada del concepto de variable. Por lo general, los estudian-
tes tampoco reciben este tipo de apoyos por parte de los profesores, va que los
propios profesores también carecen, en muchas ocasiones, de una comprension
adecuada del concepto de variable (Juarez, 2001).

Para ayudar a los estudiantes a desarrollar el pensamiento algebraico, seria
necesario, a la luz de los resultados de este trabajo, ofrecerles un mayor nime-
ro de oportunidades para reflexionar sobre las ideas algebraicas involucradas en
distintos tipos de problemas y llevarlos a tomar conciencia de ellas para tratar asi
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de fortalecer el desarrollo de mecanismos internos de control. De esta manera,
los alumnos podrian profundizar en su comprension de las variables hasta llegar
a utilizarlas de manera autbnoma, esto es, sin necesidad de apoyos externos, asf
como monitorear y criticar las respuestas automaticas que provocan las caracteris-
ticas superficiales de los problemas. El uso de problemas complejos que pueden
verse como un reto para los estudiantes podria aprovecharse con el mismo fin.
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