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Esquemas de argumentacion en profesores
de matematicas del bachillerato

Angel Homero Flores

Resumen: Uno de los objetivos del curriculo del bachillerato mexicano es formar
alumnos mas criticos vy reflexivos. Una parte importante de un pensamiento cri-
tico y reflexivo se puede fomentar mediante el desarrollo de un razonamiento
deductivo, el cual, a su vez, esta en la base de la demostracion matematica. Los
profesores de bachillerato son los encargados de formar este tipo de razonamiento
en los estudiantes. Pero, ¢qué tanto los mismos profesores de matemdaticas utili-
zan un razonamiento deductivo cuando resuelven problemas matemdaticos? En
el presente articulo se presentan los resultados de un estudio sobre las practicas
argumentativas de profesores de bachillerato en México, cuando se enfrentan a
actividades geomeétricas de construccion vy validacion en un ambiente de geo-
metria dinamica. El estudio se hizo a través de un experimento de ensenanza
y muestra el desarrollo de dos de los profesores participantes en cuanto a sus
esquemas de argumentacion y sus practicas argumentativas. En el experimento de
ensefanza se evidencia un uso deficiente del razonamiento deductivo. En un
inicio, los profesores utilizan esquemas de argumentacion simbolicos vy facticos,
para pasar a un uso mayoritario de esquemas analiticos.

Palabras clave: Arsumentacion, geometria euclidiana, geometria dinamica,
profesores de bachillerato.

Abstract: One of the goals of the Mexican curriculum at Bachillerato level is to
form critical and reflective students. An important part of a critical and reflective
thinking can be achieved through the development of a deductive reasoning.
Mathematics teachers are the ones that must develop this kind of reasoning in
students. But, how much a mathematics teacher uses a deductive reasoning
in his/her mathematical practice? In this paper we present the results of a study
about argumentative practices of Bachillerato teachers in Mexico, when they
face geometrical activities on construction and validation within a Dynamical
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Geometry environment. The study was made through a teaching experiment,
and shows the development of two of the participant teachers regarding their
argumentative schemes and argumentative practices. In the teaching experiment
there was an inadequate use of a deductive thinking, At the beginning of the
teaching experiment, teachers use symbolic and factual argumentative schemes,
and then they adopt, in most argumentative practices, analytical schemes.

Keywords: Arguing, Euclidean geometry, dynamical geometry, high school
teachers.

INTRODUCCION

Recientemente, en los diferentes programas del nivel medio superior o bachi-
llerato mexicano ha habido reformas que apuntan a formar alumnos mas
criticos vy reflexivos (Escuela Nacional Preparatoria, 1996; Colegio de Ciencias
v Humanidades, 2003; Colegio de Bachilleres, 1993; Bachillerato Tecnologico,
2004).

Seguin nuestra tesis, un pensamiento critico y reflexivo en los alumnos se
puede lograr a partir del desarrollo de un razonamiento deductivo y de su capa-
cidad para resolver problemas. De acuerdo con el National Council of Teachers
of Mathematics (NcT™, 2000, p. 56):

El razonamiento matematico y la demostracion ofrecen medios poderosos de
desarrollo y expresion del entendimiento de una amplia gama de fenomenos.
Las personas que razonan y piensan de manera analitica suelen observar
patrones, estructuras o regularidades en situaciones reales y en objetos sim-
bolicos; se preguntan si tales patrones son accidentales o si se presentan por
alguna razon; y hacen conjeturas y demuestran.

Para un matematico, la demostracion es la Unica manera de validar sus
conjeturas y de formalizar sus resultados. Una demostracion es una justificacion
formal de una conjetura que se basa en un encadenamiento logico de premisas
que lleva a una conclusion valida a traves de un razonamiento deductivo. Por lo
general, un matematico recurre a la demostracion cuando tiene un alto grado
de certeza de que su conjetura es verdadera y desea convencerse a si mismo y a
sus colegas de su validez. Asi, la demostracion es importante en la conformacion
de la teorfa matematica.
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En la matematica escolar,' la demostracion, entendida como el proceso de-
ductivo que lleva a la validacion de conjeturas matematicas, puede contribuir
de manera notable al desarrollo de un pensamiento critico y reflexivo en los
alumnos. Este tipo de pensamiento, a su vez, redundara en un aumento en su
capacidad para resolver problemas y para tomar decisiones dentro y fuera del
ambito escolar.

Asi pues, la matematica escolar puede contribuir en gran medida a la forma-
cion de estudiantes criticos v reflexivos a traveés del fomento de un razonamiento
deductivo y de la enseianza de la demostracion matematica.

Volviendo al problema de la formacion docente, nos preguntamos si los pro-
fesores de bachillerato utilizan la demostracion matematica y un pensamiento
deductivo en sus practicas argumentativas. La investigacion, cuyos resultados se
presentan en este trabajo, se centro en las prdcticas argumentativas y los esque-
mas de argumentacion en profesores de matemdaticas del bachillerato cuando
trabajan en actividades de geometria euclidiana.

Otro factor que es importante considerar en la formacion de estudiantes
criticos v reflexivos es el uso de paquetes computacionales de geometria dinami-
ca, pues segun algunos estudios, este tipo de software propicia el desarrollo de un
razonamiento deductivo y un mejor acercamiento a la demostracion matematica
como vehiculo del entendimiento (De Villiers, 2002; Dreyfuss y Hadas, 1987;
Hanna, 2000; Furinghetti y Paola, 2003; Mariotti, 2000; Olivero, 2002; Christou,
Mousoulides, Pittalis y Pitta-Pantazi, 2004; Southerland, Olivero y Weeden, 2004).

En la actualidad existen muchos programas de este tipo. Algunos, como The
Geometer's Sketchpad, rebasan su objetivo inicial sobre la ensefianza de la geo-
metria y ahora sirven para ensenar cualquier materia de matematicas como
algebra v calculo (The Geomeler’s Sketchpad, v. 4.0, 2003).

Teniendo en cuenta lo anterior, mediante un experimento de ensefanza, en
la investigacion de la cual deriva este articulo, se estudiaron las practicas
argumentativas, los esquemas de demostracion vy la influencia de la geometria
dinamica en profesores de matematicas de bachillerato: en particular se busco
respuesta a las siguientes preguntas de investigacion:

e (Cudles son las caracteristicas de las practicas argumentativas de los
profesores frente a un proceso de validacion matematica?

I Por matematica escolar entenderemos la matematica que se ensefia en la escuela, a
diferencia de la matematica formal que es la matematica que desarrolla e investiga un mate-
matico.

EpucacioN MATEMATICA, vol. 19, ndm. 1, abril de 2007 65



Esquemas de argumentacion en profesores de matematicas del bachillerato

*  ¢Qué papel desempena la herramienta tecnolégica en el proceso de valida-
cion cuando el profesor tiene que utilizarla para realizar construcciones?

En este articulo se presentan los resultados que tienen que ver con la respues-
ta a la primera pregunta de investigacion.

ANTECEDENTES

Si se hace una revision de los programas de estudio del bachillerato mexicano
vy lo que se dice en la mayoria de los libros de texto sobre el pensamiento deduc-
tivo v la demostracion, podemos decir que en la ensenanza de las matematicas
se privilegia la funcion de la demostracion como la tinica manera de establecer la
validez matematica de un resultado, a fin de informar al estudiante como funcio-
na un sistema deductivo, dandose mas importancia a la forma que al contenido
(Flores, 2007). Esta tendencia se evidencia también (y en opinion del autor, es
una influencia) en los libros de texto que se utilizan en otros paises (Alibert y
Thomas, 1991, p. 215; Balacheff, 2000, pp. 2-3).

En este contexto, y de acuerdo con experiencias propias del autor de este
articulo, la fuente de la validacion del conocimiento esta en el profesor, quien asu-
me la posicion de validar algo que de entrada va es valido para los alumnos.
Esto es, para la mayoria de nuestros estudiantes lo que dice el maestro es cierto
(por eso es el maestro), v si llegaran a sorprenderlo en alguna falla o en algtin
error, los libros de texto sirven para reestablecer la validez del resultado.

En estudios y trabajos que resaltan la importancia de la demostracion y las
dificultades que se tienen en la escuela para desarrollar en los alumnos un pen-
samiento deductivo —que es uno de los requisitos necesarios para entender la
demostracion matematica y para adquirir la habilidad de hacer demostraciones en
el bachillerato (Alibert y Thomas, 1991; Balacheff, 2000; Battista y Clements, 1995;
Duval, 1991, 1999; Fuys, Geddes y Tischler, 1988; Hoyles v Jones, 1998; Knuth,
2002; Mariotti, 1997; Moore, 1994; Radford, 1994; Senk, 1985, entre otros)-,
se identifican tres aspectos que podrian ser causa de las dificultades sobre la
ensenanza vy el aprendizaje de la demostracion matematica:

* La concepcion de la matematica de alumnos y profesores, en particular
con respecto a la validacion del conocimiento matematico.
e La transicion de una matematica practica a una matematica formal; esto
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en términos de la formalidad y el rigor que debe tener la matematica
escolar.

* La manera como se plantea su ensefanza en los diferentes programas de
matematicas, en general como un tema a tratar de manera puntual en un
cierto momento del programa: el razonamiento deductivo no se plantea
como una habilidad por desarrollar en los alumnos.

Seguin un estudio anterior (Flores, 2004, pp. 11-18; Flores, 2006) con profe-
sores del Colegio de Ciencias y Humanidades (UNaM-México), v basandonos en
la propia experiencia en formacion de profesores, a estos tres aspectos anadimos
otros dos:

e La calidad del conocimiento matematico del profesor sobre la materia que
se pretende ensenar.

* La capacidad de los profesores de matematicas para utilizar un razona-
miento deductivo en la argumentacion matematica v su habilidad para
realizar demostraciones matematicas.

ESQUEMAS DE DEMOSTRACION

En la literatura existen trabajos de investisacion que clasifican las practicas
arsumentativas de estudiantes, como el trabajo de Harel y Sowder (1998) sobre
esquemas de prueba (proof schemes) en estudiantes universitarios. En su estu-
dio, estos autores definen esquema de prueba o demostracion como todo aque-
llo que conforma el autoconvencimiento y la persuasién para una persona, e
identifican tres esquemas de demostracion: conviccion externa, empiricos y ana-
liticos. En la figura 1, explicamos a grandes rasgos cada uno de ellos.
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Figura 1 Esquemas de pruebas de demostracion

CONVICCION EXTERNA

— I

Ritual Autoritario Simbédlico
EMPIRICOS
/ \
Inductivo Perceptivo
ANALITICO
De transformacion Axiomatico
Internalizado Interiorizado

Los esquemas de conviccion externa dependen de la persona que lo pone
en juego y como lo hace. En este caso, una argumentacion es valida si es una
autoridad quien la realiza (esquema autoritario); si depende de su apariencia
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(esquema ritual); y si en el proceso de argumentacion existe un uso superfluo y
no consistente de la simbologia matematica (esquema simbolico).

Los esquemas empiricos son aquellos en los que las conjeturas se validan
apelando a hechos fisicos (esquema inductivo) o a experiencias de percepcion
sensorial (esquema perceptivo).

Los esquemas analiticos son aquéllos en los que el individuo utiliza deduc-
ciones logicas para validar conjeturas. Si durante una validacion el individuo usa
la transformacion de los objetos mediante un proceso deductivo y una anticipacion
de los resultados de tal transformacion, entonces el esquema serd un esquema de
transformacion; si, ademas, el individuo esta conciente de que existen términos
indefinidos y axiomas, entonces se trata de un esquema axiomdatico.

En su informe sobre los esquemas de demostracion de los estudiantes, Harel
y Sowder (1998, p. 238) aclaran el caracter no definitivo de su estudio:

Caracterizamos los resultados de esta investigacion como exploratorios. El sis-
tema de esquemas de demostracion descrito aqui debe ser validado por otros
investigadores a través de multiples experimentos de ensenanza realizados por
instructores en diferentes instituciones. Mas adelante, en el marco teorico,
abundaremos algo mas sobre estos esquemas y daremos a conocer nuestra
posicion al respecto.

GEOMETRIA DINAMICA

La posibilidad de tener computadoras en el aula con paquetes computacionales
de geometria dinamica hace importante considerar un estudio del uso de soft-
ware de geometria dindmica (GD), pues segtin algunas investigaciones este tipo
de software propicia el desarrollo de un razonamiento deductivo y un mejor
acercamiento a la demostracion matematica como vehiculo del entendimiento.

En la actualidad existen muchos programas de Gb, algunos incluso rebasan
su objetivo inicial sobre la ensefianza de la geometria y ahora sirven para ense-
fiar cualquier materia de matematicas como algebra y calculo (The Geometer’s
Sketchpad, v. 4.0, 2003).

Seguin la literatura revisada, la GD en la resolucion de problemas de construc-
cion tiene algunas caracteristicas y potencialidades que la hacen util para el
presente estudio. Estas caracteristicas son:
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* Puede ayudar en la transicion de una argumentacion empirica a una de-
ductiva (Hoyles v Jones, 1998; Gravina, 2000).

e Mejoraria la apreciacion de la naturaleza v el proposito de la demostra-
cion matematica (Hoyles vy Jones, 1998).

e Ayudaria a mejorar la capacidad de generalizar de los estudiantes
(Pressmeg, 1999).

+ Situa al usuario en un contexto tedrico (Mariotti, 2000; Southerland,
Olivero y Weeden, 2004).

e Puede servir para eliminar conjeturas que parecian razonables (Giamati,
1995).

Contribuye a la construccion conjunta del conocimiento (Mariotti, 2000).

e Puede servir de enlace entre el mundo fenomenologico v el tedrico
(Mogetta, 2001).

CONCEPTOS UTILIZADOS

En la presente seccion definiremos los conceptos que se utilizaran en el andlisis de
los resultados del presente estudio.

Por pensamiento critico y reflexivo se entendera el tipo de pensamiento que
lleva a un individuo a considerar las opciones disponibles en una situacion
dada, de modo que la decision que tome sea la mas fundamentada vy la mejor
posible.

Con respecto a los esquemas de arsumentacion que utilizan los profesores de
bachillerato, éstos no corresponden completamente a los detectados por Harel
v Sowder (1998). En particular, en profesores de bachillerato, encontramos dos
esquemas no caracterizados por estos autores: un esquema de recuento factico o
simplemente factico y uno simbolico (definidos mas adelante, Flores 2004, 2006).

Esta diferencia en los esquemas la atribuimos a que el estudio de Harel y
Sowder se hizo con alumnos universitarios y no con profesores de bachillerato
en activo; v las actividades v los ejercicios a los que se enfrentaron los alumnos
venian de diferentes ramas de la matematica (no exclusivamente de la geome-
tria). Ademas, habria que recordar el caracter exploratorio y no definitivo de su
estudio y la necesidad de una validacion de los esquemas (Harel y Sowder, 1998,
p. 238).

Lo que se hace en el presente estudio es retomar y adecuar a nuestras con-
diciones el vocabulario establecido por estos autores. Pero cabe sefialar que las
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definiciones de los conceptos utilizados en el marco tedrico fueron determina-
das especialmente para el presente estudio.

PRACTICAS ARGUMENTATIVAS Y ESQUEMAS DE ARGUMENTACION

Cuando un profesor o un estudiante de matematicas realiza actividades de cons-
truccion geometrica o de resolucion de problemas en las que es necesario justificar,
explicar o validar sus resultados y las conjeturas que surgen en este proceso,
pone en juego una practica argumentativa.

Asi, por practica argumentativa entenderemos el conjunto de acciones vy
razonamientos que un individuo pone en juego para justificar o explicar un re-
sultado o para validar una conjetura nacida durante el proceso de resolucion de
un problema.

A la manera en que el individuo utiliza sus razonamientos durante una
practica argumentativa se le llamara esquema de argumentacion.

Los esquemas de argumentacion pueden ser:

» Autoritarios, es decir, sus argumentaciones se apoyan en las afirmaciones
hechas por alguna autoridad. En nuestro caso puede ser un compariero
profesor, un libro de texto o el instructor del curso.

» Simbdlicos, en los que el profesor utiliza un lenguaje matematico y sim-
bolos de una manera superflua y poco consistente, sin llegar realmente a
las conclusiones a las que quiere llegar. En este tipo de esquemas pueden
mencionar conceptos poco claros o inventados. Como rectdngulo equild-
tero o el trapecio reqular.

» Fuacticos, en los que el profesor hace un recuento de lo que hizo o repite
los hechos evidentes de una situaciéon a manera de explicacion o justi-
ficacion de algun resultado. A menudo, el profesor expone una serie de
pasos como si fueran un algoritmo.

* Empiricos, en los que el profesor se apoya en hechos fisicos o en un
dibujo. En este caso, el dibujo constituye un argumento por si mismo vy
no un apoyo para visualizar un argumento.

» Anadliticos, en los que el profesor sigue una cadena deductiva, sin que por
ello llegue forzosamente a una conclusion valida.

La funcion de una practica argumentativa es convencer a otros individuos
de la validez de un resultado o de una conjetura.
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Por lo general, en un principio los esquemas de argumentacion de un profe-
sor suelen ser exclusivamente autoritarios, rituales y facticos o una combinacion
de ellos. Conforme se avanza en el desarrollo de las practicas argumentativas,
los esquemas se vuelven empiricos y analiticos.

En los esquemas empiricos y analiticos es posible detectar el uso de un ra-
zonamiento deductivo.

Por razonamiento deductivo entenderemos la cadena de ideas o razones
que llevan a una conclusion. En este sentido, diremos que en un razonamiento
deductivo existen una o mas afirmaciones (llamadas premisas) que apoyan la
conclusion.

Este tipo de razonamiento sera valido si las premisas que llevan a la conclusion
son validas. (Para una explicacion detallada del tema véase, por ejemplo, Yershov
y Paliutin, 1994; y Garrido, 1983).

La justificacion de un resultado es el proceso de validacion de éste. Una
conjetura es una afirmacion o un resultado que no ha sido validado.

En muchas ocasiones, las practicas argumentativas de un individuo muestran
una combinacion de esquemas. Por ejemplo, es posible que en ciertas practicas
argumentativas encontremos un esquema empirico que en ciertos puntos se
vuelva analitico o que haga uso de un esquema factico.

Una practica argumentativa no siempre lleva a la justificacion de un resultado o
conjetura. Esto dependera del tipo de esquema de argumentacion que se utilice. El
unico esquema de arsumentacion que puede llevar a una conclusion o a un resul-
tado valido o a la validacion de una conjetura es el esquema analitico, aunque el
uso de esquemas analiticos no es garantia de llegar a la validacion de una conjetura.

Definimos demostracion o prueba como el resultado de una practica argu-
mentativa que se apoya en esquemas analiticos cuyos razonamientos son validos.
Si la practica argumentativa se lleva a cabo en la resolucion de problemas mate-
maticos, entonces hablaremos de una demostracion o prueba matematica.

EXPERIMENTO DE ENSENANZA

La parte experimental del presente trabajo se inspira en la filosofia que sustenta la
investigacion accion (Lewin, 1946; Mora, 2005; Carr y Kemmis, 1986). Esto es, el
objetivo del experimento es hacer una indagacion sobre las practicas argumen-
tativas de los profesores, al mismo tiempo que se trata de fomentar su razona-
miento deductivo; se quiere ver qué papel desempena la geometria dindmica en
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la validacion de conjeturas al mismo tiempo que se fomenta el uso del software
para hacer construcciones y buscar razones sobre su validez.

Como consecuencia, un estudio sobre las practicas argumentativas de los
profesores deberia hacerse sobre las producciones de los docentes en este ambito,
y sobre el razonamiento utilizado para la justificacion de dichas producciones.
Para ello es importante disefiar un instrumento que permita al investigador te-
ner acceso tanto a las producciones como a su forma de razonamiento.

En opinion del autor del presente articulo, los hallazgos de la investigacion
educativa basica por lo general tardan mucho en ser aplicados en un salon de
clase, y cuando aterrizan, con frecuencia son insatisfactorios u obsoletos. Por
tanto, uno de los principales objetivos de un experimento de ensenanza seria
minimizar la division que existe entre investigacion y practica. Este objetivo se
puede lograr si el investigador, o el profesor que lleva la investigacion, tiene opor-
tunidad de reflexionar sobre su propio conocimiento en ambientes en los que se
vea involucrado; en una toma de decisiones en la que los resultados obtenidos
impliquen, de manera inherente, descripciones, explicaciones o predicciones que
revelen la manera en que se esta interpretando la situacion.

Puesto que parte de los propoésitos de un experimento de ensefianza es:

.ir mas alla de la descripcion de estados de conocimiento sucesivos y hacer
conjeturas sobre los procesos y los mecanismos que promueven el desa-
rollo de un estado a otro, es importante crear ambientes de investigacion
que induzcan cambios en los sujetos cuyo conocimiento o habilidades se
estén investisando, al tiempo que se minimizan influencias no interesantes
impuestas por figuras de autoridad (Lesh y Kelly, 1999, p. 200).

Para el presente trabajo se instrumentd una ensefianza exploratoria que
es un experimento de ensefianza en el que el énfasis se pone en los aspectos
experimentales de la enseflanza v no en la prueba de hipotesis (Steefe v
Thompson, 1999, p. 274). Al poner el énfasis en los aspectos experimentales de
la ensefianza (principalmente en las actividades de ensefanza), es posible detec-
tar practicas y concepciones o creencias de los participantes, al tiempo que se
promueve el conocimiento y el cambio de concepciones entre ellos.

El experimento de ensenanza consisti® en un curso que comprende un
cuestionario diagnostico, actividades de construccion, discusiones grupales vy
reflexiones criticas de cada sesion. Las actividades, en su mayoria de resolucion
de problemas, se llevaron a cabo en el entendido de que se aprende matemd-
tica haciendo matematica.

EpucacioN MATEMATICA, vol. 19, ndm. 1, abril de 2007 73



Esquemas de argumentacion en profesores de matematicas del bachillerato

Respecto a las actividades de resolucion de problemas en un experimento
de ensefianza, Lesh v Kelly (1999, p 202) afirman que con actividades de mode-
lacion es posible:

.estructurar tareas de modo que el o los investisadores aprendan y docu-
menten su aprendizaje. Para lograr esto es importante tener oportunidades
para representar este conocimiento y reflexionar sobre él. Esto se puede
hacer si se pone la atencion en actividades de resolucion de problemas o
de toma de decisiones en las que los resultados impliquen descripciones,
explicaciones o predicciones justificadas que revelen explicitamente como se
estd interpretando la situacion de resolucion de problemas.

Dentro de un salon de clase existen tres elementos que interactiian entre si
para el logro del aprendizaje: el alumno (en nuestro caso profesores de bachille-
rato en activo), el profesor (en este caso el investisador) v el medio ambiente de
ensenanza. Este ultimo comprende todo lo que rodea el proceso de ensenanza y
aprendizaje: el salon de clase (mobiliario y disposicion de éste), materiales de ense-
Nanza, tipo de actividades, tratamiento de las actividades en el aula, etcétera.

El medio ambiente de ensefianza que se propuso para el presente experi-
mento es aquel que propicie la discusion matematica en torno a la correccion
de las construcciones v a la formacion y validacion de conjeturas, asi como la
comunicacion de los hallazgos a otros profesores-estudiantes, todo esto apoyado
en el uso del paquete de geometria dinamica (D), The Geomeler's Sketchpad,
v. 4.0. Las actividades fueron de construccion, de andlisis y de discusion.

Las actividades de construccion incluyen la explicacion del porqué funciona la
construccion, es decir, implican un proceso de formacion y prueba de conjeturas;
éstas son las mas importantes de la propuesta, pues en ellas se tiene que poner
atencion a las relaciones entre los elementos que las conforman y al proceso de
construccion en si. Segtin una hipotesis de Healy y Hoyles (2001, p. 238),

Jlas explicaciones derivadas de la interaccion con computadoras seran for-
malizables con mas facilidad en cadenas deductivas logicas que las explica-
ciones que surgen de actividades en las que los procesos de construccion se
quedan en un nivel implicito.

Por su parte, Mariotti (2000, p. 32) afirma que cuando se presenta un pro-
blema de construccion en el ambiente de geometria dinamica.
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.la justificacion de la correccion de una figura solucion requiere una explica-
cion de por qué algunas construcciones funcionan y otras no. Esto implica
correr el foco de atencion del dibujo obtenido al procedimiento que lo
produjo. La logica intrinseca de una figura de Cabri, expresada por su reac-
cion a la prueba del arrastre, induce al estudiante a cambiar su atencion al
procedimiento, y al hacer esto se abre a una perspectiva tedrica.

EL curso

El curso, con una duracion de 48 horas, fue impartido a 14 profesores de mate-
matica de bachillerato tecnoldgico. Se tituld “La geometria euclidiana en un
ambiente de geometria dinamica”, y se dividié en ocho horas semanales en dos
sesiones de cuatro.

Los objetivos del curso fueron:

» Fomentar un pensamiento deductivo en los participantes;

» Desarrollarla capacidad de utilizar un software de geometria dinamica, The
Geomeler’s Sketchpad, para formar conjeturas v para obtener maneras
de validarlas;

» Desarrollar la capacidad de comunicar hallazgos y resultados en la resolu-
cion de problemas matematicos; v

* Reflexionar en la manera como el profesor podria llevar al aula los tres
objetivos anteriores.

Las actividades giraron en torno a la siguiente tematica, todo con el uso del
software.

» Construcciones basicas

e La importancia de las definiciones
* Triangulos y cuadrilateros

* La geometria del circulo

e Teorema de Napoleon

La estructura del curso fue la siguiente: un cuestionario inicial o diagnostico,
actividades de construccion vy validacion de resultados, discusiones sobre el

J

razonamiento deductivo y la demostracion.
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Las primeras actividades tuvieron el propésito de que los profesores se fami-
liarizaran con el uso del software (en especial con las construcciones geométri-
cas vy la funcion de arrastre), v de que repasaran o adquirieran los conceptos
geometricos basicos. Las siguientes actividades encaminaban a los profesores a
formar conjeturas vy tratar de validarlas, v a reflexionar sobre ciertos conceptos
y teoremas que les serian utiles para la actividad final: demostrar el teorema de
Napoleon (si formamos triangulos equilateros en los lados de un triangulo cual-
quiera, entonces los centros de estos tridngulos forman un tridangulo equilatero).

Se penso en este teorema como culminacion de las actividades, ya que se
puede obtener facilmente como conjetura mediante una exploracion de la cons-
truccion; su demostracion no es inmediata e implica un nivel de conocimiento
geometrico que pensamos es adecuado para profesores de bachillerato. Los con-
ceptos y los resultados geomeétricos que se requieren para demostrar el teorema
son un resumen de los conceptos geométricos basicos que se estudian en la
mayoria de los programas de matematicas de este nivel.

Esta estructura nos da la oportunidad de disenar actividades de construccion
y formacion de conjeturas que van aumentando poco a poco su complejidad,
hasta culminar con el mencionado teorema.

A continuacion presentamos el teorema y un esbozo de su demostracion.

Teorema de Napoleén
Los centros de los triangulos equilateros construidos en los lados de un triangulo

cualquiera son vértices de un triangulo equilatero.
En la figura 1 ilustramos el teorema.
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Figura 1

Sobre los lados del triangulo ABC se forman los triangulos equilateros AEB,
BFC vy CDA cuyos centros son H, Iy G, respectivamente. El triangulo HIG es
equilatero.

El esbozo de la demostracion del teorema de Napoleon estaria en los
siguientes términos.

» Los circulos circunscritos a los triangulos equilateros se cortan en un solo
punto (J), llamado punto de Fermat-Torricelli.

» Elcuadrilatero EAJB es ciclico, por tanto sus angulos opuestos suman 180°;
esto quiere decir que el angulo AIB (o KJL) mide 120° pues su opuesto
BEA es angulo interno del triangulo equilatero AEB.
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Los segmentos HA y HJ son congruentes, pues son radios de un mismo
circulo; lo mismo podemos decir de los segmentos AG v GJ. Por consi-
guiente el cuadrilatero AHJG es un papalote.

Como AHG]J es un papalote, entonces sus diagonales son perpendiculares,
esto significa que el angulo HKJ mide 90°.

Un razonamiento similar nos lleva a establecer que el cuadrilatero HBIJ
es un papalote y que el angulo HLJ mide 90°.

Teniendo en cuenta ahora el cuadrilatero HKJL, tenemos que LHK = [HG
= 360° — 120° — 90° — 90° = 60°

De manera parecida podemos demostrar que los angulos HIG e IGH
miden 60°, por tanto el triangulo HIG es equilatero.

Reiteramos, la actividad referente al teorema de Napoledn se plantea de

manera que éste surja como una conjetura que se debe validar y no como un
teorema va demostrado.

Antes de llegar a esta actividad se plantearon otras que dan los elementos

necesarios para validar la conjetura que lleva al teorema. Estas son:

¢Qué es un papalote?. mediante exploraciones, el profesor encuentra los
rasgos principales de un papalote v su relacion con los demés cuadrilateros.
Geometria del triangulo: en particular sobre los elementos de un triangu-
lo v sus relaciones. Se puso particular énfasis en los centros de un trian-
oulo.

Geometria del circulo: aqui se hicieron actividades sobre angulos central,
inscrito y semiinscrito.

Poligonos ciclicos: sobre esto se definio un cuadrilatero ciclico v se encon-
tré la relacion entre sus angulos internos. Mas adelante se generalizo esta
relacion a los angulos internos de poligonos ciclicos.

Punto de Fermat-Torricelli: se busco la justificacion a la afirmacion que
establece que los circuncirculos de los triangulos equilateros construidos
en los lados de un triangulo cualquiera se intersecan en un mismo punto.

Con excepcion de la primera, el desarrollo de las sesiones se dio en los

siguientes términos.

La sesion iniciaba con el planteamiento de los objetivos de la sesion v una

recapitulacion de las actividades anteriores, seguida de comentarios que el
instructor consideraba relevantes sobre la reflexion critica de la sesion anterior.
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Después se procedia a realizar las actividades del dia. Si era necesario, el ins-
tructor interrumpia la actividad para dar alguna indicacion o para comentar algo
con respecto al desarrollo de ésta. Durante las actividades, el instructor moni-
toreaba lo que cada equipo estaba haciendo, pasando de uno a otro, toman-
do notas, haciendo sugerencias o llevando las ideas de un equipo a otro. Al
final de cada actividad, los profesores debian entregar su hoja de trabajo llena
v la reflexion sobre la sesion. Las reflexiones se hicieron tratando de cubrir tres
aspectos: Qué sucedio en la sesion, cudles cosas fueron relevantes y qué cam-
biaria de las actividades v su conduccion.

LOS PROFESORES

Los asistentes al curso son egresados de licenciaturas entre las que contamos
ingenierias agronoma, quimica, industrial, en computacion v en electronica, ade-
mas de arquitectura y una licenciatura en pedagogia en ciencias naturales.

La experiencia docente de los participantes fue de 6 a 20 anos.

Solo dos profesores no ensefiaban matematica sino informatica, compu-
tacion, fisica y quimica. Con excepcion de uno de los participantes que habia
utilizado el programa Cabri-Géométre, ninguno habia usado un paquete de
geometria dinamica.

TOMA Y ANALISIS DE DATOS

La informacion pertinente se tomo de las respuestas al cuestionario diagnostico,
las actividades de construccion, las reflexiones de cada sesion y notas de campo.

El cuestionario diagnostico proporciond informacion sobre el conocimiento
previo de los profesores con respecto a los conceptos basicos de la geometria
euclidiana vy a la ensenianza de la demostracion.

La informacion sobre las actividades de construccion se recabo en hojas de
trabajo. Esto proporciono informacion sobre el desempeiio de los profesores
en trabajo en equipo y del desarrollo de su conocimiento geomeétrico.

Con las reflexiones sobre las actividades y el desempeiio del instructor y de
sus comparneros, se recabd informacion sobre percepciones individuales de los
participantes y el manejo del lenguaje. La informacion obtenida con los instru-
mentos anteriores se complementod con notas de campo del instructor.
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Asimismo, la informacion recabada durante el desarrollo de las actividades se
vertio en matrices de resultados y listas de cotejo. Las matrices de resultados
permiten reunir y ordenar los datos a fin de comparar las respuestas con un
estandar esperado; mientras que las listas de cotejo permiten ver con mas detalle
lo que se hizo en una cierta actividad. A continuacion se presenta un ejemplo
de la lista de cotejo que se hizo con respecto a una de las actividades. En esta
actividad se pedia que definieran cuadrilatero; que construyeran un cuadrilatero
cualquiera y el que se forma con los puntos medios de sus lados. A continua-
cion se pedia que dijeran qué tipo de cuadrilatero es el de los puntos medios
y justificaran su conjetura.

Cuadro 1 Lista de cotejo. Cuadrilatero de los puntos medios

Equipos 112(3|4[5]|6
La definicion es clara AR Araracs
La definicion incluye todos los casos AR AR AT Aracs
La definicion excluye los que no son cuadrilateros 4 axs
La definicion no tiene redundancias araracarcs
La construccion permite todos los cuadrilateros AR ARArAaracs
Eligieron correctamente los puntos medios ararararacs
Observaron que el cuadrilatero de los puntos medios es paralelogramo | V' |V |V [V |V |/
Intentaron una justificacion axs
Construyeron las diagonales del cuadrilatero original
Observaron la construccion de triangulos semejantes v
Localizaron angulos congruentes
Notaron el paralelismo entre la diagonal del cuadrildtero original y
los lados del cuadrilatero de los puntos medios.
Consideraron la suma de angulos internos de un cuadrildtero
Consideraron la suma de angulos internos de un triangulo
Construyeron las diagonales del cuadrilatero de los puntos medios 4
Notaron la perpendicularidad de las diagonales del cuadrilatero de
puntos medios
Notaron que las diagonales del cuadrildtero de los puntos medios
se bisecan.
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Los datos de las actividades se analizaron teniendo en cuenta dos aspectos:
el desarrollo y el desemperio de los profesores. El desarrollo de un profesor tiene
que ver, principalmente, con el avance que tiene a lo largo del curso y el grado de
aprendizaje que muestra. Mientras que el desempeno tiene que ver con el grado
de éxito que tiene en las actividades particulares de ensefianza. Asi, un profesor
puede tener un buen desempenio y un desarrollo no muy significativo; y un pro-
fesor con desempeno no muy bueno, puede tener un buen desarrollo.

ANALISIS DE RESULTADOS

Los resultados del experimento de ensenanza se analizan a partir de dos casos
que consideramos representativos del grupo de profesores; ambos cuentan con
preparacion y desempeiios diferentes que los sitéian en los dos extremos: uno
con una preparacion aceptable en matematica y con un buen dominio de la
computadora, y el otro con carencias disciplinarias y sin experiencia con la compu-
tadora. El resto de los profesores se ubican entre estos dos extremos v su desem-
peno muestra rasgos similares a alguno de los dos analizados aqui.

En el cuadro 2 se muestran los esquemas de argumentacion analiticos vali-
dos v no vélidos vy el total de esquemas presentados por los 14 profesores del
curso, asi como los porcentajes de esquemas analiticos con respecto al total de
los esquemas utilizados. En este cuadro se puede comparar el desemperio de los
dos casos escogidos con respecto a los demas integrantes del taller.
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Cuadro 2
Total de Esquemas Esqugrn a3
Profesor e analiticos
esquemas analiticos "
validos
*V (trabajo con R) 16 10 3
Normalista: especialidad en Ciencias Naturales (62.5%) (18.75%)
20 anos de docencia
0 10 2 0
Ingenieria Quimica (trabajo con SC) (20%) (0%)
10 anos de docencia
*J (Trabajo con RC) 20 12 6
Ingenieria Electronica (60%) (30%)
10 anos de docencia
SC (Trabajo con 0) 12 3 1
Ingenieria Industrial (25%) (8.33%)
6 anos de docencia
SP (trabajo con IP) 16 7 4
Quimica Industrial (43.75%) (25%)
12 anos
B (Trabajo solo) 10 3 0
Ingenierfa en Computacion (30%) (0%)
7 anos de docencia
M (Trabajé solo) 17 6 2
Arquitectura (35.29%) (11.76%)
8 anos de docencia
R (trabajé con V) 17 10 3
Quimica Industrial (58.82%) (17.64%)
6 anos de docencia
MP (trabajo con EJ) 10 4 0
Ingenieria en Agronomia (40%) (0%)
8 anos
RC (trabajo con J) 19 12 5
Ingenieria en Computacion (63.15%) (26.31%)
8 anos
IP (trabajo con SP) 16 7 3
Ingenieria en Computacion (43.75%) (18.75%)
8 anos de docencia
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Cuadro 2 (conclusion)

Total de Esquemas Esqug m a
Profesor . analiticos
esquemas analiticos validos
EJ (trabajé con MP) 10 3 0
Ingenieria Quimica (30%) (0%)
6 anos de docencia
FG (asistio a dos sesiones) 4 0 0
Ingenierfa Civil (0%) (0%)
3 anos
Al (asistio a cinco sesiones) 7 2 2
Contador (28.57%) (28.57%)
8 anos de docencia

* Caso de estudio.

ESQUEMAS DE ARGUMENTACION
Profesor V

Normalista, licenciado en Ciencias Naturales. 20 anos de experiencia docente en
los niveles preescolar, primaria, secundaria y bachillerato. Poca experiencia con
la computadora, ninguna experiencia con paquetes de geometria dinamica.

Este profesor no respondio el cuestionario diagnostico porque no recordaba
nada de geometria. Esto lo consignd en la hoja de respuestas entregada. En
su comentario sobre la sesion argumentd que hacia mucho que no impartia la
materia.

En la respuesta a las primeras actividades del curso mostrd esquemas empi-
ricos, facticos y simbolicos; presenta algo que se podria considerar como un
indicio de razonamiento deductivo, aunque propiciado por la interaccion con su
companero de equipo. Mas adelante, sin que abandone completamente los esque-
mas facticos y empiricos, utiliza razonamientos deductivos en sus explicaciones
y presenta esquemas analiticos. Lo anterior se sintetiza en el cuadro 3.
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Cuadro 3

Actividad

Respuesta

Comentario

Construye un triangulo y une
los puntos medios de sus
lados. éCédmo son los triangu-
los que se forman? Explica tu
respuesta

Construir un triangulo cual-
quiera y unir sus puntos
medios de sus lados. De ahi
se forman triangulos con-
gruentes, porque al comparar
triangulo con triangulo se
toman como referencia los
segmentos paralelos y que
al mover un vértice de un
triangulo los angulos son
correspondientes e iguales
con respecto a la referencia
de que hay dos triangulos
iguales (del mayor sale uno
pequeno)

Se trata de un esquema
factico, combinado con uno
empirico. El profesor hace un
recuento de lo que hizo con
su construccion. Con la fun-
cion de arrastre comprobo el
paralelismo de los lados de
algunos triangulos. El profe-
sor midi6 angulos correspon-
dientes y comprobo que la
igualdad de las medidas se
conservaba con el arrastre.
Este pasaje corresponde a
la segunda sesion del taller.

El instructor dio la demos-
tracion del hecho de que

un angulo inscrito mide la
mitad del &ngulo central que
sustenta el mismo arco. La
demostracion se hizo toman-
do un diametro como lado
del angulo inscrito. Después
se pidio a los profesores

que lo hicieran para el caso
general.

A

Cc

AOB + BOC + COA = 360°

AOB + OBA + BAO + BOC
+ OCB + CBO = 360°

AOB + OBA + BAO + BOC
+ OCB + CBO = AOB + BOC
+ COA

OBA + BAO + 0CB + CBO
= COA

2BAO + 2CBO + COA
20BA + 2CBO + COA ..
2(0OBA + CBO) = COA

Esta respuesta esta basada
en un razonamiento parecido
al que dio el instructor. Se
trata de un esquema anali-
tico, en donde la conclusién
se desprende de las hipotesis

Esta es la primera vez
que el profesor utiliza un
esquema analitico

A partir de esta actividad,
es evidente un aumento
sustantivo en el uso de
esquemas analiticos que no
se habia dado antes.

El pasaje corresponde a
la quinta sesion del taller.
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Cuadro 3 (conclusion)

Actividad

Respuesta

Comentario

Construye un triangulo. Con
la herramienta que crea

un triangulo equildtero y

su circuncentro construye
triangulos equilateros en los
lados del triangulo original.
Traza ahora el circuncirculo

de cada triangulo equilatero.

¢Qué tienen de particular
los circuncirculos? Explica tu
respuesta.

Que todos se intersectan en
un punto.

BBA = 60°
BDA = 60°
CDA =120°

Se demuestra que el ZCDA
si mide 120°, porque los
lados ADCA' forman un cua-
drilatero ciclico y la suma de
sus £ miden 180° .-. si el
angulo formado por CAA es
= 60° por un £ del triangulo
equilatero se deduce que el
£ CDA =120°.

Para
/BCC =60°

BDC = 60°
ADB = 120°

Esta deduccion indica que
nuevamente se tiene en
cuenta un cuadrilatero ciclico
y de ahi se encuentra que
los tres segmentos se unen
en la interseccion de los cir-
cuncirculos.

En este ejercicio, el profesor
utiliza un esquema de argu-
mentacion analitico. Aunque
no llega a justificar su
conjetura, los circuncirculos
se intersecan en un mismo
punto, sino que su argumen-
to apunta a que los angulos
CDA'y ADB miden 120°.

La idea es hacer ver que
la suma de los angulos ADB,
BDC'y CDA es de 360°, con
este hecho, el profesor pre-
tendia demostrar que los cir-
cuncirculos de los triangulos
equilateros se intersecan en
un mismo punto.
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El profesor, después de 20 horas de curso, empezo6 a usar esquemas analiticos.
El cambio en la manera de razonar de este profesor significo un gran avance
en el desarrollo de sus esquemas de argumentacion, pues se nota un mayor uso de
esquemas analiticos y una mejor calidad en sus argumentaciones en cuanto
al uso de conceptos geometricos. Lo anterior no significa que el profesor haya
dejado atras el uso de los esquemas empiricos, simbolicos y facticos en sus prac-
ticas argumentativas. Mas bien empieza a evidenciarse un cambio en éstas que
apuntan hacia esquemas analiticos.

En su produccion escrita y oral se nota un mayor conocimiento geomeétrico
v mayor seguridad en el uso de los conceptos geométricos.

Profesor J

Licenciado en Ingenieria Electronica, con 10 afos de experiencia docente en las
materias de fisica y matematicas. Tiene un buen dominio de la computadora y
ninguna experiencia con programas de geometria dinamica.

En un principio, este profesor utiliza esquemas empiricos y facticos que aban-
dona casi de inmediato cuando se da cuenta de que la intencion es utilizar los
hechos geométricos para apovar sus argumentos.

En el cuadro 4 se muestran ejemplos de sus esquemas.

Cuadro 4

Actividad

Respuesta

Comentario

Un cuadrilatero cuyas diago-
nales se cruzan en su punto
medio es un paralelogramo.
Verdadera, falsa y por qué.

Verdadera. Lo podemos
demostrar con un ejemplo
sencillo, tomar una hoja
tamano carta, trazar sus
diagonales y doblarlo por

la mitad (largo y ancho) el
doblez de ambos lados pasa-
ra por el punto medio [de las
diagonales]

Presenta un esquema empi-
rico en el cual considera un
caso particular para dar una
respuesta general. El razona-
miento utilizado por el profe-
sor no es el correcto, pues se
aplica a un caso particular.
Lo que estd mostrando con
su experimento es que las
diagonales de un rectangulo
se cortan en su punto medio.
Cuestionario inicial.
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Cuadro 4 (continuacion)

Actividad

Respuesta

Comentario

Considera un trapecio y sus
dos diagonales. Por el punto
medio de una de las dia-
gonales se traza una recta
paralela a los lados paralelos
del trapecio. ¢En donde inter-
secard esta recta a la otra
diagonal y a los lados no
paralelos? ¢Por qué?

La interseca en el punto
medio, tanto a la otra dia-
gonal como a los lados no
paralelos. Porque es paralela
y pasa por el punto medio

En este pasaje se presenta
un esquema de argumenta-
cion factico. Su explicacion
consiste en repetir parte del
enunciado del problema.
Cuestionario inicial.

Construye un triangulo y une
los puntos medios de sus
lados. ¢Cémo son los triangu-
los que se forman? Explica tu
respuesta.

Son congruentes.
E,

D

A B

El angulo a es el mismo
para los dos triangulos v al
dividir AC entre BCy EC entre
CD el resultado es 2, porque
By D son los puntos medios,
entonces BD y AE son parale-
los entre si.

ECy BF son paralelos y AC
es la transversal, entonces

a = [ por ser correspondien-
tes. Lo mismo sucede con las
paralelas AE'y BDy la trans-
versal BF por lo tanto

6 = @ por ser correspondien-
tes, entonces tenemos dos
angulos iguales con un lado
igual = los triangulos son
congruentes.

Con la prueba del arrastre

se llegd a la conclusion de
que, en la figura, el segmento
BD es paralelo al lado AF;

el segmento FB es paralelo
al lado ECy el segmento DF
es paralelo al lado AB. Este
paralelismo, aunado al hecho
de que los puntos F, Dy B
son puntos medios, podria
explicar la congruencia de los
tridngulos. El profesor con-
signo la explicacion anterior
que se basa en un esquema
analitico. En la primera parte,
aunque utiliza un esquema
analitico, las premisas no lle-
van, necesariamente, a esta-
blecer el paralelismo entre

el segmento BDy el lado

EA. El argumento se quedo
incompleto.

Una vez “establecido” el
paralelismo, en la sequnda
parte de su argumento, su
razonamiento, completamente
deductivo, lo lleva a estable-
cer la congruencia de los
triangulos utilizando uno de
los criterios de congruencia
(A-L-A), en un esquema de
argumentacion analitico.
Segunda sesion.
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Cuadro 4 (continuacion)
Actividad

Respuesta

Comentario

En una cierta localidad se
quiere construir una cisterna
que suministre agua a tres
pueblos. Donde se debe
colocar la cisterna para que
esté a igual distancia de

los tres pueblos? Explica tu
respuesta.

La cisterna debe estar locali-
zada en el circuncentro.

circuncentro

Se construyen los puntos
medios 1y 2 de los lados BC
y AB, partiendo del circun-
centro se trazan los segmen-
tos BD'y DG por lo tanto se
forman los tridangulos BD1 'y
D1G los cuales son iguales
por lo siguiente. Bl y 1C son
iguales por ser el punto 1 el
punto medio, ademas el lado
1D es igual a los dos trian-
gulos, entonces los angulos
a 'y P son iguales por estar
formados o partir de lados
iguales, entonces los trian-
gulos son congruentes y los
lados BD'y DC son iguales.
De la misma manera sucede
con el tridngulo Il.

Los lados A2y 2B son igua-
les por ser 2 el punto medio
y el lado 2D es el mismo
para cada triangulo, entonces
se forman los angulos y y &
que son iguales, haciendo
que los dos triangulos sean
congruentes y los lados AD'y
BD iguales.

Por lo tanto si AD=BD'y
BD = DC = AD = DC

Las 3 distancias equidistan y
entonces D es el circuncentro.

Aqui tenemos un esquema
analitico, el razonamiento de
que los angulos ‘e y 3 son
iguales por estar formados

a partir de lados iguales” es
poco claro. Al final llega a la
conclusion de que las tres
distancias equidistan (sic) y
que D es circuncentro, que
fue su suposicion inicial. A
pesar de utilizar un esquema
analitico, el profesor no tiene
claro qué es lo que debe
justificar, si las tres distancias
son iguales o si D es el cir-
cuncentro. Es decir, no hay
claridad sobre las premisas
ni la conclusion del razona-
miento.

Tercera sesion.
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Cuadro 4 (conclusion)

Actividad

Respuesta

Comentario

Traza un triangulo y toma
una mediana; mide la distan-
cia del vértice al centroide y
del centroide al otro extremo
y calcula su razoén. Haz lo
mismo para las otras media-
nas. ¢Qué encontraste? Da
una explicacion logica de lo
que encontraste.

La razon para cada segmen-
to es la misma.
Por demostrar que £F = 2FG

H

Se traza una circunferencia
con centro en F que pase por
G tal que su radio sea FC Se
prolonga la mediana hasta
que toque la circunferencia
en el punto Hy se unen los
puntos AH'y EH.

Entonces debemos demostrar
que efectivamente sea un
paralelogramo. Debemos
demostrar que AF sea parale-
loa HE'y AH paralelo a

EF. Entonces se traza una
paralela a EH que pase por
F (punto medio por ser el
centro de la circunferencia)

y D, que a su vez es punto
medio de CE, entonces FD es
paralelo a EH 'y entonces AF
es paralelo a EH. Lo mismo
sucede con los segmentos FE
y AH. De esta manera tene-
mos que AFEH es un para-
lelogramo y su caracteristica
es que sus diagonales se
cortan en el punto medio, por
lo tanto HG = FG, pero como
HF = FC (por ser radios de la
circunferencia) entonces
FG=1/2FCo FC= 2FC’

El esquema aqui es analitico.
La clave del razonamiento
del profesor estad en el pasa-
je: “Entonces se traza una
paralela a EH que pase por
F (punto medio por ser el
centro de la circunferencia)

y D, que a su vez es punto
medio de CE, entonces FD
es paralelo a EH y entonces
AF es paralelo a EH". Aqui, el
razonamiento correcto hubie-
ra sido, “se traza un segmen-
to que pase por Fy por D,
este segmento serd paralelo
a EH porque une los puntos
medios del triangulo EHC
Este pasaje se dio en la cuar-
ta sesion.
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Aunque a partir de la segunda sesion, el profesor utilizd esquemas en su
mayoria analiticos, no siempre pudo demostrar o justificar lo que queria. El pro-
fesor mostro dificultades para diferenciar la hipotesis de la conclusion.

CONCLUSIONES

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion ¢cudles son las caracteristicas
de las practicas argumentativas de los profesores frente a un proceso de vali-
dacion matemdtica?, analizaremos conjuntamente los dos casos.

En el cuadro 5 se muestran las caracteristicas de los profesores y el tipo de
esquemas que mostraron.

Cuadro 5
Profesor Preparacion Esquemas iniciales Esquemas finales
Licenciado en Facticos, empiricos y | Factico-simbolicos y
Ciencias Naturales. simbolicos. analiticos.
20 anos de docencia. )
v Hasta la sesion 5 Hace un uso mucho

Sin experiencia con
la computadora.

(aproximadamente 20
horas de curso).

mayor del razona-
miento deductivo.

Ingeniero Electronico.
10 afios de docencia
en fisica y matemati-
cas. Buen dominio de
la computadora. Sin
experiencia con Gb.

Empiricos y facticos.

Hasta la sesion 2
(aproximadamente 6
horas de curso).

En su mayoria ana-
liticos.

Los profesores no presentaron esquemas de argumentacion autoritarios.

Esto se pudo deber a que las actividades del curso estuvieron encaminadas a
formar conjeturas y buscar su validacion. La misma situacion es informada por
Furinghetti y Paola (2003).

En el transcurso de las actividades los profesores tuvieron oportunidad de
poner en juego su habilidad para resolver problemas, mejoraron su lenguaje
matematico vy su entendimiento de los conceptos geométricos utilizados (Moore
1994, p. 250); esto podria haber tenido como consecuencia que los profesores
percibieran con mas claridad la logica del razonamiento deductivo y pudieran
aplicarlo con mas facilidad. De ahi el cambio detectado.
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En cuanto a las caracteristicas de los esquemas utilizados por los profesores,
encontramos que en los esquemas facticos y empiricos se puede apreciar una
estructura de argumentacion que no favorece el uso de la deduccion; v el len-
suaje suele ser impreciso, con un uso erréoneo de conceptos. Mientras que en los
esquemas analiticos se nota una estructura de razonamiento mejor organizada,
en la que es posible identificar una hipotesis y una conclusion, y los conceptos
se utilizan con mayor precision aunque no siempre de manera correcta. Lo
anterior queda ejemplificado en los cuadros 6y 7.

Cuadro 6

Profesor V

Esquemas facticos y empiricos

Esquemas analiticos

Uso del lenguaje

Las paralelas son tangentes al dia-
metro de la circunferencia, porque
el punto medio de la circunferencia
es perpendicular a las paralelas.

Después de trazar la diagonal se
forman 2 triangulos congruentes,
porque los angulos alternos inter-
nos son iguales, ya que los dos
triangulos formados comparten

la misma secante, por lo tanto se
cumple lado-angulo-lado.

Estructura de
razonamiento

Porque al trazar la mediatriz de la
cuerda y ésta al pasar por el centro
de la circunferencia por medio

del teorema de Pitagoras, se logra
demostrar que dicha mediatriz
pasa exactamente por el punto
medio de la cuerda y a su vez es
perpendicular

A

Cc

Comprobacion

AOB + BOC + COA = 360°

AOB + OBA + BAO + BOC + OCB
+ CBO = 360° (hipotesis)

AOB + OBA + BAO + BOC + OCB
+ CBO = AOB + BOC + COA

OBA + BAO + OCB + CBO = COA
2BAO + 2CBO = COA

20BA + 2CBO = COA ..

2(OBA + CBO) = COA (conclusién)
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Cuadro 7

Profesor J

Esquemas facticos
y empiricos

Esquemas analiticos

Uso del lenguaje

Se traza un segmento y por
los extremos se trazan dos
circunferencias de radio

tal que sean secantes en

dos puntos.. Por los puntos
donde son secantes se traza
una recta, con esto el seg-
mento queda dividido en dos
partes iguales

EC y BF son paralelos y AC
es |a transversal, entonces

a = f por ser correspondien-
tes. Lo mismo sucede con las
paralelas AE y BD y la trans-
versal BF por tanto 0 = ¢
por ser correspondientes,
entonces tenemos dos
angulos iguales con un lado
igual = los triangulos son
congruentes.

Estructura de razonamiento

Podemos demostrar con un
ejemplo sencillo, tomar una
hoja tamano carta, trazar sus
diagonales y doblarlo por

la mitad (largo y ancho) el
doblez de ambos lados pasa-
ra por el punto medio [de las
diagonales]

Los triangulos son congruen-
tes. De acuerdo con la figura

7

N

La diagonal que es un

lado es igual para ambos
(hipétesis). Como los lados
son paralelos (hipotesis),
entonces los angulos a y f
(alternos internos), lo mismo
sucede con los angulos y

y 9. Entonces con el criterio
de semejanza de triangulos,
2 angulos iguales y el lado
correspondiente igual (dia-
gonal). Los tridngulos son
congruentes (conclusion)
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Como respuesta a la pregunta de investigacion dcudles son las caracteris-
ticas de las practicas argumentativas de los profesores frente a un proceso
de validacion matematica? diremos que los esquemas de argumentacion que
utilizaron los profesores asistentes al curso son fundamentalmente facticos y
empiricos v tienden, con la practica, la discusion v la reflexion que ésta provoca,
a volverse analiticos. Pareceria que la actividad que se desarrolla alrededor de
la demostracion, apoyada por la reflexion grupal e individual, permite que los
profesores reconsideren aquellos argumentos que les permiten construir exito-
samente la justificacion.

En este proceso de reflexion detectamos la formacion de un pensamiento
critico que les permite elegir, de mejor manera, las proposiciones necesarias en
cada conjetura formada.

El experimento de ensenanza muestra que es posible lograr un cambio en los
esquemas de argumentacion de los profesores v que las actividades diseiiadas
en un ambiente de geometria dindmica ayudan en este cambio; las activida-
des ayudan también a fomentar un pensamiento deductivo en los profesores v,
ademas, a desarrollar un sentido de pensamiento critico que dota al profesor
de la capacidad de elegir proposiciones adecuadas a las circunstancias de cada
conjetura por validar.

A partir del estudio exploratorio fue posible notar que los profesores con
mayor preparacion en matematicas tienen mayor probabilidad de utilizar un
razonamiento deductivo y de desarrollar esquemas de argumentacion analiticos
en lugar de esquemas facticos, rituales y empiricos. Este hecho se repite en el
presente experimento: el profesor V empezo a utilizar esquemas analiticos desde
la sesion 5 (equivalente a 20 horas de curso), mientras que el profesor J lo hizo
a partir de la segunda.

El profesor ] tuvo un desempeiio mucho mejor que el profesor V, conside-
rando que inicia con esquemas mas elementales; esta diferencia se aprecia en
particular con las actividades mas complejas (como la correspondiente al punto
Fermat-Torriceli).

Lo importante en este caso es el desarrollo que se tuvo a diferencia del
desempernio. El cambio de esquemas no analiticos a analiticos es un indicativo
del desarrollo del profesor.

En los dos casos estudiados, la transicion de un esquema a otro estaba mar-
cada por una mayor organizacion de la informacion, por la seleccion de argu-
mentos que incluian las propiedades de los objetos geomeétricos en cuestion, y
por una mejor organizacion de las proposiciones en oraciones condicionales.
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El profesor V tuvo un desarrollo mucho maés significativo que el profesor J.
Esto se debio, en gran medida, a la interaccion que se dio entre los asistentes
al curso durante el desarrollo de las actividades. Lo anterior, junto con la reafir-
macion de sus conocimientos geometricos, le permitio poner en juego esquemas
que se adecuaban de mejor manera a las actividades desarrolladas en clase,
permitiéndole aproximarse a los esquemas analiticos.

En general, los esquemas de argumentacion que muestran los profesores,
son una combinacion de diferentes esquemas; esto muestra que todavia no hay
estabilidad, por lo menos en este punto, en los tipos de validacion que adoptan
los profesores y que tienden a hacerse analiticos. Esto es, conforme el profesor
aumenta su conocimiento disciplinario y adquiere mayor seguridad en su desempe-
Nno, los esquemas tienden a ser analiticos, en los que predominan las proposiciones
condicionales v dominan mas las propiedades de los objetos en cuestion.

Los profesores recurren, al inicio de la experiencia, a esquemas de argu-
mentacion facticos en los que la justificacion se basa en un recuento de lo que
se hizo: pareceria que en ese momento inicial hay bastante confusion sobre lo
que significa desarrollar una argumentacion y se inclinan por describir lo que
han hecho, como si este solo hecho no dejase dudas sobre la pertinencia de su
trabajo; y a esquemas simbolicos en los que se utilizan conceptos poco claros o
inventados que dan la apariencia de conocimiento con la intencién de acercarse
a los conocimientos vy definiciones que han olvidado.

Cabe reiterar que la aparicion de estos dos tipos de esquemas se dio en los
experimentos de ensefanza en los que se basa el presente trabajo v no fueron
caracterizados por Harel y Sowder (1998). Esto no significa que tales esquemas
estén incompletos o que el estudio de estos autores no sea exhaustivo. La causa
de esto se debe a que, en esencia, el presente estudio v el de Harel y Sowder
son distintos, principalmente en el hecho de que nuestro estudio se realizo con
profesores de bachillerato en activo y no con estudiantes del nivel superior; y
los esquemas de Harel y Sowder se obtuvieron en actividades de matematica,
principalmente andlisis matematico y célculo, y no exclusivamente de geometria
como en este caso.

Durante el experimento se evidencio una relacion funcional entre el uso
del lenguaje v el de los conceptos matematicos, y el de ciertas estructuras de
razonamiento con el uso de los esquemas de argumentacion:

* En los esquemas facticos y empiricos se tiene una estructura de razona-
miento que no favorece el uso de la deduccion vy el lenguaje suele ser
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impreciso, con un uso erroneo de conceptos, debido esencialmente a
que la organizacion de las proposiciones se construye sobre la base de
disyunciones o inclusiones.

* Mientras que en los esquemas analiticos se nota una estructura mejor
organizada, en la que es posible identificar una hipotesis y una conclusion,
y los conceptos se utilizan con mayor precision aunque no siempre de
manera correcta; el lenguaje también suele ser mas preciso y semantica-
mente mejor organizado.

En este articulo se presentd la respuesta a la primera pregunta de investiga-
cion de las dos planteadas en la introduccion. Los resultados correspondientes
a la segunda pregunta de investigacion se informaran en otro articulo.

El presente estudio es apenas un primer intento por determinar las practicas
argumentativas de los profesores de bachillerato. Es necesario disefiar experi-
mentos de ensenanza mas especificos y contar con instrumentos mas precisos
para recabar la informacion pertinente.

Entre otras muchas tareas al respecto, queda pendiente determinar cuéles
son las creencias de los profesores con respecto al razonamiento deductivo v la
demostracion matematica v su factibilidad para estudiarla en el nivel bachillerato.
También quedaria pendiente hacer una investigacion sobre el impacto del cambio
deesquemas de argumentaciony creencias de los profesores en su practica docente.
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