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ENSAYOS

Una perspectiva ontosemiotica sobre cuatro
instrumentos de conocimiento que comparten
un aire de familia: particular/general,
representacion, metafora y contexto

Vicen¢ Font

Resumen: En la primera parte de este trabajo se aplican las nociones tedricas
del enfoque ontosemiotico de la cognicion e instruccion matematica al analisis de
un episodio de aula que se utiliza como contexto de reflexion. Dicho andlisis muestra
que, en muchas de las tareas propuestas a los alumnos, estan presentes conjunta-
mente cuatro de los aspectos mas caracteristicos de la actividad matematica y del
surgimiento de sus objetos: la dualidad particular/general, la representacion, la meta-
fora y la contextualizacion/descontextualizacion. En la segunda parte, se argumenta
que dichos instrumentos de conocimiento comparten un mismo aire de familia, en
el sentido de que, de alguna manera, hacen intervenir la relacion A es B.

Palabras clave: metafora, representacion, contexto, particularizacion, genera-
lizacion.

Abstract: In the first part of this study we apply the theoretical notions of the
onto-semiotic approach to mathematics knowledge to the analysis of a classroom
situation. This analysis shows that many of the tasks set to students present four
of the characteristic aspects of mathematical activity and of the emergence of
mathematical objects: the duality of the particular and the general, representation,
metaphor, and contextualization/decontextualization. In the second part we argue
that these instruments of knowledge have a family-resemblance, in that, in some
way, they involve the relation A is B.
Keywords: metaphor, representation, context, particularization, generalization.

INTRODUCCION

Buena parte de las dificultades observadas en el aprendizaje de las matematicas
estan relacionadas con aspectos caracteristicos de la actividad matematica como
son: 1) el hecho de que los objetos matematicos se presentan siempre por medio
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de sus representaciones o 2) que en el razonamiento matematico, para ir de lo
general a lo general, es necesario pasar por lo particular. La importancia de estos
aspectos ha sido observada por ilustres pensadores. Valga, a modo de ejemplo,
la siguiente frase de Peirce:

Pero para demostrar los teoremas, o, por lo menos, los teoremas principales,
se requiere otro tipo de razonamiento. Aqui no basta con limitarse a términos
generales. Hace falta sentar o imaginar algiin esquema o diagrama particular
y determinado: en geometria, alguna figura compuesta por lineas nombradas
por letras; en algebra alguna disposicion de letras en la que se repiten una
o varias. Este esquema se construye de tal modo que sea conforme con al-
guna hipotesis enunciada en términos generales en la tesis del teorema. El
matematico se esfuerza por construir el esquema o diagrama de tal modo
que, en cualquier situacion posible, pueda admitirse la existencia de algo muy
parecido y a lo cual puede aplicarse la descripcion hipotética contenida en la
tesis del teorema; v también se esfuerza por construirlo de tal modo que no
contenga otras caracteristicas que puedan influir en el razonamiento. Una de
las cuestiones que tendremos que considerar es la siguiente: <como puede ser
que aunque el razonamiento se basa en el estudio de un esquema particular
resulte al mismo tiempo necesario, es decir, aplicable a todos los casos posi-
bles? (Peirce, “The Essence of Mathematics”, CP 4, pp. 228-243).

Los dos aspectos acabados de comentar tienen una caracteristica en comun,
que no es otra que el caracter subrogatorio o vicarial que podemos observar en
ambos casos. Las representaciones estan en lugar de los objetos y lo “particular”
en lugar de lo “general” (o viceversa). En ambos casos podemos observar la
existencia de un primer tipo de entidades que se utilizan para comprender un
segundo tipo de entidades, a partir de las acciones que realizamos sobre las pri-
meras (las cuales se consideran, al menos en algin aspecto, diferentes de las
segundas). Esta caracteristica de usar entidades “vicariales” o “subrogatorias” esta
presente, aunque no exactamente de la misma manera, en otros procesos que
también son muy importantes en la actividad matematica. Nos referimos, ademés
de la representacion y de la dualidad particular/general, a los procesos metafo-
ricos v a la contextualizacion, entre otros. Estos cuatro procesos, esenciales en
la actividad matematica, de alguna manera hacen intervenir la relacion A es B,
y, por tanto, se pueden considerar como instrumentos de conocimiento que
comparten un aire de familia (Wittgenstein, 1953).
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Muchas de las dificultades observadas en el proceso de ensenanza y apren-
dizaje de las matematicas estan relacionadas con el hecho de que los objetos
matematicos institucionales presentan una complejidad de naturaleza intrinseca-
mente matematica, la cual estd intimamente relacionada con esta “familia de ins-
trumentos de conocimiento”. Dicha complejidad se puede describir en términos
“ontosemidticos”. Es decir, en términos de las entidades intervinientes y de las
relaciones que se establecen entre ellas. Por tanto, y de acuerdo con este punto
de vista, consideramos que las herramientas teoricas elaboradas por el enfoque
ontosemittico del conocimiento y la instruccion matematica permiten afrontar
la complejidad que presenta la investigacion sobre esta familia de instrumentos
de conocimiento.

La estrecha relacion entre estos cuatro instrumentos de conocimiento y su
presencia conjunta se puede observar en muchas de las tareas propuestas a los
alumnos. Por este motivo, consideramos conveniente presentar primero un episo-
dio de clase en el que se puede observar su presencia conjunta (apartado 2). En
el apartado 3 sintetizamos las herramientas basicas del enfoque ontosemiotico del
conocimiento e instruccion matematica, algunas de las cuales seran utilizadas
en el apartado 4 para analizar el episodio de clase utilizado como contexto de
reflexion. A continuacion, en el apartado 5, se justifica que estos cuatro ins-
trumentos de conocimiento comparten un aire de familia y, por ultimo, en el
apartado 6 se presentan algunas reflexiones finales.

UN EPISODIO DE CLASE COMO CONTEXTO DE REFLEXION

A continuacion se describe un episodio de clase (Font, Godino y D'Amore, 2007)
que sera utilizado como contexto de reflexion. Se trata de un cuestionario propues-
to a un grupo de estudiantes de primer curso de bachillerato del sistema educativo
espafiol (17 afios) como parte de un proceso de estudio de la derivada, y dos res-
puestas correctas de estudiantes al apartado ¢. En este episodio podemos observar
la presencia de los cuatro aspectos sobre los cuales nos proponemos reflexionar (la
dualidad particular/general, la representacion, la metéafora y el contexto).

Cuestionario

En el aula de informatica has observado que la funcion f(x) = e cumple
que todas sus subtangentes tienen una longitud igual a 1. Utilizando esta
propiedad:

EDUCACION MATEMATICA, vol. 19, ndm. 2, agosto de 2007 97



Una perspectiva ontosemiotica sobre cuatro instrumentos de conocimiento

a) Caleula £0), f(1) y f1(2)

N W = Ul Oy 1 oo
N W B Ul Oy oo
N W B Ul oy~ oo

~1 123 1h 123 -1 2 3

Figura 1

b) Calcula f (a)

fx)=e'

Figura 2

¢) Demuestra que la funcion derivada de la funcion f(x) = e* es la funcion

f(x)=e
Respuestas al apartado ¢):

VICTOR
La funcion derivada de f(x) = e¥es f'(x) = ¢ porque la derivada de una
funcion en un punto es igual a la pendiente de la recta tangente en este
punto.
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La pendiente se consigue dividiendo f)—1(x)) . en esta funcion x,— x,
X=X

siempre da 1, v al dividir el aumento vertical, que es e*por el aumento hori-

zontal que es 1, nos da e

Rocio
_ f() ;esf(x)ze*;f'(x):ﬁ:ex
1

~ subtan gente

Si observamos los tres apartados del cuestionario anterior (calculo de la deri-
vada de la funcion exponencial de base e) podemos intuir que en su redaccion
se ha tenido muy presente el paso de lo particular a lo general.

Antes de contestar el cuestionario, los alumnos habian estado trabajando con
la representacion grafica de la funcion f(x) = e¥ en un software dinamico que les
permitio hallar una condicion que cumplen todas las subtangentes (tienen una
longitud igual a 1). Este software dindmico estructura implicitamente las graficas
funcionales en términos de la metafora siguiente: “La grafica de una funcion se
puede considerar como la traza que deja un punto que se mueve sobre la grafica
(entendida como un camino)” (Font y Acevedo, 2003).

En el cuestionario, por una parte, podemos observar que hay representacio-
nes que la literatura describe como externas (gréficas, expresiones simbolicas, etc.).
Por otra parte, la diferencia entre las respuestas de los alumnos permite suponer
la existencia de representaciones, consideradas normalmente como internas, que
estan relacionadas con las distintas respuestas de cada alumno.

En relacién con el contexto, se observa que se trata de una tarea que suele recibir
diferentes tipos de calificativos: “situacion intramatematica”, “situacion de con-
texto matematico”, “situacion descontextualizada”, etc. Por otra parte, el episodio
que se describe forma parte de una larga secuencia de actividades que comienza
con la “emergencia” del objeto “funcién exponencial” a partir del estudio de dife-
rentes situaciones de contexto extramatematico (desintegracion de una sustancia
radioactiva, etcétera).

EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

En esta seccion sintetizaremos las herramientas basicas del enfoque ontosemiotico
del conocimiento e instruccion matematica (Godino y Batanero, 1994; Godino,
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2002; Godino, Batanero y Roa, 2005; Font y Ramos, 2005; Font y Godino, 2006;
Godino, Contreras y Font, 2006; Godino, Font y Wilhelmi, 2006; Ramos y Font,
2006; Godino, Batanero y Font, 2007; Font, Godino y D'Amore, 2007). A partir de
ahora utilizaremos el acronimo EOS para referimos a dicho enfoque.

El punto de partida del £0S es la formulacion de una ontologia de objetos ma-
tematicos que tiene en cuenta el triple aspecto de la matematica como actividad
de resolucion de problemas, socialmente compartida, como lenguaje simbolico y
sistema conceptual logicamente organizado. Tomando como nocion primitiva la de
situacién-problematica, se definen los conceptos teodricos de practica, objeto y signi-
ficado (personal e institucional), a fin de hacer patente v operativo, por un lado, el
triple caracter de la matematica a que hemos aludido y, por otro, la génesis personal
e institucional del conocimiento matematico, asi como su mutua interdependencia.

SISTEMAS DE PRACTICAS OPERATIVAS Y DISCURSIVAS
ASOCIADAS A TIPOS DE PROBLEMAS

En el enfoque ontosemiotico se considera practica matematica a toda actuacion
o0 expresion (verbal, grafica, elc.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a
otros contextos vy problemas (Godino y Batanero, 1994). Las practicas pueden ser
idiosincraticas de una persona o bien ser compartidas en una institucion. Una
institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma clase
de situaciones problematicas. EI compromiso mutuo con la misma problematica
conlleva la realizacion de unas practicas sociales compartidas, las cuales estan,
asimismo, ligadas a la institucion a cuva caracterizacion contribuyen.

TIPOS DE SIGNIFICADOS INSTITUCIONALES

La relatividad socioepistémica y cognitiva de los significados, entendidos como
sistemas de practicas, y su utilizacion en el analisis didactico lleva a introducir la
tipologia basica de significados que se resume en la figura 3. En relacion con los
significados institucionales se proponen los siguientes tipos:

* Implementado: en un proceso de estudio especifico es el sistema de prac-
ticas efectivamente implementadas por el docente.
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Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar
los aprendizajes.

Pretendido: sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso
de estudio.

Referencial: sistema de practicas que se usa como referencia para elaborar
el significado pretendido. En una institucion de ensenanza concreta, este
sisnificado de referencia sera una parte del significado holistico (Wilhelmi,
Godino y Lacasta, 2007) del objeto matematico. La determinacion de dicho
significado global requiere realizar un estudio historico v epistemologico
sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener en cuenta
la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto.

TIPOS DE SIGNIFICADOS PERSONALES

Respecto de los significados personales se proponen los siguientes tipos:

Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales
que es capaz de manifestar potencialmente el sujeto relativas a un objeto
matematico.

Declarado: da cuenta de las practicas efectivamente expresadas a propo-
sito de las pruebas de evaluacion propuestas, incluidas tanto las correctas
como las incorrectas desde el punto de vista institucional.

Logrado: corresponde a las practicas manifestadas que son conformes
con la pauta institucional establecida. En el analisis del cambio de los
significados personales, que tiene lugar en un proceso de estudio, intere-
sara tener en cuenta los significados iniciales o previos de los estudiantes
y los que finalmente alcancen.

En la parte central de la figura 3 se indican las relaciones dialécticas entre
ensenanza y aprendizaje que supone el acoplamiento progresivo entre los signi-
ficados personales e institucionales. Asimismo, la ensefianza implica la partici-
pacion del estudiante en la comunidad de practicas que soporta los significados
institucionales, v el aprendizaje, en Gltima instancia, supone la apropiacion por
el estudiante de dichos significados.
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4 Significados
personales

Declarado

Logrado

Participacion

( Significados \

institucionales

Referencial

Pretendido

Implementado

Acoplamiento

Evaluado

Inicial

Final

Aprendizaje

Apropiacion

i

\ N

Figura 3 Tipos de significados institucionales y personales

OBIETOS INTERVINIENTES Y EMERGENTES DE LOS SISTEMAS DE PRACTICAS

En las practicas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos, graficos,
elc) vy no ostensivos (conceptos, proposiciones, elc., que evocamos al hacer mate-
maticas) v que son representados en forma textual, oral, grafica o incluso gestual.
De los sistemas de practicas matematicas operativas v discursivas surgen nuevos
objetos que provienen de ellas y dan cuenta de su organizacion y estructura.!
Si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de una institucion, los
objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”? mientras que, si tales
sistemas corresponden a una persona, los consideramos como “objetos perso-
nales”? La nocién de emergencia se puede relacionar, desde el punto de vista
de los objetos personales, con los procesos cognitivos que Sfard (1991) describe
como interiorizacion, condensacion vy reificacion, mientras que, desde el plano
institucional, se relaciona con los procesos de comunicacion, simbolizacion y
regulacion. La emergencia de los objetos también esta relacionada con la meta-
fora ontologica (Lakoff y Ntifiez, 2000), que lleva a considerar acontecimientos,
actividades, ideas, etc. como si fueran entidades (objetos, cosas, etc.). Se propone
la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

1“El discurso matematico y sus objetos son mutuamente constitutivos” (Sfard, 2000, p. 47).

2 Esta formulacion de los objetos institucionales concuerda con el modo de concebir
los “objetos conceptuales culturales” en la semiotica cultural (Radford, 2006): “Los objetos
matematicos son formas conceptuales de actividad reflexiva mediada historica, social y cultu-
ralmente encarnada” (p. 57).

3 Los “objetos personales” incluyen los constructos cognitivos tales como concepciones,
esquemas, representaciones internas, etcetera.
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» Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos..) en sus diversos re-
gistros (escrito, oral, gestual..)

* Situaciones-problemas (aplicaciones extramatematicas, ejercicios...)

»  Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones)
(recta, punto, numero, media, funcion..)

«  Proposiciones (enunciados sobre conceptos..)

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo..)

» Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones
y procedimientos, deductivos o de otro tipo..)

Los seis tipos de entidades primarias postuladas amplian la tradicional distincion
entre entidades conceptuales v procedimentales, al considerarlas insuficientes para
describir los objetos intervinientes vy emergentes de la actividad matematica. Las
situaciones-problemas son el origen o razon de ser de la actividad; el lenguaje repre-
senta las restantes entidades vy sirve de instrumento para la accion; los argumentos
justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan los conceptos entre si.
La consideracion de una entidad como primaria no es una cuestion absoluta, sino
que es relativa, puesto que se trata de entidades funcionales y relativas a los juegos de
lenguaje (marcos institucionales y contextos de uso) en que participan; tienen también
un caracter recursivo, en el sentido de cada objeto, dependiendo del nivel de andlisis,
puede estar compuesto por entidades de los restantes tipos (un argumento, por ejem-
plo, puede poner en juego conceptos, proposiciones, procedimientos, etcétera).

CONFIGURACIONES DE OBJETOS

Los seis tipos de entidades primarias comentadas anteriormente: situaciones,
lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos estan relacio-
nados entre si formando configuraciones (figura 4), definidas como las redes de
objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas v las relaciones
que se establecen entre ellos. Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes
de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales). Los siste-
mas de practicas vy las configuraciones se proponen como herramientas teoricas
para describir los conocimientos matematicos, en su doble version, personal e
institucional. La constitucion de estos objetos v relaciones (configsuraciones),
tanto en su faceta personal como institucional, tiene lugar a lo largo del tiempo
mediante procesos matematicos.
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Situaciones - problemas I

( Definiciones (conceptos) )

Expresa y
soporta

Lenguaje
matematico |

Procedimientos |

Regulan el

uso
( Proposiciones )
Intervienen y w
condicionan
Argumentos
—

Figura 4 Componentes y relaciones en una configuracién epistémica

FACETAS DUALES

La nocion de juego de lenguaje (Wittgenstein, 1953) ocupa un lugar importante,
al considerarla, junto con la nocion de institucion, como los elementos contex-
tuales que relativizan los significados de los objetos matematicos y atribuyen a
éstos una naturaleza funcional. Los objetos matematicos que intervienen en las
practicas matematicas y los emergentes de éstas, segtin el juego de lenguaje en
que participan, pueden ser consideradas desde las siguientes facetas o dimen-
siones duales (Godino, 2002):

* Personal - institucional. Si los sistemas de practicas son compartidos en
el seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos
institucionales”, mientras que si estos sistemas son especificos de una per-
sona, se consideran como “objetos personales” (Godino y Batanero, 1994).
La cognicidon matematica debe contemplar las facetas personal e institu-
cional, entre las cuales se establecen relaciones dialécticas complejas y
cuyo estudio es esencial para la educacion matematica.

»  Ostensivo - no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es
publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos institucionales y
personales tienen una naturaleza no ostensiva (no perceptibles por si mis-
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mos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa en las practicas publicas
por medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos, graficos...).

*  [Expresion - contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcion
semiotica (Eco, 1995). La actividad matematica y los procesos de construc-
cion vy uso de los objetos matematicos se caracterizan por ser esencial-
mente relacionales. Los distintos objetos no se deben concebir como
entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La relacion
se establece por medio de funciones semioticas, entendidas como una
relacion entre un antecedente (expresion, significante) v un consecuente
(contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o institucion)
de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspondencia.

» [Extensivo - intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un
juego de lenguaje como un caso particular (un ejemplo especifico, p.e, la
funcion v = x* + 1) y una clase mas general (p.e, la familia de funciones
y=ax’+ bx + ¢). La dualidad extensivo/intensivo se utiliza para explicar
una de las caracteristicas basicas de la actividad matematica: el uso de
elementos genéricos (Contreras, Font, Luque y Ordofiez, 2005).

» Unitario - sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos par-
ticipan como entidades unitarias, mientras que en otras intervienen como
sistemas que se deben descomponer para su estudio.

Las facetas se presentan agrupadas en parejas que se complementan de ma-
nera dual y dialéctica. Se consideran como atributos aplicables a los distintos
objetos primarios y secundarios, dando lugar a distintas “versiones” de dichos obje-
tos a traves de los siguientes procesos cognitivos/epistémicos: institucionaliza-
cion/ personalizacion; generalizacion/particularizacion; descomposicion/reificacion;
materializacion/idealizacion; representacion/significacion.

PROCESOS MATEMATICOS

En la figura 5 representamos algunos de los constructos que se han explicado de
manera concisa. La actividad matematica tiene un papel central y es modelada
en términos de sistemas de practicas operativas y discursivas. De estas practicas
surgen los distintos tipos de objetos matematicos, que estan relacionados entre
si formando configuraciones. Por ultimo, los objetos que intervienen en las prac-
ticas matematicas y los emergentes de éstas, segiin el juego de lenguaje en el
que participan, pueden ser considerados desde las cinco facetas o dimensiones
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duales. Tanto las dualidades como los objetos se pueden analizar desde la pers-
pectiva proceso-producto, lo cual nos lleva a los procesos de la figura 5.

En el E0S no se intenta dar, de entrada, una definicion de “proceso”, va que
hay muchas clases diferentes de procesos, se puede hablar de proceso como
secuencia de practicas, se puede hablar de procesos cognitivos, de procesos me-
tacognitivos, de procesos de instruccion, de procesos de cambio, de procesos
sociales, etc. Se trata de procesos muy diferentes en los que, quizas, la Unica
caracteristica comun a muchos de ellos sea la consideracion del factor “tiempo”
y, en menor medida, el de “secuencia en la que cada miembro toma parte en la
determinacion del siguiente”. Por tanto, en el £0S, en lugar de dar una definicion
general de proceso, se ha optado por seleccionar una lista de los procesos que
se consideran importantes en la actividad matematica (los de la figura 5), sin
pretender incluir en ella todos los procesos implicados en la actividad mateméa-
tica, ni siquiera todos los mas importantes, entre otros motivos, porque algunos
de los mas importantes (por ejemplo, el proceso de resolucion de problemas o
el de modelacion) mas que procesos son hiper o megaprocesos:

Institucional

Institucionalizacion

PRACTICAS

Operativas  Discursivas

Personalizacion

Personal
Figura 5 Modelo ontosemidtico de los objetos y procesos matematicos
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COMPRENSION

Basicamente hay dos maneras de entender la “comprension™ como proceso
mental o como competencia (Font, 2001; Godino, Batanero y Font, 2007).
Estos dos puntos de vista responden a concepciones epistemologicas que, como
minimo, son divergentes, por no decir que estan claramente enfrentadas. Los
enfoques cognitivos en la didactica de las matematicas, en el fondo, entienden la
comprension como “proceso mental”. Los posicionamientos pragmatistas del EOS, en
cambio, llevan a entender, de entrada, la comprension basicamente como com-
petencia y no tanto como proceso mental (se considera que un sujeto compren-
de un determinado objeto matemético cuando lo usa de manera competente en
diferentes practicas), lo cual implica concebirla también como “conocimento y
aplicacion de las normas” que regulan la practica. Se trata, pues, de un punto de
vista que procura dilucidar la inteligibilidad de las acciones humanas clarificando
el pensamiento que las informa y situandolo en el contexto de las normas socia-
les v de las formas de vida dentro de las cuales ocurren aquéllas.

Ahora bien, el hecho de considerar que las funciones semioticas tienen un papel
esencial en el proceso relacional entre entidades, o grupos de ellas, que se realiza
en las practicas matematicas (dentro de un determinado juego de lenguaje), permite
entender en el EOS la comprension también en términos de funciones semioticas. En
efecto, podemos interpretar la comprension de un objeto O por parte de un sujeto X
(sea individuo o institucion) en términos de las funciones semidticas que X puede
establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que se pone en juego O como
funtivo (expresion o contenido). Esta manera de entender la comprension resulta
especialmente util para hacer andlisis “microscopicos” de textos mateméticos como
el que se realiza en Contreras, Font, Luque y Ordofiez (2005).

IDONEIDAD DIDACTICA

Las nociones teoricas anteriores se complementan con la nocion de idoneidad
didactica de un proceso de instruccion (Godino, Contreras y Font, 2006; Godino,
Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006) que se define como la articulacion coherente
y sistémica de las seis componentes siguientes:

» Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los sig-
nificados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia.
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* Idoneidad cognitiva, expresa el grado en el que los significados preten-
didos/implementados estan en la zona de desarrollo potencial de los
alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a
los significados pretendidos/implementados.

* Idoneidad interaccional. Un proceso de ensenanza/aprendizaje tendra
mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configura-
ciones v trayectorias didacticas permiten, por una parte, identificar las
dificultades potenciales de los alumnos (que se puedan detectar a priori),
y por otra parte permiten resolver los conflictos que se producen durante
el proceso de instruccion.

* Idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los recur-
sos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de
ensenanza/aprendizaje.

 Idoneidad emocional, grado de implicacion (interés, motivacion..) del
alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad emocional esta relacio-
nada tanto con factores que dependen de la institucion como con factores
que dependen basicamente del alumno y de su historia escolar previa.

* Idoneidad ecologica, grado en el que el proceso de estudio se ajusta al
proyecto educativo del centro, la escuela y la sociedad v a los condiciona-
mientos del entorno en que se desarrolla.

La idoneidad de una dimension no garantiza la idoneidad global del proceso
de ensefianza/aprendizaje.

ANALISIS DEL EPISODIO

Comenzaremos el analisis del cuestionario del apartado 2, dirigiendo nuestra
atencion hacia las representaciones activadas en su resolucion.

REPRESENTACIONES

En los diferentes programas de investigacion en didactica de las matematicas
podemos encontrar, entre otros, dos usos del término representacion. Por una
parte, se usa este término para describir la cognicion de las personas, en cuyo
caso suele ir acompanado del téermino “mental” o “interna”. Por otra parte, es
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normal utilizar el término representacion para referiros a los sistemas de signos
publicos (ostensivos) que son las herramientas indispensables para la actividad
matematica. Cuando el término “representacion” se utiliza con este objetivo suele
ir acompaiiado del término “externa’.

En el caso descrito en el apartado “Un episodio de clase como contexto de
reflexion” (p. 97), es evidente que, por una parte, hay representaciones que la
literatura describe como externas (graficas, expresiones simbolicas, etc.). Por otra
parte, la diferencia entre las respuestas de los alumnos permite suponer la exis-
tencia de representaciones, consideradas normalmente como internas, que estan
relacionadas con las distintas respuestas de cada alumno.

Esta primera clasificacion en representaciones mentales o internas v repre-
sentaciones externas no es en absoluto una clasificacion transparente. Por
ejemplo, Kaput, en relacion con esta clasificacion, se pregunta ““Qué es una
representacion mental? ¢Qué se quiere decir cuando afirmamos que ‘represen-
ta” a algo? ¢Para quien? (Como? (Cudl es la diferencia entre la experiencia de
una representacion interna y la correspondiente a una representacion externa?
«Una representacion externa es un sistema constituido social o personalmente?”
(Kaput, 1998, p. 267).

En el £0s la clasificacion interna/externa, ademas de problematica, se con-
sidera poco operativa v, por ello, se propone reconvertirla en dos dualidades o
atributos contextuales que, en nuestra opinion, son mas Utiles. Nos referimos
a las dualidades ostensivo/no ostensivo vy personal/institucional. Consideramos
que la dualidad interno/externo no da cuenta de la dimension institucional del
conocimiento matematico, confundiendo en cierto modo dichos objetos con los
recursos ostensivos que sirven de soporte para la creacion o emergencia de las
entidades institucionales. Esto tiene consecuencias graves para entender los proce-
sos de aprendizaje, va que no se modela adecuadamente el papel de la actividad
humana v la interaccion social en la produccion del conocimiento matematico
y en el aprendizaje.

El analisis de las respuestas de los alumnos al apartado ¢ del cuestionario de
la seccion 2, permite suponer diferencias relevantes entre los procesos mentales
que “ocurrieron” en la mente de cada uno de ellos. Ahora bien, consideramos
fundamental, antes de reflexionar sobre sus procesos mentales, tener en cuenta
primero la dualidad personal/institucional. No basta con reflexionar sobre los
procesos cognitivos que han permitido a estos alumnos responder a las pregun-
tas del cuestionario, realizando una conversion desde una representacion grafica
a una representacion simbolica, cuando todavia no sabian cudl era la funcion

EDUCACION MATEMATICA, vol. 19, ndm. 2, agosto de 2007 109



Una perspectiva ontosemiotica sobre cuatro instrumentos de conocimiento

derivada de la funcion exponencial de base e. Hay que tener en cuenta, sobre
todo, el proceso de instruccion que han seguido dichos alumnos si deseamos
aportar una explicacion de los aprendizajes logrados.

El andlisis de las respuestas, si bien detecta diferencias importantes entre
ellas, permite observar que los alumnos aplican el mismo tipo de practica para
calcular la derivada de la funcion flx) = ¢ La técnica que utilizan consiste en
considerar, de entrada, un punto particular con la tangente dibujada (por tanto,
su abscisa y ordenada, no se consideran variables). A continuacion, a partir de
la manipulacion con programas informaticos dinamicos, se halla una condicion
que cumplen todas las rectas tangentes (en este caso que la subtangente siem-
pre es un segmento de longitud 1), lo que permite calcular su pendiente. Por
ultimo, los alumnos han de tener claro que la condicion que han hallado, v el
calculo de la pendiente que de ella se deriva, es valido para cualquier punto, de
manera que el punto, que inicialmente se consideré como un punto particular,
pasa a ser considerado después como un punto cualquiera.

Para contestar este cuestionario, ademas de utilizar la grafica de la funcion,
se ha de utilizar que la expresion simbolica de la grafica es f(x) = ¥ Por tanto,
esta técnica relaciona los siguientes ostensivos:

Grafica de f(x) y Expresion simbolica de f(x) = Expresion simbolica de f'(x)

Con este esquema, simbolizamos que el punto de partida de las acciones de
los alumnos para hallar una condicion que cumplen todas las tangentes es la
orafica de la funcion. La expresion simbolica de f(x) es necesaria para simbolizar
la condicion que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes, la cual
nos permite deducir la expresion simbolica de f’(x). Si los alumnos han practi-
cado el calculo de la pendiente de una recta vy el significado geométrico de la
derivada en un punto, pueden llegar a obtener la expresion simbdlica de f'(x)
sin mucha dificultad.

Al decidir incluir el cuestionario 2 en el proceso de instruccion, se esta
optando por incorporar al significado pretendido practicas que forman parte de
la evolucion epistemologica del objeto derivada (significado de referencia) vy que,
normalmente, no suelen formar parte del significado pretendido para el objeto
derivada. Se trata, pues, de proponer a los alumnos una secuencia de actividades
que esta a mitad de camino entre el problema de la tangente y su inverso —-no
es exactamente el problema de la tangente, puesto que aqui ya se tiene cons-
truida; ni es el problema inverso, ya que se conoce la expresion simbolica de la
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funcion-. Realizar la construccion con computadora facilita las acciones de los
alumnos sobre dicha construccion vy les permite encontrar una condicion que
cumplen todas las tangentes (utilizando el triangulo formado por la ordenada, la
tangente v la subtangente, o bien otro semejante). Construcciones de este tipo
permiten que los alumnos calculen funciones derivadas sin necesidad de utilizar
limites, siempre que se haya trabajado previamente la interpretacion geométrica
de la derivada en un punto. Se trata de un método, sugerido por los procedi-
mientos utilizados para construir la tangente y la normal en el periodo que va
de Descartes a Barrow.

Este método tiene un campo de aplicacion limitado va que, previamente, el
alumno ha de descubrir una propiedad que cumplen todas las rectas tangentes.
Ahora bien, se puede aplicar, entre otras, a la familia de las funciones que tienen
por grafica una recta, y también a las funciones exponenciales y logaritmicas.
El hecho de que se pueda aplicar este método para calcular la derivada de las
funciones exponenciales vy logaritmicas permite una organizacion de la unidad
didactica sobre derivadas que tiene importantes consecuencias curriculares (por
ejemplo, permite prescindir del estudio de la indeterminacion 1%).

CONTEXTO

El camino seguido hasta el momento ha sido el siguiente: primero se ha comen-
zado analizando las representaciones presentes en el cuestionario 2, después
se ha visto que el uso conjunto de las expresiones simbolicas v de las repre-
sentaciones graficas hace viable una determinada técnica para el calculo de la
funcion derivada de la funcion f(x) = e y, finalmente, hemos visto como esta
técnica puede vivir en un entorno en el que no es necesario que “viva” la inde-
terminacion 1% Esta Gltima consideracion pone en primer plano la perspectiva
ecolbgica del “contexto”.

En relacion con el término contexto, hay basicamente dos usos (Ramos y
Font, 2006); uno consiste en considerar el contexto como un ejemplo particular
de un objeto matematico, mientras que el otro consiste en enmarcarlo en el
entorno. En el primer caso, se trata de ver que la situacion problema cae dentro
del campo de aplicacion de un objeto matematico. En el segundo caso, se trata de
un “uso” que vamos a llamar, metaforicamente, “ecologico”.

El uso del contexto como un ejemplo particular de un objeto matematico
se observa claramente en los procesos de instruccion en los que se proponen
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situaciones-problema extra matematicas, pensadas para la emergencia de nue-
vos objetos matematicos. En los procesos de descontextualizacion a partir de
contextos extra matematicos se sigue el siguiente proceso: se parte de una situa-
cion de contexto extra matematico S, que podemos poner en relacion (R) con la
situacion S’ la cual, a su vez, se considera como un caso particular del objeto
matematico OM (S”es OM). La relacion R, que permite relacionar S con S’ puede
ser de muchos tipos diferentes, ahora bien, en todos los casos se suele terminar
considerando R como una relacion de representacion, entendida ésta en térmi-
nos de instrumento de conocimiento (S”es una representacion de S). El contexto,
entendido como un ejemplo particular de un objeto matematico, esta presente en
el episodio que se describe, ya que éste forma parte de una larga secuencia de
actividades que comienza con la “emergencia” del objeto “funcion exponencial”
a partir del estudio de diferentes situaciones de contexto extra matematico (des-
integracion de una sustancia radioactiva, etc.). Se trata de problemas como el
que sigue a continuacion:

1. En un laboratorio se trabaja con un tipo de levadura que tiene un ritmo
de reproduccion muy especial: cada dia su masa es igual al doble de la del
dia anterior. Nos disponemos a comprobar esta propiedad; supongamos
que en el momento de iniciar la observacion hay 1 g de esta levadura.
a) ¢Cuantos gramos de levadura tendremos un dia después? &Y el segun-

do dia? ¢Y el tercero? ¢Y al cabo de una semana?

b) Elabora una tabla ordenada que relacione el tiempo para los cuatro
primeros dias v la masa de la levadura en gramos.

¢) ¢{Qué masa habia un dia antes de iniciar la observacion? ¢Y dos dias
antes?

d) Completa la tabla del apartado b con los valores correspondientes a
los dos dias anteriores al inicio de la observacion. Para ello, considera
estos dias como negativos.

e) Representa graficamente esta relacion entre el tiempo v la masa.

f) Halla la formula que permita calcular los gramos de levadura a partir
del numero de dias que han pasado.

El uso ecoldgico del término “contexto” queda claro cuando se dice, por
ejemplo, que el contexto del gorila es la selva. Ahora bien, puesto que el con-
texto del gorila también puede ser el zooldgico, podemos entender que hay un
uso ecologico del término contexto que permite situar el objeto matematico en
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diferentes “lugares”, por ejemplo, diferentes instituciones (universidad, secunda-
ria, etc). Estos “lugares” no tienen por qué ser solo instituciones, pueden ser
también, por ejemplo, diferentes programas de investigacion o diferentes “juegos
del lenguaje”.

El constructo “configuracion epistémica” propuesta por el EOS es una herra-
mienta que permite visualizar la vertiente ecologica del término “contexto” (Font
y Godino, 2006; Ramos v Font, 2006). El cuestionario del apartado 2 hay que
pensarlo formando parte de una configuracion epistémica que el profesor pre-
tendio implementar. Algunos elementos de dicha configuracion epistémica se
pueden describir brevemente mediante el siguiente esquema:

Cuadro 1 Configuracion epistémica “emergente” para el calculo de la derivada
de flx) = e

Lenguaje

Verbal

* Funcion, derivada

Grdfico

» (rafica de la funcion con la recta tangente en un punto
Simbdlico:

f0), f(1), (2), fla), x=a,(a e’ fN=1¢e, (X =e

Situaciones Conceptos
* El cuestionario 2 es un problema descon- | Previos
textualizado cuyo objetivo es el calculo de * Grafica de una funcion, coordenadas de un
la derivada de la funcion exponencial de punto, abscisa, ordenada, imagen, funcion
base e. exponencial, derivada en un punto, funcion

derivada, tangente, subtangente, punto de tan-
gencia, pendiente, etcétera.

Emergentes
* Derivada de la funcién exponencial de base e.
Procedimientos Proposiciones
Previos Previas
* Calculo de la pendiente. * La segunda coordenada del punto de tan-

gencia se obtiene sustituyendo x por a en la

Emergente . =
g formula de la funcion.

1) Hallar una condicion que cumplan todas
las rectas tangentes,

2) Simbolizar dicha condicion y

3) Hallar f'(x) a partir de la condicion anterior

Emergente
* Todas las subtangentes de la funcion expo-
nencial de base e valen 1.
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Cuadro 1 (conclusion)

Argumentos

Tesis: La funcion derivada de la funcion f(x) = €* es la funcion f'(x) = e*

Demostracién deductiva en la que se usan los siguientes argumentos:

Argumento 1: Justificacion visual de la propiedad “Todas las subtangentes de la funcién expo-
nencial de base e valen 1".

* Argumento 2: (g, e“) es el punto de tangencia.

» Argumento 3: la pendiente de la recta tangente es e“.

* Argumento 4: la derivada f'(a) es e? porque la derivada es la pendiente de la recta tangente.
* Argumento 5: lo que se ha dicho para el punto (g, e“) es valido para cualquier otro punto.

Esta configuracion epistémica visualiza como la situacion problema del cuestionario
del apartado 2 es la punta de un iceberg en el que, ademas de los diferentes tipos
de representaciones (primer aspecto considerado) v el procedimiento de calculo
seguido (sesundo aspecto), aparecen otros objetos matematicos. Dicho de otra
manera, el cuestionario 2 sittia el objeto derivada de la funcion f(x) = een un deter-
minado contexto, entendido como entorno, en el que, por ejemplo, no es necesaria
la definicion de funcion derivada como limite de las tasas de variacion media.

A continuacion, vamos a tener en cuenta otros factores que hacen el cuadro
mas complejo. Entre otros, la dualidad particular/general o las metaforas utilizadas
en el discurso del profesor y en el de los alumnos.

PARTICULAR/GENERAL

Una de las caracteristicas cruciales de la actividad matematica es el uso de ele-
mentos genéricos. El razonamiento matematico, para ir de lo general a lo general
hace intervenir una fase intermedia que consiste en la contemplacion de un
objeto individual. Este hecho plantea un grave dilema: si el razonamiento se ha
de aplicar a un objeto concreto, es preciso que se tenga alguna garantia de que
se razona sobre un objeto cualquiera para que quepa justificar la generalizacion
en la que termina el razonamiento. Ademas, puesto que el objeto concreto va
asociado a su representacion, aparece el problema de si la representacion es de
un elemento concreto o bien del concepto general.

La introduccion de la dualidad extensivo/intensivo en el EOS puede ayudar
a esclarecer el problema del uso de elementos genéricos. En relacion con este
problema hay que considerar tres cuestiones conexas pero distintas, a saber:
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1. ¢Por qué se hace intervenir en la demostracion de una proposicion mate-
matica (el enunciado de una definicion, etc), una fase intermedia que se
refiere a un objeto particular?

2. ¢Como es posible que un razonamiento en que intervenga semejante fase
intermedia pueda, pese a ello, dar lugar a una conclusion universal?

3. El elemento particular normalmente forma parte de una cadena en la que
los eslabones anteriores son elementos genéricos. A su vez, el elemento
particular, al ser considerado como genérico, se convertira en el eslabon
previo de un nuevo caso particular, y asi sucesivamente.

La faceta extensivo/intensivo resulta un instrumento esencial para analizar
la complejidad asociada a estos tres aspectos. Dicho de otra manera, el uso del
elemento genérico lleva asociada una compleja trama de funciones semioticas
(y por tanto, de representaciones) que relacionan intensivos con extensivos. Mos-
traremos esto con el andlisis del episodio que estamos considerando.

Si observamos los tres apartados del cuestionario, podemos intuir que en su
redaccion se ha tenido muy presente el paso de lo particular a lo general. En
el apartado a se pide calcular la derivada para tres valores concretos (0, 1y 2).
En el apartado b se pide calcular la derivada para un valor concreto “a” y en
el apartado ¢ para un valor cualquiera. Es decir, el transito de lo extensivo a lo
intensivo ha estado muy presente en el disefio del cuestionario. En este proceso,
podemos considerar que los objetos extensivos “representan” a los intensivos.

Si consideramos la técnica de calculo de la derivada que se ha de aplicar en
el cuestionario, y sin entrar en un andlisis detallado como los que se realizan
en Contreras, Font, Luque y Ordonez (2005), se puede considerar a priori la
siguiente trama de funciones semioticas.

Para calcular la funcion derivada a partir de una condicion que cumplen
todas las tangentes, el alumno ha de:

1. Tratar separadamente las variables relacionadas por la formula y la grafica
de la funcion exponencial de base e. Para ello, ha de entender el objeto
funcion exponencial de base e como un proceso en el que intervienen
otros objetos, uno de los cuales es x v el otro es f(x). Aqui se establece
una funcion semiotica que relaciona el objeto f(x) con el objeto x.

2. Asociar a x la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x. Esta
relacion se puede considerar una funcion semiotica que relaciona el objeto
x con el objeto “pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x".
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3. Asociar la expresion que permite calcular la pendiente de la recta tangen-
te en el punto de abscisa x con f(x). En este caso tenemos una funcion
semiotica que relaciona una notacion con otra diferente pero equivalente.

4. Considerar x como una variable. En este caso tenemos una funcion
semiotica que relaciona un objeto con una clase a la cual pertenece.

5. Entender la funcion que ha obtenido como un caso particular de la clase
“funcion derivada”. En este caso tenemos una funcion semiotica que rela-
ciona un objeto con la clase a la cual pertenece.

Si nos fijamos en el cuestionario que se ha presentado a los alumnos
podemos observar que la secuencia de apartados tiene por objetivo facilitar
el establecimiento de estas funciones semioticas. El uso de la letra a v de la
isualdad x = a en el apartado b del cuestionario tiene la funcion de introducir
un elemento concreto en el razonamiento del alumno v facilitar el paso 1. La
opcion de utilizar conjuntamente la grafica y la formula y el uso de la notacion
simbolica para el punto de coordenadas (a, e tiene por objetivo que el alumno
realice los pasos 2 v 3. Los pasos 4 y 5 se pretenden conseguir a partir de la
pregunta del apartado c.

Este ejemplo permite ilustrar un fenémeno que consideramos muy relevante:
el alumno, para la realizacion de la mayoria de las practicas matemdticas, ha
de activar una trama compleja de funciones semioticas v los ostensivos utili-
zados son delerminantes, tanto para reducir o aumentar la complejidad de
esta trama, como para la realizacion efectiva de la practica. Por ejemplo, si en
el cuestionario que estamos considerando se hubiera eliminado el apartado b,
seguirfamos pretendiendo que el alumno aplicara la técnica de calculo de la
funcion derivada que estamos comentando y continuariamos utilizando graficos
(los de la actividad previa con la computadora v los del apartado a) y expresiones
simbolicas (apartado ¢), pero la complejidad de la trama de funciones semi6ti-
cas que tendria que hacer el alumno aumentaria notablemente v, con ello, las
posibilidades efectivas de resolver la tarea.

Si bien el analisis semiotico que acabamos de realizar es a prioriy sirve para
detectar conflictos semioticos hipotéticos, queremos destacar que las funciones
semioticas que hemos utilizado en su descripcion detallada no se pueden desligar de
la reflexion que hemos hecho sobre uno de los elementos cruciales de la activi-
dad matematica: el uso de elementos genéricos y de la observacion de episodios
de aula en los que se fijan sus reglas de uso. Hay que resaltar, pues, que, para
justificar que la comprension se puede describir mediante una trama de funciones
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semioticas, hemos de recurrir a entender también la comprension como el uso
competente que se deriva del conocimiento y aplicacion de normas. Por tanto,
otro factor, tanto o mas importante que el tipo de representacion utilizado, que
interviene de manera determinante en la complejidad de las tramas de funciones
semioticas asociadas al uso de elementos genéricos, son las reglas del juego de
lenguaje en el que nos situamos. Cuando en las practicas matematicas utiliza-
mos un ostensivo como un elemento genérico, estamos actuando sobre un objeto
particular, pero nos situamos en un “juego de lenguaje” en el que se entiende
que nos interesan sus caracteristicas generales y prescindimos de los aspectos
particulares.

Para conocer los detalles sobre las caracteristicas de este juego del lenguaje,
y de las dificultades que tienen los alumnos para participar en él, es necesario
el analisis de didlogos entre profesores y alumnos relacionados con el uso de
elementos genéricos, como por ejemplo el que sigue a continuacion (Contreras,
Font, Luque y Ordofiez, 2005, p. 179):

Después de que el profesor hubiera introducido en clases anteriores la deriva-

da en un punto como f (a) = lim My justo después de haber

h—0 h _
introducido la funcion derivada como f(x) = lim M

se produ-
h—0 h

jo el siguiente dialogo:
Alumna (Laura): ¢éQué diferencia hay entre la definicion de funcion deriva-
da vy la definicién de derivada en un punto?
fla+h) —f(a)

Profesor. La derivada en un punto es f'(a) :hlimo—, en
ﬁ

esta expresion la a es fija, no varia, lo que varia es la h. En cambio, en el

fx+h) -1

caso de la funcion derivada f'(x) :1limO . primero has de
1—>

suponer que la x no varia y que solo varia la h pa]ra obtener f'(x), y después
has de suponer que la x varia. Por tanto, cuando calculas la derivada en un
punto, el resultado es un numero, mientras que cuando calculas la funcion
derivada, el resultado es una formula de una funcion.

La asimilacion (o no) de las reglas de este juego de lenguaje es fundamental
para conformar la trama de funciones semibticas asociadas a las practicas en las
que interviene el elemento genérico.
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METAFORAS

Los alumnos, antes de contestar el cuestionario, habian estado trabajando con la
representacion grafica de la funcion f(x) = e en un software dindmico que les
permitio hallar una condicion que cumplen todas las subtangentes (tienen una
longitud igual a 1). La emergencia de esta propiedad es el resultado de una abs-
traccion diferente a la empirica, a saber, de una abstraccion “reflexiva” (en tér-
minos de Piaget). Se trata de un proceso que, a partir de la reflexion sobre el
sistema de acciones y su simbolizacion, llega a encontrar relaciones invariantes
y las describe simbolicamente. Esto quiere decir que, en este proceso, determi-
nadas propiedades vy relaciones son senaladas y la atencion se focaliza sobre
ellas, lo cual pone de manifiesto que ganan un cierto grado de independencia
respecto de los objetos vy situaciones con los que inicialmente estan asociados.
Este tipo de abstraccion produce un resultado que aparece a partir de la accion
v que gana sentido y “existencia” a partir de ella. Hay que destacar que se llega
a una generalizacion intensiva (lo que no varia) a partir de: 1) ignorar aspectos
de lo concreto (lo que varia) y 2) de considerar que lo que es valido para un
objeto (variable en este caso, puesto que estamos trabajando con un programa
dinamico) es valido para todos, es decir se razona con elementos genéricos (di-
namicos en este caso). Ahora bien, el uso de este software dinamico, ademas
de permitir la generalizacion que se pretende, produce otros efectos; uno de los
mas importantes es que estructura implicitamente las graficas funcionales en tér-
minos de la metafora siguiente: “La grafica de una funcion se puede considerar
como la traza que deja un punto que se mueve sobre un camino (la grafica)”
(Font y Acevedo, 2003). Veéase cuadro 2.

Por otra parte, en el apartado b del cuestionario se ha de poner en funcio-
namiento una metafora conceptual sobre las graficas de tipo conjuntista; nos
referimos a la metafora conceptual: “La grafica de una funcion es el conjunto de
pares ordenados (a, fla))”. Véase cuadro 3.

Esta metafora conceptual de tipo linking," que sirve para conectar la teoria
de conjuntos con las graficas de funciones, se superpone sobre una metafora de

* Lakoff y Nuriez (2000) distinguen dos tipos de metaforas conceptuales: 1) “Conectadas a
tierra” (grounding). Son las que relacionan un dominio (de llegada) dentro de las matematicas
con un dominio (de partida) fuera de ellas. Por ejemplo: “Las clases son contenedores”, “los
puntos son objetos”, “una funcion es una maquina’, etc. Estas metaforas sirven para organizar
un dominio de llegada matematico (por ejemplo las clases) a partir de lo que sabemos sobre un
dominio de partida que esta fuera de ellas (Io que sabemos sobre los contenedores), v 2) De

enlace (linking): Tienen su dominio de partida v de llegada en las propias matematicas. Por
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Cuadro 2 “La grafica es la traza que deja un punto que se mueve
sobre un camino’

Dominio de partida Dominio de llegada
Camino Graficas de funciones
Una localizacion en el camino Punto de la grafica

La relacion de pertenencia (ser un punto de

Estar sobre el camino ,
la gréfica)

Origen del camino Origen de la grafica (por ejemplo, menos

infinito)
Final del camino Final de la grafica (por ejemplo, mas infinito)
Estar fuera del camino Puntos que no pertenecen a la grafica

Cuadro 3 “La grafica de una funcion es el conjunto de pares (a, fla))’

Dominio de partida Dominio de llegada
Conjuntos Graficas de funciones
Conjunto de pares (a, fla)) Gréfica de la funcion
Miembros del conjunto Puntos de la grafica
La relacion de pertenencia Ser un punto de la grafica

Un subconjunto de un conjunto mas grande | Dominio, rango, puntos de corte, maximos
minimos, puntos de inflexion, intervalos de
crecimiento o decrecimiento, etcétera

tipo grounding que tiene como dominio de salida los esquemas de imagenes
“parte/todo” y “contendor” y como dominio de llegada las curvas. Dicha metafora

de tipo grounding se puede observar en los trabajos de Leibniz y es claramente
rechazada por Newton cuando dice:

No considero las magnitudes matematicas como formadas por partes, por
pequefias que éstas sean, sino como descritas por un movimiento continuo.
Las lineas no son descritas y engendradas por la yuxtaposicion de sus partes,

ejemplo, “los ntimeros reales son los puntos de una recta”, las funciones de proporcionalidad
directa son rectas que pasan por el origen de coordenadas’, etc. Las metaforas de enlace
proyectan un campo de conocimientos matematicos sobre otro distinto.
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sino por el movimiento continuo de puntos; las superficies por el movimiento
de las lineas; los solidos por el movimiento de las superficies; los angulos por
la rotacion de los lados; los tiempos por un flujo continuo. Considerando,
pues, que las magnitudes que crecen en tiempos iguales son mayores o
menores segin que lo hagan con mayor o menor velocidad, busqué un
meétodo para determinar las magnitudes partiendo de las velocidades de
los movimientos o aumentos que las engendran. Llamando fluxiones a las
magnitudes engendradas, di, hacia los afios 1665-1666, con el método de
fluxiones, del que haré uso en la cuadratura de curvas. (extraido de Lacasta
y Pascual, 1998, pp. 28-29).

En este parrafo, Newton se posiciona a favor de las metaforas dinamicas y
en contra de las estaticas (formadas por partes). Hay que tener en cuenta que
Leibnitz, a diferencia de Newton, considera la grafica de una funcion como un
agregado de segmentos infinitesimales mas que como la travectoria de un punto
que se mueve. Para Newton, las graficas de funciones eran consideradas no
como un agregado estatico de infinitesimales, sino como la trayectoria descrita por
un punto en movimiento, la cual se puede expresar mediante una formula (gene-
ralmente en forma implicita). Esta manera de entender las graficas de funciones
es muy evidente en la obra de Newton, en la cual podemos hallar constantes re-
ferencias a un punto que se mueve sobre una parabola, una hipérbola, etc.
Ademés de considerar que la grafica se puede interpretar como la traza que deja
un punto que se mueve sobre la grafica, considera que el punto que genera la
orafica viene determinado por dos sesmentos (abscisa y ordenada), cada uno de
los cuales es generado por un punto que se mueve en funcion del tiempo.

Por otra parte, como ya hemos comentado anteriormente, actualmente hay pro-
gramas informaticos, facilmente utilizables en el aula, que facilitan, aunque sea
de manera inconsciente, este tipo de metaforas dinamicas. Pero no solo los pro-
gramas informaticos facilitan estructurar las graficas como trazas de puntos, la
misma manera de hablar, el discurso que se realiza sobre las graficas, puede
llevar a entender las graficas de funciones de esta manera (Font y Avecedo, 2003;
Bolite, Acevedo y Font, 2005). En muchos casos, el discurso metaforico del pro-
fesor puede inducir al alumno a entender el punto de una grafica como un punto
determinado sobre un camino que se recorre o una linea por la cual se transita.
Frases como “antes de”, “después de” pueden producir este efecto en el alumno.
En dicha metafora, se sugiere una organizacion espacial, se tiene un origen (“de”),
un camino (“pasa por’, “aquf’, “a lo largo”), v un fin (‘@”, “hasta’) y ademas se
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contempla algo que se mueve (punto, objeto, etc.) y que se puede localizar en un
momento dado.

El uso de las metaforas dinamicas tiene sus ventajas, pero también sus in-
convenientes, como se muestra en la investigacion explicada en Font (2000). En
dicha investigacion se describe una situacion de ensefianza/aprendizaje en la
que alumnos de 17 anos utilizan software dinamico con el objetivo de ayudarles
a entender que la recta tangente es la recta a la cual se aproximan las rectas
secantes. En este contexto (Font, 2000, p. 122) se observd que el hecho de que
el profesor utilizara de manera inconsciente un discurso dinamico producia la
siguiente dificultad en los alumnos:

() observamos que habfa alumnos que, cuando movian el punto A, pensaban
que el nuevo punto continuaba siendo el punto A y que la nueva recta tangente
era la misma que antes pero con diferente inclinacion. De hecho, es como si
estructurasen la situacion en términos de una persona que se mueve (punto A)
con un saco en la espalda (recta tangente) por una carrelera que primero sube
v despues baja (grafica) y considerasen que la persona vy el saco siempre son los
mismos a pesar de estar en diferentes lugares y tener diferente inclinacion.

Este fenobmeno también estd documentado en otras investigaciones, por
ejemplo en Bolite Frant et al. (2004).

UNA FAMILIA DE INSTRUMENTOS DE CONOCIMIENTO
QUE COMPARTEN UN AIRE DE FAMILIA

En el apartado anterior hemos observado y analizado la presencia conjunta de los
procesos de representacion, metaforicos y los de particularizacion/generalizacion
(en los que englobamos los procesos de contextualizacion). A continuacion ex-
pondremos primero que esta relacion se puede entender en términos de “aire
de familia” puesto que, de alguna manera, dichos procesos hacen intervenir la
relacion A es B. Después utilizaremos las facetas duales del EOS para explicar
codHmo se relacionan los miembros de dicha familia, utilizando como contexto de
reflexion una de las metaforas mas fructiferas en la historia de las matematicas:
la interpretacion de las curvas del plano como conjunto de puntos que son
solucion de una ecuacion.

Si consideramos la estructura A es B como una linea difusa (figura 5), en un
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extremo podemos situar claramente la relacion de subcategorizacion (particular/
general) y en el otro extremo la metéafora. La representacion, entendida como
instrumento de conocimiento, se sittia en una posicion intermedia:

Particular/general (subcategorizacion)

El elemento A cumple las condiciones que cumplen todos los elementos
de B. (Podemos conocer A a partir de conocer By viceversa)
Representacion

“Aplicacion de la teoria o las ideas de un sistema B en otro sistema A,
para poder utilizar el aparato tedrico o conceptual de B como instrumento
de andlisis de A.” (Ibarra, 2000, p. 25)

Metdafora (pe, la grafica es la traza de un punto que se mueve sobre un
camino)

Estructuramos el campo de conocimientos A (grafica) en términos de la es-
tructura que tiene B (experiencias sobre el movimiento). (Conocemos A
en términos de B):

| AesB |

Subcategorizacién
(particular/general)

Metéfora Representacion

Figura 6

En el E0s, una de las maneras de estudiar la relacion entre los procesos que
presentan este aire de familia consiste en situar el proceso que nos interesa (en
este caso los procesos metaforicos) en el centro de la fisura 5 para relacionar-
lo con los procesos de comunicacion, enunciacion, definicion, argumentacion
y algoritmizacion y los procesos relacionados con las diferentes miradas que
posibilitan las facetas duales (institucionalizacion/personalizacion; generaliza-
cion/particularizacion; descomposicion/reificacion; materializacion/idealizacion;
representacion/significacion). A continuacion aplicaremos a los procesos meta-
foricos solo las diferentes miradas que posibilitan dos de las facetas duales
(intensivo/extensivo v expresion/contenido).
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METAFORA

Figura 7
LA METAFORA EN RELACION CON LA DIMENSION DUAL “EXTENSIVO/INTENSIVO”

A continuacion vamos a considerar una de las metaforas mas fructiferas en la
historia de las matematicas: la interpretacion de las curvas del plano como con-
junto de puntos que son solucion de una ecuacion y comentaremos el proceso
que convierte esta metafora en una subcategorizacion (particular/general). De
entrada, la curva geométrica para Descartes es la traza que produce un punto
que se mueve por un instrumento articulado compuesto por diversas reglas, de
manera que el movimiento efectuado sobre una regla es trasmitido por las di-
ferentes reglas del instrumento y hace que el punto se mueva trazando una deter-
minada curva. Por ejemplo:

» Una circunferencia es la curva geométrica que se obtiene a partir de la
traza que deja la punta del compés.

En este caso actua la dualidad particular/general (A es B), es decir A (una
circunferencia concreta) es un elemento de la clase B (curvas que se obtienen
a partir de la traza que deja la punta del compas). En este caso actiia una metafora
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fosilizada (las curvas son trazas de puntos que se mueven sujetos a determinadas
condiciones). Dicho de otra manera, la metafora fosilizada se ha transformado en
la dualidad particular/general.

Descartes, en la Geomelria, introduce una de las metaforas mas creativas de
la historia de las matematicas:

* La circunferencia que se obtiene al trazar la punta del compas es el “con-
junto de puntos que son solucion de una ecuacion del tipo x* + v* + Dx
+Ey+F=0"?

Se trata de una metafora que permite entender la clase B desde otro punto
devista (Bes B, o B~ B, 0 B¢ B). Gracias a esta metafora, podemos estructu-
rar nuestro conocimiento de las curvas de la geometria sintética en términos de
nuestro conocimiento del algebra.

Con el paso del tiempo, se considera que lo que hacemos es representar las
curvas de la geometria sintética por medio de ecuaciones:

e La expresion x> + v + Dx + Ey + F = 0 se considera como la represen-
tacion de una circunferencia.

Este proceso se cierra con el olvido de B. Es decir, A es B pasa a un segundo
plano o incluso A es B se sustituye completamente por A es B De esta manera,
con el paso del tiempo A es B’ se convierte en una metafora fosilizada que se
interpreta en términos de particular/general.

* Una circunferencia es el conjunto de puntos que son solucién de una
ecuacion del tipo x* + v* + Dx + Ey + F = 0 (o simplemente una circun-
ferencia es una ecuacion del tipo x* + v* + Dx + Ey + F = 0).

Tal como muestra el ejemplo de la geometria analitica se trata de un proceso
complejo que, por otra parte, puede llegar a necesitar mucho tiempo. Se trata
de un proceso que conlleva que un objeto (la circunferencia en este caso) que
“vivia” en un determinado programa de investigacion (la geometria sintética) pasa
a “vivir’ también en otro programa de investigacion (la geometria analitica).

En este ultimo parrafo de manera implicita hemos estado considerando el
“contexto”, entendido éste de manera ecoldgica.

® Descartes utiliza el termino “circulo” y una ecuacion del tipo v* = Ix — x2
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LA METAFORA EN RELACION CON LA DIMENSION DUAL “EXPRESION/CONTENIDO”

Como se ha dicho antes, la metafora de Descartes es una nueva metafora (A es
B’) que permite entender la clase B desde otro punto de vista (Bes B, 0 B~ B;
0 B ¢ B). Gracias a esta metafora, podemos estructurar nuestro conocimiento
de las curvas de la geometria sintética en términos de nuestro conocimiento del
algebra y con el paso del tiempo, se considera que lo que hacemos es repre-
sentar las curvas de la geometria sintética por medio de ecuaciones. Visto de
esta manera, se puede considerar que la expresion A es B’ funciona de manera
iconica con respecto al contenido B.

En el E0s, cuando se reflexiona sobre la metafora desde la dimension
expresion/contenido, se coincide con el punto de vista de otros investigadores
(Otte, 2001) que consideran que la metafora actia de manera iconica, puesto que
una representacion iconica, ademas de representar al objeto, nos informa de la
estructura de dicho objeto. En otras palabras, la metafora es primero una “forma
de hacer ver” que, al tener consecuencias inferenciales, también es una “forma de
hacer saber”.

REFLEXIONES FINALES

En este articulo hemos puesto de manifiesto que la dualidad particular/general,
la metafora, la representacion y el contexto tienen un aire de familia. En los cua-
tro casos podemos observar la existencia de un primer tipo de entidades que se
utilizan para comprender un segundo tipo de entidades, a partir de las acciones
que realizamos sobre las primeras (las cuales se consideran, al menos en algin
aspecto, diferentes de las segundas). Estos cuatro procesos, esenciales en la
actividad matematica, de alguna manera hacen intervenir la relacion A es B, v,
por tanto, se pueden considerar como instrumentos de conocimiento que com-
parten un aire de familia (Wittgenstein, 1953). Por este motivo, consideramos
importante para la educacion matematica investigar conjuntamente su funcion
en la emergencia de los objetos matematicos como resultado de los procesos de
instruccion. Incluso cuando el foco de atencioén es uno solo de ellos conviene
hacerse la siguiente pregunta: ¢como se vincula el instrumento de conocimiento
que nos interesa con los otros?

En este trabajo también hemos mostrado como las herramientas tedricas
elaboradas por el enfoque ontosemiotico del conocimiento vy la instruccion ma-
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tematica permiten afrontar la complejidad que presenta la investigacion sobre esta
familia de instrumentos de conocimiento.
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