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Geometrizacion de una porcion
del espacio real

Alberto Camacho Rios, Bertha lvonne Sanchez Lujan,
Ricardo Blanco Vega y Jestis Humberto Cuevas Acosta

A la memoria de Juan Mena Herndndez

Resumen: El articulo tiene por objetivo describir el conocimiento matematico
que surgio de la geometrizacion de una porcion de terreno o espacio real
levantada a finales del siglo xvii con un grafometro y cordel. El levantamiento
topografico se considera como una practica de referencia en el marco de la
aproximacion teorica conocida como socioepistemologia, mientras que la geome-
trizacion es la practica social asociada. Los resultados establecen la matematiza-
cion y transposicion del espacio real en un microespacio y ponen en evidencia
los conocimientos matematicos de la actividad. Al final se plantean casos parti-
culares que subrayan la utilidad de los instrumentos y técnicas de medicion de
la topografia en la resolucion de problemas escolares de la geometria euclidiana
y de trigonometria.

Palabras clave: practica de referencia, seometrizacion, grafometro, espacio real.

Géométrisation d’'une portion de I'espace réel

Résumé: Lexpose est destiné a décrire les connaissances mathématiques qui sont
apparues de la géomeétrisation d’'une portion de terrain ou espace réel, soulevée a la
fin du xviie siecle avec un graphomeétre et une corde. L'soulevement est considéré
comme une pratique de référence dans I'approche théorique connue sous le nom
de socioépistémologie en tant que la pratique sociale associée est la géometrisa-
tion. Les résultats montrent la mathématisation et la transposition de 'espace réel
dans un micro-espace et mettant en évidence les connaissances mathématiques de
lactivité. Finalement, se posent des cas individuels qui mettent en évidence I'utilité
des outils et des techniques de mesure de la topographie dans la résolution des
problemes a I'école de la geomeétrie euclidienne et la trigonomeétrie.

Mots clef: pratique de référence, seométrisation, graphométre, espace réel.

Fecha de recepcion: 27 de agosto de 2010.
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..muchos autores informan que los egipcios fueron los
inventores de la geometria, que nacio de la medida de
los campos, necesaria debido a las crecidas del Nilo que
borraban el limite entre las propiedades. Por lo demds, no
es de asombrar que hava sido una exigencia prdctica la
determinante de la invencion de esa ciencia...
Tomado de Los comentarios al libro |
de los Elementos de Euclides de Proclo

INTRODUCCION

La geometria natural —como la han llamado Houdement y Kusniak (2006)-
tiene por fuente de validacion la realidad, aquello que es sensible. Esta compren-
de tres facultades esenciales del ser humano: intuicion, experiencia y deduccion,
que se ejercen fundamentalmente sobre objetos materiales con la ayuda y
manipulacion de instrumentos (Houdement y Kusniak, 2006, p. 12). De esto
ultimo se desprende que la geometria euclidiana no es natural. En este marco,
se puede considerar que la topografia es una especie de geometria natural
—también conocida en su origen como geometria practica- que ha sido poco
investisada como objeto de estudio, dejandola al margen de las mateméticas vy
de las tradiciones propiamente técnicas.

La particularidad de la topografia es que asocia los pensamientos geomeétrico
y trigonométrico a una técnica que le sirve de objeto para geometrizar la realidad
inmediata mediante diferentes practicas, como son levantamientos topograficos,
nivelaciones, observaciones astronomicas, etc. La geometrizacion es un tipo de
matematizacion elemental que se acciona durante los levantamientos con el
proposito de controlar las mediciones angular y lineal de superficies de terrenos,
asi como posteriormente durante el diseno de la planta topografica correspon-
diente.!

En lo que sigue, se hard referencia a la extension de los terrenos con la frase
espacio real, debido a su caracter fundamental de poseer las tres dimensiones
espaciales y contar con una medida supetficial que las delimita, asi como con la
finalidad de distinguirla del que se conoce como espacio matematico o espacio

' Una version de este articulo se presentd como ponencia con el titulo “Geometrizacion
del espacio real” en la xim Conferencia Interamericana de Educacion Matematica, CIAEM Xii,
seccion Historia v Epistemologia, llevada a cabo en junio de 2011 en Recife, Brasil.
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euclidiano. En este sentido, se puede decir que la geometrizacion transforma el
espacio real de los terrenos en microespacios de geometria natural que se les
aproximan, siendo estos ultimos modelos a escala de los primeros.

Desde el punto de vista de la asociacion de conocimientos mateméaticos con
diferentes técnicas, la topografia puede verse como definidora de “practicas de
referencia” de las que se han desprendido nuevos conocimientos matematicos.
En si mismo, el conocimiento matematico se admite como una unidad o sintesis
de la acumulacion de conocimientos generados por diferentes practicas de refe-
rencia, los cuales tienen por limite el saber o conocimiento matemaético teérico
(De Gortari, 1988, pp. 388-391).

Si bien las practicas de referencia generan nuevos conocimientos —-que se
podrian denominar como conocimientos de referencia-, entre estos ultimos y las
primeras se colocan las prdcticas sociales. Estas son actividades que orientan la
interaccion del conocimiento al centro de las practicas de referencia, dando sen-
tido a los procesos de matematizacion del espacio real, “en el cual intervienen una
buena cantidad de nociones y procedimientos matematicos” (Cantoral, Farfan,
Lezama y Martinez, 2006, p. 90).

En general, las practicas sociales se describen en forma de argumentaciones
de la matematica, las cuales posteriormente devienen al salon de clase. Asi, por
ejemplo, y en un contexto restringido de la nocion de espacio, la geometriza-
cion del espacio matematico fue una practica de referencia que desarrollaron
gedmelras y analistas como Newton, Leibniz y Euler, entre otros. La actividad
consistia en eliminar una o mas de sus determinaciones. Por “determinaciones”
se referian a la medida finita de las longitudes del espacio matematico, es decir,
el largo, el ancho y la profundidad, de manera que, al eliminar una de ellas, la
parte correspondiente se perdiera en el infinito. En la siguiente etapa, se esta-
blecia una reformulacion o sintesis de conocimientos en la que se contrastaba el
infinito con el cero, de lo cual se desprendia una primera proposicion sintética.
En el caso de Newton, la proposicion que resultd de esa practica se definio
como: “Todo [espaciol que es capaz de aumentar y disminuir es descrito con
movimiento continuo” (Camacho, 2005).

Puede observarse que la actividad normativa que rige esta tltima actividad
es una practica social inducida por argumentos variacionales que llevan a la
construccion del concepto de limite infinito, de la cual se desprende una primera
proposicion o discurso matematico. Este discurso es la parte inicial que orientod
la construccion de los Principia newtonianos y posteriormente seria ordenado
en forma de discurso matematico escolar por Bails (1789, pp. 313-314) y otros
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autores de obras elementales, acomodandolo de la siguiente manera: “La exten-
sion infinita es un espacio geomeétrico que tiene por limite el infinito”.

En resumen, desde el punto de vista pedagogico, lo que interesa, como un
objetivo colateral del escrito, es establecer una relacion entre los argumentos de
la geometria elemental que se mueven en la practica topografica y el espacio fisi-
co en que se ubica esta disciplina. Puestos en situacion, tales arsumentos estan
muy proximos a la percepcion que tienen los estudiantes del propio espacio.
No obstante, la amplitud del estudio socioepistemologico del conocimiento que
aqui se presenta no permitio el diseno de situaciones de aprendizaje donde los
argumentos matematicos que surgen de la topografia pudieran ser colocados en
situacion escolar, a lo mas, se mencionan en las conclusiones algunos casos par-
ticulares respecto al uso de instrumentos y métodos de medicién y observacion
que se han experimentado en el salon de clase. Sin embargo, el objetivo central
del estudio se comenta en el siguiente rubro.

MARCO TEORICO
LA SOCIOEPISTEMOLOGIA

El presente escrito estd subordinado a la aproximacion tedrica conocida como
socioepistemologia, la cual es articulada por las siguientes acciones:

1. “El foco del andlisis es puesto [E] en la practica social v en la manera
como hace su aparicion en forma de discurso matematico la funcion
normativa de esta ultima [para, enseguidal

2. presentarse como una forma de discurso matematico escolar” (Cantoral y
cols., 2006, p. 90).

Significados asociados

Las imagenes de los conocimientos rescatados del estudio de las practicas sociales
-antes mencionadas—- son reconocidas en la socioepistemologia como significa-
dos asociados del propio conocimiento que, en su acontecer histérico, mantie-
nen una representacion cercana con el discurso matematico escolar actual. En
cuanto a su devenir, los significados adoptan diferentes imagenes cuyo limite es
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su representacion escolar en el presente. El rescate de significados ha permitido
experimentar en el salon de clase disenios de situaciones de aprendizaje en
las que se hacen interactuar dichos significados con su representacion escolar
vigente en el afan de mejorar su ensefianza (Camacho y Sanchez, 2010, p. 34;
Camacho, 2011a, pp. 164-170). Esta tltima etapa es conocida en el diseno de
la situacion como resignificacion del conocimiento y ocurre a partir del trabajo
de los estudiantes con los diferentes significados —incluso los determinados en los
analisis cognitivo vy didactico- ordenados en la situacion. La resignificacion es un
mecanismo que une las argumentaciones del conocimiento matemético escolar
en juego con las instrucciones a las que se sujeta la situacion, toda vez que
dinamiza esta Ultima.

LA PRECISION, EJE CENTRAL EN LOS LEVANTAMIENTOS TOPOGRAFICOS

Hay que destacar que, para el caso de la topografia, las practicas de referencia y
las practicas sociales estan sujetas a los instrumentos de uso. Asi, en los levanta-
mientos topograficos que se plantean, se hace alusion al graféometro y al cordel.
Por la incertidumbre causada por la poca precision que los instrumentos aporta-
ban, asi como por las limitaciones de las técnicas de observacion, tales practicas
provocaban pequenos errores que falseaban la geometrizacion final del terreno
o terrenos. Ante ese problema, gedmetras que vivieron entre los siglos xvi al
XIx, como Euler, Mayer, Gauss, Bessel, Diaz Covarrubias, etc, juzgaron necesario
asumir dichos errores con tolerancias que previamente se podian especificar y
cuyo establecimiento estaba en funcién, como ya se menciono, tanto de los ins-
trumentos como de los tipos de levantamientos que habia que desarrollar.

Vista asi, la tolerancia especificada constituyo la diferencia entre los conoci-
mientos matematicos que se construyeron a partir de las practicas de topografia
y los conocimientos matematicos ideales contenidos, en un primer momento, en
los Elementos de Euclides. En épocas de mayor contribucion a la construccion
del conocimiento matematico, la tolerancia fue de la mano con el conocimiento
aproximado, ampliamente discutido por Bachelard (1928) vy, ademés, como
consecuencia, asociado a los desarrollos en serie de MacLaurin en el contexto
de las funciones analiticas.

A partir de lo anterior y como una cuestion metodolégica que se asume en el
estudio, se parte de que los cambios tecnoldgicos sufridos por los instrumentos
llevaron a cambiar a su vez las técnicas y las practicas de observacion y medicion,
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dando lugar a transformaciones de las practicas sociales asociadas a las practicas
de referencia, lo cual tuvo como consecuencia la determinacion de nuevos cono-
cimientos matematicos.

Ante esto ultimo, se plantea para el estudio el siguiente objetivo:

Describir las particularidades de algunos significados del conocimiento mate-
matico que surgieron de operaciones topograficas mediante ciertos problemas
especificos desarrollados a lo largo de la historia y cuya representacion actual se
sittia en la matematica y en la probabilidad.

En si se considera el siguiente caso:

La transicion que sufrio la dioptra hasta parecerse el grafometro, asi como
las técnicas y conocimientos que derivaron de ello. Esta etapa, que inicia en el
siglo 11 a. C,, pasa por el siglo xvi y concluye a finales del siglo XIX, se caracteriza
por una aproximacion restringida en las mediciones angulares y lineales. Esta
parte comprende la simulacion del levantamiento topografico de un poligono
cerrado medido a finales del siglo xvii con un grafémetro para los angulos y un
cordel para las longitudes. El levantamiento se caracteriza por una aproximacion
restringida en la parte lineal de la medicion. Para la situacion que se analiza,
interesa establecer el microespacio correspondiente v hacer ver las diferencias
entre este ultimo v el espacio real del terreno. Lo anterior se considera a partir
de tomar la geometrizacion como eje central de trabajo.

Puesto que los instrumentos utilizados en el levantamiento que se presenta
son por demas limitados e imprecisos, el resultado que arroja la geometrizacion
es un modelo matematico de compensacion lineal elemental que se desprende de
la practica social. El ejercicio ha sido elegido deliberadamente y con él se intenta
mostrar como de lo contingente de los elementos que integran la practica topo-
grafica surge un conocimiento -la imagen de un significado asociado a cierto
concepto- todavia expedito, que sufrira en su evolucion transformaciones impor-
tantes antes de ser vehiculado al salon de clase.

ESTADO DEL ARTE

Desde la perspectiva del uso de la geometria natural, Kusniak (2005) y
Houdement y Kusniak (2006, p. 6) han dotado a sus estudiantes de “espacios de
trabajo geométrico personal”, que destacan dos campos de actividades funda-
mentales, “el primero relaciona la experiencia, vinculando el mundo sensible
con herramientas de medicion”, mientras que el segundo “devuelve al nivel de

128 EpucacionN MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011



Alberto Camacho, Bertha Sanchez, Ricardo Blanco y Jests Cuevas

abstraccion las figuras geométricas, relacionandolas con sus propiedades mate-
maticas”. En la misma direccion, Matheron y Noirfalise (2007) experimentaron
con estudiantes “microespacios de trabajo geométrico”, simulando en las instruc-
ciones el propio trabajo desarrollado por ingenieros a mediados del siglo XX (esta
actividad se comenta de nuevo en las conclusiones).

Por su lado, Montiel (2008) hizo una revision de las funciones trigonométri-
cas desde su definicion a traves de la matematizacion de la astronomia expuesta
en el Almagesto de Ptolomeo. La autora sugiere la anticipacion como practica
social vinculada a la matematizacion, de modo que el modelo matematico que
se puede construir con ello es de naturaleza geométrica elemental. En una
segunda etapa, la investigadora ha experimentado con estudiantes el uso de
instrumentos de medicion angular semejantes a los clisimetros usados por los
topografos? —construidos ex profeso con un transportador de plastico y una miri-
lla por demas simple-, con los cuales llevo a sus estudiantes a medir angulos de
elevacion de edificios y construcciones, para luego regresar la practica al salon
de clase. Cantoral y cols. (2006, p. 90) han considerado el teorema del binomio de
Newton (TBN) como el objeto matematico que llevd a ingenieros del siglo xvii a
“predecir el comportamiento de lo que fluye [E] calor, movimiento, flujos eléc-
tricos”. En este caso, las practicas de referencia asociadas son actividades de
ingenieria cuya practica social normativa es la prediccion relacionada con una
buena cantidad de argumentos matematicos de naturaleza variacional.

Finalmente, en Camacho y Sanchez (2010) se coloca la nocion de variabilidad
como resultado de investigacion. Este tltimo significado surgié de sistemas de prac-
ticas de referencia vinculadas con actividades de ingenieria que se asocian con
modelos de aproximacion incorporados en el dominio de las funciones analiticas
y fue fundamental en el disefio experimental —del todo geométrico- de una situa-
cion de aprendizaje para la ensenanza del concepto de funcion.

GEOMETRIA PRACTICA

En la actualidad, se podria interrogar a un topodgrafo sobre qué es lo que deter-
mina la precision en los levantamientos topogréficos. El puede suponer, de entre
las respuestas que podria dar, el orden de importancia que tienen los levanta-

2 El clisimetro es un nivel de mano de amplia utilidad en los levantamientos topograficos,
al cual se le adapto un circulo vertical para la medicion de angulos de elevacion o depresion.
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mientos. Dependiendo de su importancia, éstos se clasifican en: de primer orden,
segundo orden y tercer orden. Por lo general, los de tercer orden involucran teodo-
litos cuya aproximacion angular no rebasa el minuto v se acompanan de estadales
para la determinacion de las distancias; mientras que los de primer orden suelen
elaborarse con teodolitos de aproximacion angular de hasta centésimos de segundo,
asociando a la parte lineal cintas metricas o distancidémetros electronicos.

En la misma direccion, se puede exigir al topografo que eche mano de las
precauciones necesarias en la toma de datos para asegurar la justeza de la medi-
cion. No obstante, los errores accidentales y sistemdticos —por ejemplo, dar una
tension superior a la que soporta la cinta métrica, lo cual provoca un error en
la medicion lineal- que se relacionan con los instrumentos aparecen inevitable-
mente en los cierres angular y lineal de los poligonos levantados.

LA DIOPTRA Y SU EVOLUCION

Durante el primer tercio del siglo xvi, en la geometria prdactica, como se conocia
a la topografia desde la época de los antiguos griegos, uno de los instrumentos
de observacion de mavor uso fue el grafometro. Este instrumento es el ante-
cedente inmediato del teodolito comtn® y también se puede decir que es una
consecuencia de la evolucion tecnologica de la dioptra, ampliamente utilizada
por los griegos y romanos en los levantamientos topograficos. La fisura 1 mues-
tra tres procesos de evolucion que tuvo ese instrumento hasta asemejarse al
grafometro diseriado por el francés Danfrie (1597) (véase la fisura 3).

La dioptra que aparece en la imagen A de la fisura 1 era un instrumento
sencillo constituido por un triangulo isdsceles cuya base servia de alidada. Por lo
general, la alidada es una regla fija o movil que tiene en cada extremo una pinula
en la cual se han practicados pequeiios agujeros que sirven para dirigir visuales.
La punta del triangulo -union de los lados iguales— se colocaba en su base y
servia para sujetar el hilo de la plomada. Luego que la base del instrumento se
centraba sobre algtin veértice del terreno, la observacion a través de la alidada
resultaba al posicionarla horizontalmente.

No obstante, el modelo del triangulo isosceles se intercambiaba méas comun-
mente por otro cuadrangular, como el que se muestra en la figura 2. De igual

3 Cuando se menciona al teodolito comun, se hace referencia a los de aproximacion
angular de un minuto de grado sexagesimal.
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Figura 1 Las imagenes muestran el proceso de evolucion que sufrio la dioptra
hasta asemejarse al grafometro disenado en 1597 por P. Danfrie, el cual aparece
en la figura 3. (Obtenido el 28 de julio de 2010 de: http://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/7/70/Dioptra-principe.jpg)

modo, la base opuesta a la graduacion servia de alidada, ya que el movimiento
angular se iniciaba en alguno de los veértices no graduados del cuadrado.

La primera evolucion, dada por Heron de Alejandria, unos 130 afios a. C,
consistio en reemplazar el tridngulo v el cuadrado por un semicirculo graduado
en forma de transportador cuya base servia de alidada (véease la imagen B de la
fisura 1). El sistema se colocaba sobre una rodilla de madera que servia para
nivelarlo al centrar la plomada sobre algiin veértice del terreno. Posteriormente,
la rotacion de la alidada permitia la eleccion angular deseada, la cual estaba en
funcion del origen o indice del transportador.

Una segunda evolucion se muestra en la imagen C de la fisura 1. Esta con-
sistio en incorporar un segundo disco graduado, perpendicular al primero, sobre
un eje vertical, con el cual se determinaban los angulos de elevacion.

Con estos instrumentos se realizaban levantamientos y nivelaciones semejan-
tes a los que se efectiian en la actualidad con los teodolitos comunes. Incluso,
hay evidencia de la utilidad de la dioptra en el proyecto de construccion de
acueductos, trazado de caminos y amplios ttineles romanos durante el siglo vi
a. C; sin embargo, su invencion se atribuye a los griegos hacia el siglo 11 a. C.
Por su lado, la fisura 2 deja ver el uso practico que se hacia de la dioptra en su
modalidad de escuadra graduada sujeta a un marco cuadrado para la medicién
de angulos de depresion y otras operaciones; esto tltimo durante el siglo xvi
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Figura 2 En la ilustracion se aprecia el uso que se hacia de la dioptra para
la medicion de angulos de depresion durante el siglo xvi. La ilustracion
aparece en la Geometria prdctica de Pérez de Moya, escrita hacia 1523
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(Pérez de Moya, 1523). Obsérvese como la graduacion de la escuadra tiende a
parecerse a la forma de un semicirculo graduado.*

EL GRAFOMETRO

Desde su invencion en 1597, el grafometro se distinguia por su sencillez, por-
tabilidad y resistencia. Como tal, constaba en la parte superior de un semicir-
culo graduado que servia para medir angulos verticales (véase la figura 3). Las
observaciones se realizaban a través de unas pinulas colocadas al final de dos
alidadas cuyos extremos contaban con vernieres para apreciar las fracciones de

" En esta direccion, Apostol (2004) encontrd un error de alineacion de 0.1 grado al usar
la dioptra en el trazo del tinel de Samos, construido por los romanos durante el siglo vi a. C
en el interior del monte Kastro.
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Figura 3 Grafometro disenado por el francés Philippe Danfrie. Las ilustraciones
muestran la manera de emplearlo. Véase la referencia Danfrie (1597). Obtenido
el 27 de julio de 2010 de: http://gallica.bnffr/ark:/12148/btv1b2100149p/f13

i suGuapbomche. 5
Tyl e i)

=

la graduacion angular® Para medir los angulos horizontales, se usaba el semi-
circulo inferior, el cual estaba atravesado a la mitad por una regleta, la cual se
sujetaba mediante un tornillo a otra en la parte donde terminaba la primera.
Este aditamento se llamaba recipidngulo y permitia medir los angulos de entra-
da o salida que formaban las dos rectas del terreno comprendidas por el vértice
donde se estacionaba el instrumento que, en este caso, eran alineadas por las
regletas. Semejante a la dioptra, todo el sistema se apoyaba sobre una rodilla
para fijarlo a un tripié (Danfrie, 1597).

El grafometro fue ampliamente utilizado en las operaciones de alineacion,
medicion de terrenos vy, sobre todo, en la delimitacion de los campos de cultivo
para el pago de impuestos catastrales, trazado de edificios publicos y catedrales,

> Humboldt consigna el uso del grafometro en la medicion de una base inclinada AB,
utilizada para determinar la altura en toesas sobre el nivel del mar de la cima denominada
Tolima, ubicada en los Andes. Citado en: Viaje de Humboldt por Colombia y el Orinoco, para
el aito de 1806. Obtenido el 28 de noviembre de 2010 de: http://www.lablaa.org/blaavirtual/
exhibiciones/humboldt/ibague3.htm.
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asi como observaciones astronomicas, tanto por los agrimensores como por los
geometras —europeos y americanos- desde mediados del siglo xvi y hasta finales
del siglo XIx.

En su origen, los grafometros se limitaban a una aproximacion angular que
dependia del tamano del didmetro y la graduacion del semicirculo, la cual podia
ser del orden de 10" de grado sexagesimal (aunque era comtn que el semicirculo
se graduara en los sistemas sexagesimal y centesimal).® En si misma, la medicion
angular era complicada, porque inicialmente estos instrumentos no contaban
con un aditamento optico para precisar la lectura, por lo que se llegaba a come-
ter errores de hasta 30" en las alineaciones. Otra de las limitaciones provenia de
su nivelacion horizontal, ya que carecian de niveles y accesorios para ese fin. Por
consiguiente, las distancias que se median —con cordeles-," contenian errores de
observacion que hacian que la geometrizacion final del terreno no correspondie-
ra con el espacio real levantado.

Sin embargo, el grafobmetro fue mejorandose con incorporaciones tecnologi-
cas hasta su etapa final, que corresponde al tltimo tercio del siglo Xix, y dejo de
utilizarse debido a la amplia difusion de los teodolitos comunes. Asi, para media-
dos del siglo xvii, la casa inglesa Canivet construia los mejores grafometros de un
pie de diametro en los circulos horizontal v vertical, cuya alidada, por lo general,
era dividida por el método de Werner, es decir en subdivisiones sexagesimales y
centesimales, con las cuales se podian medir los angulos con aproximacion de 1'.
En esta etapa, los grafometros se hallaban armados con anteojos de 28 pulgadas
con lentes de buen alcance para las observaciones de hasta mas de 15 kilbme-
tros, e incluian tornillos niveladores para el eje horizontal de tales instrumentos.
En si, en esa época era tal su semejanza con los teodolitos comunes que ya no
podian distinguirse de éstos.

6 Si la graduacion del semicirculo era centesimal, el instrumento se conocia como gonio-
metro.

" Por lo general, los cordeles que se usaban para los levantamientos topograficos, sobre
todo a lo largo del siglo xvii, eran de canamo y median unos tres cuartos de centimetro de
diametro. Estos cordeles se torcian, enceraban v aceitaban para que resistieran la tension. El
cordel, de hasta 50 varas (cada vara equivalia a 0.836 m), se marcaba utilizando una vara
patron. Finalmente, estos segmentos se subdividian en palmos, cada palmo se subdividia en
doce dedos v cada dedo en doce granos.
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Figura 4 A la izquierda, grafémetro aleman con anteojo, la abertura del compas
servia para determinar el valor angular al observar su valor sobre la escala que
ahi aparece. A la derecha se puede ver el método utilizado en la medicién de un
angulo horizontal. Fue utilizado para los levantamientos topograficos alrededor del
ano 1750

-y

(o, fs, Ry oo, Gt T H T VITp 226,

Fuente: Commentarii Societatis Regiae Scientiaru Gottingensis, Gottingae, 1752, 1755.

LAS TECNICAS DE MEDICION USANDO EL GRAFOMETRO

En un principio, las técnicas de medicion que se empleaban con los grafometros
consistian en la interseccion angular de los diferentes vértices de que constaban
los terrenos, tomandose como puntos de referencia para las observaciones dos
0 mas estaciones desde las cuales se dominaba con el instrumento el total de la
superficie. Las estaciones establecian a su vez un lado base para los triangulos
que asi se formaban, logrando con ello una red de triangulos o triangulacion
elemental. En la figura 5 se aprecia el modelo de medicion angular y lineal uti-
lizado con el grafometro.

No obstante, otros métodos expeditivos que se llegaron a utilizar fueron el de
radiaciones, que consiste en medir los vertices de los terrenos sobre un punto
central P (véase el ejemplo que se muestra en la fisura 6) desde el cual se domi-
na su totalidad, tomando, a su vez, una de las radiaciones (por ejemplo la linea
PA) como referencia base para la medicion de los angulos centrales.
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Figura 5 Técnica de medicion angular y lineal mediante intersecciones, haciendo
uso del grafémetro sugerido por Danfrie (1597)

30 Declatation

Otro método comun era (y sigue siendo) el de itinerarios o caminamiento
cerrado, que consiste en levantar el poligono midiendo sus angulos internos; por
ejemplo, en la figura 6, el angulo EAB, asi como las longitudes correspondientes
entre cada vértice, iniciando con la distancia AB para concluir la medicion con la
distancia EA, toda vez que se sigue la marcha de la medicion sobre el itinerario
del poligono en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

En la actualidad, las técnicas de medicion se siguen eligiendo de acuerdo
con los reconocimientos previos que hay que desarrollar antes de la medicion
de los terrenos. No obstante, y de acuerdo con su aparicion, historicamente las
técnicas se pueden resumir en dos; en primer lugar, el método de triangulacion
elemental y, en segundo, el de poligonacion o itinerarios.
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Figura 6 Técnica de medicion angular y lineal de un terreno mediante radiaciones
desde el punto P

GEOMETRIZACION DE UNA PORCION DE SUPERFICIE DE TERRENO
HACIENDO USO DEL GRAFOMETRO

Situemos el siguiente ejemplo a finales del siglo xvii,® conviniendo que el terreno
ABCDEA de la figura 6, en su forma ideal, fue medido a partir de un levantamiento
topografico que utilizo la técnica de poligonacion itinerante con un grafometro
de aproximacion angular de 1"y una cuerda resistente dividida en décimos de
metro. Supdngase que se cuenta ya con la medicion de los angulos internos y
las distancias medidas sobre el terreno. No obstante, consideremos un error sis-
tematico en la medida de las longitudes debido a lo defectuoso de la cuerda.’

Una primera condicion que se establece es que la suma s de los angulos
internos medidos debe ser:

s=(n—2)180° grados (1)

8 Con la salvedad del uso del sistema métrico, el cual fue establecido en Francia hacia
el ano de 1791.

9 En la practica de las operaciones topograficas actuales, el grueso de los errores lineales
que se exponen en el ejemplo con el grafbmetro y cordel se encuentra lejos de ocurrir debido
a la precision de los instrumentos de uso, es el caso de teodolitos actuales de aproximacion
angular de centésimos de segundo sexagesimal, asi como de la estacion total o distanciome-
tros electronicos para la determinacion de las longitudes.
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En la expresion 1, n es el numero de vértices con que cuenta el poligono;
para el caso que nos ocupa s = 7202 —sugerida en los Elementos de Euclides para
las figuras geométricas regulares—!° Una cuestion que surge de esto ultimo es la
generalizacion que se hace de la expresion 1 para los poligonos irregulares como
el que se muestra en la figura 6. Pero dejemos por lo pronto esta cuestion vy
supongamos que la suma s’ que se obtuvo difiere de s por una cantidad angular
*+e, la cual aceptamos, como principio fundamental, que debe dividirse en partes
iguales entre todos los angulos. Es mas, supongamos que va ejecutamos esta
Ultima operacion y el cierre angular cumple con lo especificado en la expresion 1.

El trabajo que seguia era el disefio de la planta topografica a cierta esca-
la previamente convenida. Al no contarse con un sistema de coordenadas
rectangulares,'! lo que se permitia era el uso del transportador para la medicion
polar de los angulos en el papel v de una regla graduada para las longitudes,
la cual hacia las veces de escalimetro. Supongamos que el contorno del terreno
ABCDEA, de la figura 6 no cierra al dibujarse debido a los pequenos errores de
observacion de las distancias causados por el uso v las limitaciones de los instru-
mentos, dando la pequena diferencia k = AF, que se ha exagerado en la figura 7
para darle mas claridad. En este caso, el error k, que se comete al trazar sobre el
papel un lado medido equivocadamente sobre el terreno, influye en la posicion
de los siguientes lados del poligono.

Hasta esta parte del trabajo, el espacio real es el poligono cerrado ABCDEA que
se muestra en la figura 6, mientras que el microespacio preliminar que resulta
corresponde al poligono abierto formado por los vértices ABCDEF de la figura 7.

El modelo de anélisis que se presenta a continuacion fue tomado de diferentes
fuentes (Gauss, 1822; Diaz Covarrubias, 1896, pp. 240-247; Toscano, 1955, p. 57;
Caillemer, 1967, p. 70; Pasini, 1969, p. 342; Jordan, Reinhertz y Eggert, 1981,
p. 466).

Por su naturaleza, el error k = FA en la geometrizacion es inevitable. Pero
supongamos que se encuentra dentro de la tolerancia previamente especificada
para este tipo de levantamientos, razon por la cual no es necesario verificar la
medicion, es decir, elaborar de nuevo el levantamiento. Por tanto éste puede disi-

10°Al final de los Elementos, Euclides demuestra en un lema que los angulos interiores
de un pentagono regular miden un angulo recto y un quinto de este ultimo, es decir 108,
lo cual deja ver el conocimiento que se tenia de este tema. Sin embargo, esto no prueba la
generalizacion de la expresion 1 para cualquier figura regular.

" Aun cuando el modelo de coordenadas fuera conocido, su difusion no tenia el alcance
de utilidad que se desarrollaria a lo largo del siglo xix.
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Figura 7 Al dibujar el espacio real identificado por el poligono cerrado ABCDEA
con transportador y regla graduada a cierta escala, éste no cierra debido a los
errores de observacion de las distancias cometidos con el grafémetro y el cordel,
quedando asi el poligono abierto ABCDEF

D

mularse, o0 sea, no eliminarse, sino repartiendo proporcionalmente su valor entre
los lados del poligono. Al no haber mas fundamentos para atribuir a una parte
de las longitudes mayor error que el resto, habra que dividir el error k proporcio-
nalmente entre éstas. Esto consiste en desplazar cada vértice, paralelamente al
error k, una cantidad proporcional a la longitud de cada lado.

Supongamos que AB = [, BC = |,,.., etc, de modo que ¢, = BB', ¢, =
CC'..., ¢,., = EE', sean las correcciones que les corresponden, donde el poli-
gono corregido es A B'C'D'E" y, ademés, que P= 1, + I, + ..+ | sea el
perimetro total (véase la figura 8). De aqui se sisue que, para el primer lado AB: P

¢, =l ¢, de donde: ¢,= F”ll. De igual modo, para el segundo lado BC, se

tendra: P ¢,z I, + 1, ¢, 0 bien:c = %(]14-12). Ast que la correccion para el

penultimo lado esta dada por la relacion 2:

c = %(11+ L) 2)

Puesto que, ademas, las correcciones son proporcionales entre si, las magni-
tudes de éstas iran de menor a mayor, vy la ultima quedarad con la misma mag-
nitud. Para ejemplificar, se contemplan los lados del polisono con las siguientes
magnitudes dadas en metros: AB= 1752, BC=341.7, CD = 289.6, DE = 2745

EpucacioN MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011 139



Geometrizacion de una porcion del espacio real

Figura 8 Las magnitudes FA BB’, CC', DD" y EE’ son las que hay que restar
a cada vértice respectivamente para que quede el poligono corregido

D

B

v EA = 124.3, cuyo perimetro es: P =1 205.3. Haciendo uso de la expresion 2,
las correcciones correspondientes quedan de la siguiente manera: BB = 1.16,
CC'=341,DD" =532 EE' =713y FA = 800. En este caso, el error de cierre
k = FA se midio directamente con la regla graduada en el poligono dibujado a
la escala especificada.

Con este supuesto, la geometrizacion final del terreno se aprecia en linea mas
gruesa que el resto en la imagen de la figura 9.

Figura 9 La figura muestra la geometrizacién del espacio real ideal a partir del
uso del grafometro y un cordel defectuoso, asi como el error o desplazamiento

homotético que se produjo con ello

Espacio real en linea normal

Geomeltrizacion del espacio
B en linea gruesa
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Como se ve en la figura 9, el error sistematico que supusimos en la medida
de las longitudes tiene por efecto dar un poligono homotético del espacio real.
En este caso, la relacion de homotecia estd en proporcion directa al error sis-
tematico.

CONCLUSION Y PERSPECTIVAS

En el centro de la practica topogréfica se pueden plantear las siguientes obser-
vaciones desde la perspectiva de estudio que hemos elegido.

* La practica de referencia es una practica topogréfica que involucrd la
medicion del terreno haciendo uso de la técnica de poligonacion itineran-
te, es decir, medir los angulos internos del poligono v las distancias entre
cada dos vertices marchando sobre el perimetro del terreno y siguiendo
un orden inverso al de las manecillas del reloj.

» La préactica social que norma la actividad para determinar el microespacio
es la geometrizacion. Esta actividad muestra argumentos en forma de
discurso matematico, tomados inicialmente de los Elementos de Euclides,
como es el caso de la ecuacion 1 para el cierre angular. No obstante, el
problema que surge en el cierre lineal hizo que se establecieran condicio-
nes que dieran oportunidad de ajustar dicho error, como es el caso de la
expresion 2.

* Para el levantamiento, la geometrizacion se mueve en un ambiente en el
que se privilegia la proporcion como una razon entre las magnitudes del
terreno. Mientras que los objetos matematicos de uso son los angulos,
magnitudes lineales y direcciones.

* La expresion 2, c = S ] ,esun modelo matematico de compensa-

i=2
cion lineal, resultado de la practica social. Por si mismo, el modelo sugiere
que “si hay un error en el cierre lineal k = A’A de un poligono cerrado,
éste debe ser repartido siguiendo una compensacion paralela proporcio-
nal’.

* La transposicion del espacio real ideal del terreno al microespacio, resul-
tado de la geometrizacion, se experimento al confrontar el grafébmetro con
el uso del transportador vy el cordel con la regla graduada.

* Por su lado, la métrica de uso para el espacio real se guarda mediante la
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escala utilizada durante la geometrizacion del microespacio. De aqui que
esta Gltima sea una actividad que se ubica en ambas experiencias.

En principio no se aprecia que los conocimientos matematicos sugeridos por
la expresion 2, los cuales surgieron durante las actividades desarrolladas con
la practica social, hayan tenido una aplicacion inmediata en el contexto de la
matematica en si vy su ensefanza, pero ello no nos debe preocupar, puesto que
esto ultimo ocurriria posteriormente mediante las diferentes reformulaciones que
sufrio el modelo de compensacion 2. Incluso, Camacho (2011b) ha mostrado
la transformacion y evolucion que sobrellevd la representacion 2, al establecer-
se como un modelo de compensacion mas efectivo cuando fue innovado por
Gauss, transformandolo en el método de los minimos cuadrados. EI método de
los minimos cuadrados se convirti en practica de uso comun en la ingenieria
a causa del rigor impuesto por Gauss tanto a los métodos de medicion angular
vy lineal como a los del célculo de las triangulaciones geodésicas que desarrolld
en Hannover a lo largo de los aftos 1820 a 1825. El rigor fue consecuencia del
perfeccionamiento tecnologico que sufrieron los teodolitos en esa época —sobre
todo en la precision angular- al tolerar la medicion de los angulos hasta centé-
simos de segundo sexagesimal.

Por su lado, las técnicas de medicion angular y lineal de la topografia fueron
rescatadas por pedagogos como Anfossi (1943) y Granville, Smith y Mikesh
(1954), entre otros, para la ensefianza de los conceptos elementales involucrados
en los cursos de trigonometria. Aunque estas ideas se han utilizado para intro-
ducir algunos conceptos de la geometria elemental. Asi, por ejemplo, Matheron y
Noirfalise (2007) han puesto a estudiantes del liceo francés a resolver problemas
de geometria euclidiana a través de operarlos como problemas reales, incorpo-
rando técnicas v herramientas de uso procedimental. Desde la perspectiva de
la Teoria antropolégica de lo didactico, les formularon —en una calca- una
organizacion diddctica relacionada con problemas de medicion de angulos
internos y lados de triangulos, de modo que las técnicas de uso fueron tomadas
de las actividades que realizaban los topografos franceses a lo largo del siglo xx.
De esta manera, crearon para los estudiantes un microespacio que modelaba el
espacio real, incluidos juegos de geometria que simularon ser instrumentos de
observacion como el teodolito y la cinta métrica.

Por su lado, Camacho (201 1a) desarrollo un disefio de situacion de aprendi-
zaje en la que incluyd elementos de una practica de astronomia con la que se
buscaba dotar de significado a las actividades de ensefianza del concepto de
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seno trigonométrico. En la actividad, se diseriaron tablas trigonomeétricas —que se uti-
lizaron ampliamente en el ambiente escolar a lo largo del siglo xx- que simulaban
las tablas de cuerdas de la astronomia ptolemaica, logrando con ello que los estu-
diantes bosquejaran las graficas de las funciones seno, coseno y tangente. En el
mismo articulo, el autor proporcioné a estudiantes de arquitectura microespa-
cios de trabajo trisonométrico -hojas de papel milimétrico tamano carta- en los
que se consignaron lotes de terrenos a escala para que, triangulando en diagonal
estos ultimos, los estudiantes determinaran los angulos internos del poligono, el
area de la superficie del lote y el disefio en tinta de la planta topografica corres-
pondiente (Camacho, 2011a, pp. 154-157), con el objeto de hacer hincapié en
el aprendizaje de las relaciones trigonomeétricas.

Estos ultimos ejemplos dejan ver la utilidad no solo de los significados que
se rescatan en el estudio socioepistemologico, sino también la posible aplicacion
escolar de las técnicas e instrumentos de medicion topografica que hacen mas
funcional y comprensible —para los estudiantes- el disefio de las situaciones de
aprendizaje.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Anfossi, A. (1943), Trigonometria rectilinea, México, Editorial Progreso.

Apostol, T. (2004), “El ttnel de Samos”, Ingenieria y Ciencia, vol. 64, num. 4, pp.
30-40. Obtenido el 28 de julio de 2010 de http://pr.caltech.edu/periodicals/
EandS/articles/LXVII1/samos.htim.

Bachelard, G. (1928), Essai sur la connaissance approchée, Paris, Librairie
Philosophique J. Vrin.

Bails, B. (1789), Principios Matemdaticos de la Real Academia de San Fernando,
2a. ed., Madrid, Imprenta de la Viuda de Ibarra, tomo II.

Caillemer, A. (1967), Topographie et photogrammétrie, Paris, Sociéte des
Editions Technip.

Camacho, A. (2005), “Sistemas sintéticos. Lo inteligible en los manuales para la
ensenianza’, Revista Cinta de Moebio, Universidad de Chile, 022.

(2010), “Andlisis sociocultural de la nocién de variabilidad”, Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemdatica Educativa, niim. especial,
vol. 13, num. 4, pp. 29-52.

(2011a), “Socioepistemologia v practicas sociales. Hacia una ensefian-
za dinamica del calculo diferencial”, Revista Iberoamericana de Educacion

EpucacioN MATEMATICA, vol. 23, num. 3, diciembre de 2011 143



Geometrizacion de una porcion del espacio real

Superior (RIES), vol. 2, num. 3, pp. 152-171. Disponible en http://ries.universia.
net/index.php/ries/article/view/84.

Camacho, A. (2011b), “Gauss. Aplicacion del calculo de las probabilidades a un
problema de geometria practica. Estudio socioepistemologico”. Documento
presentado en el mes de julio durante el Primer Encuentro Internacional
de la Ensenianza en la Probabilidad v la Estadistica 2011, en la Facultad
de Ciencias Fisico Matematicas de la Benemeérita Universidad Autonoma de
Puebla, México.

Cantoral, R, Farfan R. M, Lezama ], y Martinez G. (2006), “Socioepistemologia y
representacion: algunos ejemplos”, Revista Latinoamericana de Matemdatica
Educativa, 9, pp. 83-102.

Chevallard, Y. (2006), “Passé et présent de la Théorie Antropologique du
Didactique”, en Ruiz-Higueras, L. Estepa, F. ]. A. Garcia (eds.), Sociedad,
Escuela v Matematicas. Aportaciones a la teoria Antropolégica de lo
Diddctico, Servicio de Publicaciones de la Universidad de Jaén. Impreso en
Espana, pp. 705-746.

Danfrie, Ph. (1597), lllustrations de declaration de l'usage du graphonometre par
la pratique duquel I'on peut mesurer toutes distances. Obtenido el 9 de julio
de 2010 de http://gallica.bnffr/ark/12148/btv1b2100149p/f13.

De Gortari, E. (1988), Diccionario de la logica, Espana, Plaza y Valdés.

Diaz, F. (1897), Tratado elemental de topografia, geodesia y astronomia practi-
ca, México, Oficina Tipografica de la Secretaria de Fomento, tomo 1, 3a. ed.

Gauss, F (1822), Die trigonometrischen und polvgonometrischenrechnungen in
der feldmesskunst, EudenStrien Halle.

Granville, W. A, Smith, P y Mikesh, J. (1954), Plane and spherical trigonometry,
Boston Massachusetts, Ginn and Company.

Houdement, C, y Kusniak, A. (2006), Paradigmes géométriques et enseignement
de la géométrie, Annales de didactique et de sciences cognitives, vol. 11, pp.
175-193.

Jordan, W, Reinhertz, C.y Eggert, O. (1981), Topographie (Mantero, J. M,, trad.),
Barcelona, Gustavo Gili (trabajo original publicado en 1890).

Kusniak, A (2005), “Espace de travail géométrique personnel: une approche
didactique et statistique”, Third International Conference about Implicative
Statistic Analysys, Palermo, Italy, disponible en http://math.unipa.it/~grim/
asi/asi_05_Kusniak_16.

Matheron, Y. y R. Noirfalise (2007), “Dynamiser I'¢tude des mathématiques dans
I'enseisnement secondaire (college et lycée) par la mise en place daer et de

144 EpucacionN MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011



Alberto Camacho, Bertha Sanchez, Ricardo Blanco y Jests Cuevas

per’, Une recherche de la Commission Interirem (cii) didactique soutenue
par l'inrp”, consultado el 5 de febrero de 2011, en http://educmath.inrp.fr/
Educmath/ressources/cdamperes/textes-fondateurs.

Montiel, G. (2008), “Una construccion social de la funcion trigonométrica.
Implicaciones didacticas de un modelo socioepistemolégico”, en Hernandez,
H. vy G. Buendia (eds.), Investigaciones en Matemdtica Educativa, Universidad
Autonoma de Chiapas, pp. 105-119.

Pasini, C. (1969), Tratado de topografia, Barcelona, Gustavo Gili, 6a. ed. espa-
nola.

Pérez de Moya, J. (1523), Tratado de geometria practica v especulativa, Alcal,
Observatorio de Marina de San Fernando, Impreso por Ivan Gracian.

Toscano, R. (1955), Métodos topogrdficos, México, Editorial Porrta.

DATOS DE LOS AUTORES

Alberto Camacho Rios

Instituto Tecnologico de Chihuahua II, Chihuahua, México.
camachoalberto@hotmail.com

Bertha Ivonne Sanchez Lujan

Instituto Tecnologico de Cd. Jiménez, Ciudad Jiménez, Chihuahua, México
ivonne_mx_2000@yahoo.com

Ricardo Blanco Vega

Instituto Tecnologico de Chihuahua II, Chihuahua, México.
ricardo.blanco@itchihuahuaii.edu.mx

Jestis Humberto Cuevas Acosta

Instituto Tecnologico de Chihuahua II, Chihuahua, México.
jhca_1@yahoo.com

EpucacioN MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011 145






