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Analisis y valoracion de un proceso
de instruccion sobre la derivada

Martha Gabriela Robles Arredondo*
Ana Guadalupe Del Castillo Bojérquez**
Vicenc¢ Font Moll***

Resumen: En este trabajo se presenta la descripcion y la valoracion de la imple-
mentacion de una secuencia de actividades didacticas asistidas por computado-
ra que promueven la construccion de significado en torno a la funcion derivada.
Se trabajo con alumnos del primer curso de Calculo Diferencial e Integral de la
Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora, buscando constituir, desde
la nocion de linealidad local y con la ayuda de un software interactivo, una
primera introduccion a este objeto matematico que favorezca su tratamiento
posterior a través de limites. Para ello utilizamos algunas nociones teoricas del
Enfoque Ontosemidtico de la Cognicién e Instruccion Matematica.
Palabras clave: Derivada, Funcion derivada, Linealidad local, I[doneidad didactica.

Analysis and assessment of a process of instruction on the derivative
Abstract: In this paper, the description and evaluation of the implementation of
a computer assisted didactic activities sequence is presented, which promotes
the construction of meaning about the derivative function. We worked with
students in the first Differential and Integral Calculus course, at the Division of
Engineering of the University of Sonora, in order to set up, based on the local
linearity notion and the use of a dynamic software, a first introduction to that
particular mathematical object, that will let us work subsequently with it through
limits. To be able to achieve this, we use some of the theoretical notions of the
Onto-Semiotic Approach to the Mathematical Cognition and Instruction.
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INTRODUCCION

Las nociones de derivada en un punto y de funcién derivada son tradicional-
mente dificiles de comprender para muchos de los alumnos en el momento
del primer encuentro con ellas que, segun el pais, se produce en la educacion
media postobligatoria, o bien, al inicio de la universidad. Diferentes investiga-
ciones han puesto de manifiesto que estas dificultades de compresion estan
relacionadas con las definiciones de estas nociones usando limites, y no tanto,
por ejemplo, con el uso de las reglas de derivacion. Otro problema, relacionado
con el anterior, es que, en el momento del primer encuentro del alumno con la
funcién derivada, el calculo de la derivada usando la definicion por limites resul-
ta muy complicado para algunas funciones elementales (por ejemplo, cuando
se calcula la derivada del seno).

De acuerdo con Font y Godino (2011) consideramos que, en estos momen-
tos, a la Didactica de las Matematicas, tanto si es entendida como ciencia de
tipo explicativo o bien de tipo comprensivo, se le pide que dé respuesta a dos
demandas diferentes: a) comprender y explicar los procesos de ensefanza y
de aprendizaje de las matematicas y b) guiar la mejora de dichos procesos.
En el caso que nos ocupa, los procesos de ensenanza y de aprendizaje de la
derivada, la investigacion ha generado diversas explicaciones parciales de las
dificultades que tienen los alumnos para comprender la derivada en un punto
y la funcion derivada y, con base en dichas explicaciones, se han propuesto
diferentes secuencias didacticas para superarlas.

La investigacion que se presenta asume una determinada explicacion de
las dificultades de comprension de la derivada en un punto y de la funcion
derivada, en concreto la que plantea el enfoque ontosemiotico (EOS), y propone
una secuencia didactica para intentar superarlas. Aparece, pues, el problema de
disenar, implementar y valorar la idoneidad de la secuencia implementada vy,
si es el caso, justificar que se trata de una mejora. El objetivo principal de este
articulo es, precisamente, el diseno, implementacion y valoracién de la imple-
mentacion de una secuencia de actividades didacticas asistidas por computado-
ra que promueve la construccion de significado en torno a la funcion derivada.
Se trabajo con alumnos del primer curso de Calculo Diferencial e Integral de la
Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora, buscando constituir, desde
la nocion de linealidad local y con la ayuda de un software interactivo, una
primera introduccion a este objeto matematico que favorezca su tratamiento
posterior a través de limites.
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La secuencia didactica tiene por objetivo propiciar la puesta en juego de las
diferentes representaciones de la funcion derivada, de manera que, a partir de
la grafica de f mediante una construccion visualmente convincente de la recta
tangente desde la nocion de linealidad local, el alumno obtenga la tabla de f,
construya la grafica correspondiente y, finalmente, identifique la expresion ana-
litica respectiva. Se utiliza el Applet Descartes como herramienta que posibilita
la visualizacion de la linealidad local, en virtud de que se trata de un software
libre, cuyos recursos visuales facilitan que el alumno se ponga en contacto con
dos nociones esenciales: la recta tangente como la recta que mas se parece a
la curva en las cercanias del punto de tangencia, y la no derivabilidad puntual
de una funcion.

Es importante precisar que no se propone eludir la formalidad del tratamien-
to a través de limites en la construccion de la funcion derivada, sino brindar al
estudiante una experiencia interactiva que contribuya a dar sentido a la defini-
cion formal a abordar en un momento posterior.

La estructura del articulo es la siguiente: después de esta introduccion en la
que se explican el problemay el objetivo de la investigacion que se presenta, en
el capitulo 2 se hace una breve revision de la literatura, sobre todo en relacion
con la ensenanzay el aprendizaje de la derivada, pero también sobre el analisis
didactico (descripcion, explicacion y valoracién) de secuencias de actividades
implementadas en las aulas. En el capitulo 3 se comenta el marco teorico uti-
lizado, el EOS. En el capitulo 4 se explica la secuencia didactica disenada. En
el capitulo 5 se explica la metodologia. En el capitulo 6 se aplica el modelo de
analisis didactico de procesos de instruccion propuesto por el EOS poniendo el
énfasis, por cuestiones de espacio, en la valoracion de la implementacion reali-
zada. El articulo termina con unas consideraciones finales.

REVISION DE LA LITERATURA

En los cursos de Calculo Diferencial del nivel universitario, en el momento de
introducir por primera vez la derivada, es usual encontrarse con que las nocio-
nes de derivada en un punto y de funcién derivada son dificiles de comprender
para muchos de los alumnos. Se trata de un problema didactico relevante que
diferentes investigaciones han permitido acotar: las dificultades se encuentran,
precisamente, en la comprension de las definiciones de estas nociones usando
limites, y no tanto, por ejemplo, en el uso de las reglas de derivacion. Esta difi-
cultad de comprension de las nociones de derivada en un punto y de funcion
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derivada se presenta no solo en relacion con los alumnos, sino también con
algunos profesores (Badillo, Azcarate y Font, 2011).

Las dificultades de comprension de la nocion de derivada han sido inves-
tigadas desde diferentes aproximaciones tedricas. Camacho (2011) realiza una
revision de las investigaciones que se han venido realizando en los Ultimos 20
anos, tanto a nivel internacional como en Espana, en el campo de la Didactica
de las Matematicas en la ensenanza postobligatoria. En primer lugar, analiza
los estudios internacionales realizados en el seno del International Group for
the Psychology of Mathematics Education (PME) y, especialmente, en el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM), con objeto de mostrar un panorama
general de la investigacion en este ambito. Luego, aborda los trabajos presen-
tados en los Simposios de la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion
Matematica (SEIEM). Se trata de una revision exhaustiva en la que se tienen en
cuenta revisiones anteriores como la de Harel, Selden y Selden (2006). Camacho
(2011) destaca la importancia de las investigaciones realizadas sobre la derivada
en el marco de la teoria APOE y también considera relevantes las investigaciones
realizadas en el marco del EOS. En este articulo nos limitaremos a considerar las
dificultades de comprension de la nocion de derivada que han sido investigadas
desde la teorfa APOE y desde el enfoque ontosemidtico (EOS).

APOE es un acronimo de las iniciales de los términos acciones, procesos, objetos
y esquemas, construcciones mentales que, en el marco de esta teoria, un sujeto
realiza para construir significados a partir de las situaciones problema. La propues-
ta tedrica APOE (Dubinsky, 1991, 1996; Asiala, Brown, Devries, Dubinsky, Mathews
y Thomas, 1996; Baker, Cooley y Trigueros, 2000; Cooley, Trigueros y Baker; 2007;
Sanchez-Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2006; Garcia,
Llinares y Sanchez-Matamoros, 2011) permite delimitar y describir el camino hacia la
construccion de un concepto matematico, en la mente de un sujeto -por ejemplo, el
estudio de Clark et al (1997) sobre la comprension de los estudiantes de las reglas
de derivacion-. La descripcion teorica de los pasos que ha de seguir esta construc-
cion se llama descomposicion genética, la cual, por otra parte, constituye la base
para el diseno de secuencias de ensenanza para experimentar con los alumnos.

La teoria APOE explica el fendmeno observado en relacién con la dificultad
de comprension de los sujetos sobre la nocion de derivada, en términos de un
desarrollo deficiente del esquema “derivada” en el sujeto. Para caracterizar dicho
desarrollo se utiliza la triada intra, inter y trans de niveles de comprension de
un esquema propuesta por Piaget y Garcia en la obra Psicogénesis e historia
de la ciencia (1982).
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En el nivel de desarrollo intra el estudiante se centra en acciones, procesos y
objetos individuales, de forma aislada con respecto a otros aspectos cognitivos
de naturaleza similar. En este nivel, carece de la capacidad para relacionar la
accion con un sistema de condiciones a través de los cuales podria extender su
aplicacion e incluirlo en un sistema de transformaciones interdependientes.

En el nivel inter el estudiante es consciente de las relaciones presentes y
puede deducir desde una operacion inicial, una vez que se comprende, otras
operaciones que estan implicadas en ella o que puedan coordinarse con ope-
raciones similares.

En el nivel trans el individuo construye una estructura subyacente que
permite comprender las conexiones establecidas en el nivel inter y da cierta
coherencia al esquema, de manera que el individuo puede decidir cuando y
como resulta util el esquema.

Una de las limitaciones que tiene la teoria APOE -segun Badillo, Azcarate
y Font (2011); Trigueros y Martinez-Planell (2010)- es que los constructos de
representacion o ‘medio semiotico” no son considerados explicitamente en
dicha teoria. Precisamente, las perspectivas semidticas ofrecen una explicacion
diferente, aunque no contradictoria respecto a la aportada por la teoria APOE,
sobre el fendomeno observado en relacion con la dificultad de comprension de
los sujetos en torno a la nocién de derivada. Este fenomeno se puede explicar
en términos de la complejidad ontosemiotica asociada a la derivada en un
punto y a la funcién derivada.

Diversas investigaciones realizadas en el marco del enfoque ontosemiético (Font,
2000a y 2005; Badillo, 2003; Font y Contreras, 2008) han puesto de manifiesto que
la comprension de la derivada esta relacionada con la activacion de una compleja
trama de funciones semioticas que permita entender la relacién entre f” (@) y f°.
La forma clasica de introducir el concepto de derivada, con el concepto de limite
en el centro de sus acepciones local y global, conlleva un alto nivel de complejidad
semidtica, lo que podria explicar el origen de la dificultad mencionada.

Otro problema didactico relacionado con el anterior es que, en el momen-
to del primer encuentro del alumno con la funcion derivada, encontrar la
expresion analitica de la derivada a partir de la definicion por limites resulta
muy complicado para algunas funciones elementales, como la funcién seno
0 la funcién exponencial de la base e.

Ante estos dos problemas didacticos, se han propuesto basicamente dos
tipos de secuencias didacticas alternativas: las primeras son de tipo mecanicista
y no significativas, mientras que las segundas pretenden ser significativas.
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Muchos profesores, dado que las dificultades se relacionan con la utilizacion
de los limites en la definicién de derivada en un punto y de funcién derivada
(Artigue, 1998: 40-55), al ensenar dichas nociones, con frecuencia privilegian el
aprendizaje de las técnicas de derivacion y se considera que un estudiante ha
aprendido si, al final del curso, este logra dominar las formulas que le permiten
encontrar la expresion analitica de la funcion derivada, independientemente
del significado que de ella haya construido. Asi, se pierde de vista que la razon
fundamental que justifica el estudio de la derivada es su uso como herramienta
basica en el andlisis, interpretacion y resolucion de los problemas relacionados
con el cambio, en especial, lo relativo a la rapidez de la variacion. Ahora bien,
recurrir a clases no significativas como solucién al problema de la comprensién
de la derivada no constituye tal solucién. Como se muestra en Pochulu y Font
(2011), el analisis detallado de una clase no significativa de tipo “mecanicista’
brinda explicaciones sobre por qué se presentan determinadas dificultades de
comprension en los alumnos. Segun estos autores, la clase mecanicista es una
de las causas de la generacion de determinados problemas de comprension de
los alumnos, y el mecanismo causal es, precisamente, su estructura y funciona-
miento, al no tener en cuenta la complejidad ontosemiotica asociada al objeto
matematico que se quiere ensenar.

Las propuestas de mejora de la ensenanza y el aprendizaje del Calculo
Diferencial de tipo significativo proponen otra manera de afrontar los dos proble-
mas didacticos comentados antes, mediante planteamientos radicalmente dife-
rentes a los de la propuesta mecanicista, entre otras razones, porque algunos
casos han tenido en cuenta los resultados de la investigacion didactica sobre
la ensenanza y el aprendizaje de la derivada. En relacion con la comprension
de las nociones de derivada en un punto y de funcion derivada, la sugerencia
que da la teorfa APOE es la implementacion de ciclos formativos que permitan al
sujeto realizar las construcciones mentales que resultan de la descomposicion
genética previamente realizada.

Desde el EOS, la sugerencia es realizar un andlisis ontosemiodtico a priori
que ponga de manifiesto las diferentes configuraciones epistémicas que con-
forman el significado de referencia del objeto derivada, y la trama de funciones
semioticas que se han de activar para relacionar entre si los elementos de las
configuraciones y las configuraciones entre ellas -como el realizado en Font
(2000a); Contreras, Font, Ordénez y Luque (2005); Font y Contreras (2008);
Pino-Fan, Godino y Font (2001)- y después tener en cuenta dicha complejidad
en la secuencia de configuraciones didacticas implementadas. Por ejemplo, en
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Font (2000a), se analiza la complejidad semiotica de tres maneras diferentes de
introducir la funcion derivada: 1) mediante la definicion por limites, 2) hallando
una condicién que cumpla todas las tangentes y, a partir de ella, calcular dicha
funcién derivada y 3) calcularla por medio de los valores de la derivada en
diversos puntos, dados en una tabla. El primer método es el que, normalmente,
se utiliza en los libros de texto; el sequndo esta sugerido por los procedimien-
tos utilizados para construir la tangente y la normal en el periodo que va de
Descartes a Barrow, mientras que el tercer método consiste en hallar primero la
funcion derivada de una funcién concreta, por ejemplo la funcién derivada de
f(x) =x’ a partir de una tabla en la que se recogen las derivadas en diferentes
puntos de dicha funcion, las cuales han sido halladas anteriormente.

La comparacion de las tramas de funciones semidticas implicitas, sobre cada
una de las tres maneras de introducir la funcion derivada, permite concluir,
seguin Font (2000a) que la definicion de " como un limite es la que presenta
mayor complejidad semidtica, ya que implica funciones semioticas que presen-
tan notables dificultades para los alumnos. La conclusion a la que se llega en
Font (2000a), a partir del analisis anterior, es que una secuencia de activida-
des que combine los tres procedimientos -a ser posible en el siguiente orden:
1) tercer procedimiento, 2) sequndo procedimiento y 3) primer procedimiento-
tiene mas posibilidades de conseguir la comprension, por parte del alumno, y
evitar conflictos.

Mas en general, las numerosas propuestas didacticas que pretenden resolver
el problema de la comprension de la nocion de derivada mediante una ense-
nanza significativa, tienden a posponer la definicién de funcion derivada por
limites, en muchos casos, introduciendo primero la interpretacion geométrica de
la derivada. Aunque también hay otro tipo de propuestas como, por ejemplo, la
de Cortés (2006) que propone iniciar la secuencia didactica con el uso de tablas
de valores de funciones para que los estudiantes entiendan y usen lo que es
una razén de cambio y, con esto, empezar a construir una nueva funcion que
permita introducir la funcion derivada.

Respecto a la dificultad del calculo del limite de determinadas funciones
elementales, la sugerencia es buscar métodos alternativos para encontrar la
expresion analitica de la funcion derivada, de modo que estos no se restrinjan
al uso de las reglas de derivacion, o bien al calculo directo del limite.

En Font (2000a y b) se analiza el proceso de calculo de la funcién deri-
vada y se concluye que en dicho proceso hay que considerar tres fases:
1) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f.
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2) El paso de una forma de representacion de f'a una forma de representacion de
/. 3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f”.
Entender el calculo de la funcion derivada como un proceso en el que intervie-
nen tres subprocesos, cada uno de los cuales puede utilizar representaciones
diferentes, permite ampliar el abanico de técnicas de calculo de la funcion deri-
vada que no se restrinja al calculo por limites o bien al uso de reglas de derivacion
(Font, 2000b). Dichas técnicas alternativas surgen bien de utilizar las posibilida-
des de los graficadores de funciones (por ejemplo, Tall, 1992), o bien de recu-
perar técnicas, gracias a las computadoras, que se desarrollaron y aplicaron en
alguin momento de la historia de las matematicas (por ejemplo, Font, 2000a).

Tall (1992) propone una técnica que consiste en desarrollar el proceso
siguiente utilizando las posibilidades de los graficadores:

1. Expresion analitica de f (x) — Grafica de /. Una manera de obtener
la grafica de la funcién derivada a partir de la expresion analitica
de f consiste en utilizar un graficador para representar la funcion
pfh(x):w (funcién gradiente o funcion pendiente de la funcion f
segun un incremento /) con A suficientemente pequeno. La grafica que
dibuja el graficador se puede considerar que “es” la grafica de la funcion
derivada.

2. Grdfica de f>— Expresion analitica de f°. El alumno ha de reconocer, o
bien hallar, la formula de la grafica que ha obtenido en la pantalla de
la computadora. Precisamente este ultimo punto es el que presenta mas
dificultades en los alumnos. Dicho de otra manera, la incorporaciéon de
la tecnologia conlleva dar un papel relevante a las representaciones gra-
ficas (contrariamente a lo que pasaba antes), y obliga a dedicar tiempo
para trabajar en el aula tanto las representaciones graficas de las fun-
ciones como la conversion de la representacion grafica a su expresion
analitica.

Font (2000a) propone una técnica de cdlculo de la funcién derivada sugeri-
da por los procedimientos utilizados para construir la tangente y la normal en
el periodo que va de Descartes a Barrow. Se trata de considerar, de entrada, un
punto particular con la tangente o la normal dibujada (por tanto, su abscisa y
ordenada, inicialmente, no se consideran variables). A continuacion, a partir de
la manipulacion con programas informaticos dinamicos, se halla una condicion
que cumplen todas las rectas tangentes (por ejemplo, en el caso de la parabola
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que la subtangente es la mitad de la abscisa), lo que permite calcular su pen-
diente. Por ultimo, los alumnos han de tener claro que la condicion que han
hallado, y el cdlculo de la pendiente que de ella se deriva es valido para cual-
quier punto, de manera que el punto, que inicialmente se consideré como un
punto particular, pasa a ser considerado después como un punto cualquiera. Se
trata de proponer a los alumnos una secuencia de actividades informaticas que
esta a mitad de camino entre el problema de la tangente y su inverso -no es
exactamente el problema de la tangente, puesto que aqui ya se tiene construida;
ni es el problema inverso, ya que se conoce la expresion analitica de la funcion-.
Realizar la construccion con computadora facilita las acciones de los alumnos
sobre dicha construccion y les permite encontrar una condicion que cumplen
todas las tangentes (utilizando el triangulo formado por la ordenada, la tangente
y la subtangente, o bien otro semejante). Construcciones de este tipo permiten
que los alumnos calculen funciones derivadas sin necesidad de utilizar limites,
siempre que se haya trabajado previamente la interpretacion geomeétrica de la
derivada en un punto.

Las técnicas alternativas de cdlculo de la funcion derivada que estamos
considerando al dar un papel preponderante a las representaciones graficas,
conllevan el uso de graficadores con representaciones dinamicas que, ademas,
permiten experiencias interactivas. Este hecho plantea algunos problemas
que la investigacion sobre el uso de la tecnologia ha puesto de manifiesto: el
uso de la tecnologia permite que los alumnos experimenten, vivan, perciban,
encuentren invariantes, etc, lo cual se relaciona con la actividad kinestésica que
permite al alumno pasar de un estado estatico a uno dinamico en el proceso del
aprendizaje (Ferrara, Pratt y Robutti, 2006). El uso de la tecnologia implica pasar
de una concepcion estatica de las funciones a una dinamica, lo cual pude llevar
a los maestros a generar en los alumnos metaforas sobre las funciones del tipo
‘una grafica es un camino” (Font, Bolite y Acevedo, 2010).

Hasta hace poco tiempo no se habian desarrollado herramientas potentes
de analisis didactico en el area de la educacion matematica que permitieran
describir, explicar, valorar y guiar la mejora de los procesos de ensenanza y de
aprendizaje. Actualmente, como consecuencia del desarrollo en las diferentes
areas de investigacion que se dedican a estudiar dichos procesos, existen dis-
tintos modelos de analisis didactico. Entre ellos, estan el enfoque epistemolo-
gico en educacion matematica (Teorfa de las Situaciones Didacticas y la Teorfa
Antropologica de lo Didactico), las diferentes aproximaciones socioculturales
(por ejemplo, Planas e Iranzo, 2009) o los que pretenden ser modelos integrado-
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res, como el propuesto por el enfoque ontosemidtico (Godino, Contreras y Font,
2006; Font, Godino y Planas, 2010; Pochulu y Font, 2011). En Coll y Sanchez
(2008) se discuten aspectos basicos a considerar en el desarrollo de modelos
para el analisis de la interaccion y practica educativa en el aula. Para este tra-
bajo hemos considerado un modelo concreto, el cual ha sido desarrollado en el
llamado Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematica, y lo
hemos aplicado para analizar un determinado proceso de instruccion.

ELEMENTOS TEORICOS

El enfoque ontosemiotico (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007; Font, 2007,
Godino, Contreras y Font, 2006; Font, Planas y Godino, 2010), es el marco teo-
rico utilizado en esta investigacion. Concretamente, hemos tenido en cuenta:
1) la reflexion realizada por este marco teorico sobre la naturaleza de los obje-
tos matematicos y su emergencia a partir de las practicas, 2) su propuesta de
modelo de analisis de procesos de instruccion (Font, Planas y Godino, 2010;
Pochulu y Font, en prensa) y, sobre todo, 3) el trabajo de Font (2005) en el que
se realiza un encaje de las ideas de Duval (1995 y 2006) dentro de dicho enfo-
que, proponiéndose la siguiente manera de entender el calculo de la funcion
derivada (Font, 2005: 118):

() el calculo de f(x) a partir de f(x) se puede interpretar como una practica, en la que a su vez
se han de considerar tres subprocesos: 1) Traducciones y conversiones entre las distintas formas
de representar f(x). 2) El paso de una representacion de f(x) a una forma de representacion de
f'@). 3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f”(x).

Los diferentes tipos de representaciones que intervienen en estos tres
subprocesos, son cuatro representaciones de la funcion y cuatro de su funcion
derivada (descripcién verbal, grafica, formula y tabla).

Para el diseno de la secuencia didactica se considero, de acuerdo con Font
(2000a y 2005), el proceso de calculo de f” como compuesto por tres subproce-
sos que suponen la activacion de diferentes ostensivos: 1) traducciones y con-
versiones entre representaciones de £ (en nuestro caso, Grafica de f(x) =zoom
Grafica de £ (x)), 2) el paso de una representacion de fa una de f’ (en nuestro
caso, zoom Gréfica de f (x)= Tabla de f(x)), 3) traducciones y conversiones
entre representaciones de /> (en nuestro caso, Tabla de f’(x)=Grafica de f’(x)
= Expresion analitica de ” (x)). Por otra parte, El objeto funcién derivada es
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concebido, pues, como emergente del sistema de practicas asociadas a la reso-
lucion de cierto tipo de problemas matematicos.

En la secuencia disenada, el sistema de practicas del que se espera que
emerja el objeto funcion derivada, es de naturaleza intramatematica. El estu-
diante se enfrenta a la situacion problema de construir la funcién derivada de
una funcion £ tomando como punto de partida la grafica de esta. Con la ayuda
de la técnica de acercamiento proporcionada por el software (zoom), el alumno
podra observar a la grafica de f como un segmento de recta en las cercanias
de cada punto considerado. Asi, a partir de la puesta en juego de propiedades,
conceptos y elementos linguisticos relacionados con objetos matematicos aso-
ciados a la funcion derivada, se promueve el transito por las diferentes repre-
sentaciones de f” (tabla, grafica y expresion analitica), mediante la resolucion de
situaciones mas especificas, con base en argumentos que explican y validan las
acciones emprendidas. El sistema de practicas descrito constituye la base sobre
la cual va desarrollandose el significado personal del alumno respecto a la fun-
cion derivada, en consistencia con el significado institucional de referencia.

En nuestra investigacion, se utilizd el modelo de analisis didactico propuesto
en Font, Planas y Godino (2010) para describir, explicar y valorar el proceso de
instruccion efectuado, con base en la identificacion de diferentes configuracio-
nes didacticas (D), cada una de las cuales corresponde al conjunto de interac-
ciones generadas a partir de una situacion problema especifica. Dicho modelo
de andlisis didactico de procesos de instruccion considera los siguientes cinco
niveles: 1) Identificacion de practicas matematicas, 2) Elaboracion de las confi-
guraciones de objetos y procesos matematicos, 3) Analisis de las trayectorias e
interacciones didacticas, 4) Identificacion del sistema de normas y metanormas
y 5) Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio.

Los cuatro primeros niveles de andlisis son herramientas para una didactica
descriptiva-explicativa, mientras que el quinto nivel se centra en una valoracion
basada en los cuatro analisis previos, y orientada hacia la identificacién de
mejoras potenciales del proceso de estudio en futuras implementaciones. Para
ello, en el EOS se proponen los siguientes criterios de idoneidad:

Idoneidad epistémica, que se refiere a que las matematicas ensefadas sean
unas ‘buenas matematicas’. Para ello, ademas de tomar como referencia el
curriculo prescrito, se trata de tomar como referencia a las matematicas institu-
cionales que se han transpuesto en el curriculo.

Puede incrementarse presentando a los alumnos una muestra representativa
y articulada de problemas de diversos tipos (contextualizados, con diferentes
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niveles de dificultad, etc); procurando el uso de diferentes modos de expresion
(verbal, grafico, analitico..), y traducciones y conversiones entre los mismos;
procurando que el nivel del lenguaje matematico utilizado sea adecuado y
que las definiciones y procedimientos estén clara y correctamente enunciados
y adaptados al nivel educativo a que se dirigen, asegurando que se presentan
los enunciados y procedimientos basicos del tema y adecuando, asimismo, las
explicaciones, comprobaciones, demostraciones al nivel educativo a que se diri-
gen, estableciendo relaciones y conexiones significativas entre las definiciones,
propiedades, problemas del tema estudiado, etcétera.

Idoneidad cognitiva, que expresa el grado en que los aprendizajes preten-
didos/implementados estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos,
asi como la proximidad de los aprendizajes logrados a los pretendidos/imple-
mentados.

Puede incrementarse si se verifica, por una parte, que los alumnos tienen los
conocimientos previos necesarios para el estudio del tema vy, por otra, que los con-
tenidos que se pretende ensenar se pueden alcanzar (tienen una dificultad mane-
jable); procurando incluir actividades de ampliacion y de refuerzo; realizando una
evaluacion formativa durante los procesos de ensenanza y de aprendizaje que nos
asegure que los alumnos se han apropiado de los contenidos ensenados.

Idoneidad interaccional, que se refiere al grado en que los modos de inte-
raccion permiten identificar y resolver conflictos de significado y favorecen la
autonomia en el aprendizaje.

Puede incrementarse realizando una presentacion adecuada del tema (pre-
sentacion clara y bien organizada, buena diccion, uso correcto del pizarron,
énfasis suficiente en los conceptos clave del tema, etc); procurando reconocer
y resolver los conflictos de significado de los alumnos (interpretando correcta-
mente los silencios de los alumnos, sus expresiones faciales, sus preguntas, etc);
utilizando diversos recursos retoricos argumentativos para captar, implicar, etc. a
los alumnos; procurando facilitar su inclusion en la dinamica de la clase y no
la exclusion; favoreciendo el didlogo y comunicacion entre los estudiantes; con-
templando momentos en los que estos asumen la responsabilidad del estudio
(exploracion, formulacién y validacion), etcétera.

Idoneidad mediacional, que se refiere al grado de disponibilidad y adecua-
cion de los recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo de los
procesos de ensenanza y de aprendizaje.

Puede incrementarse utilizando materiales manipulativos e informaticos; pro-
curando que las definiciones y propiedades sean contextualizadas y motivadas
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usando situaciones y modelos concretos y visualizaciones, y procurando invertir
el tiempo en los contenidos mas importantes o nucleares del tema y en aquellos
contenidos que presentan mas dificultad de comprension.

Idoneidad emocional, que se refiere al grado de implicacion (interés, motiva-
cion) del alumnado en el proceso de estudio.

Puede incrementarse seleccionando tareas de interés para los alumnos, promo-
viendo la valoracion de la utilidad de las matematicas en la vida cotidiana y profesio-
nal; promoviendo la implicacion en las actividades, la perseverancia, responsabilidad,
etc; favoreciendo la argumentacion en situaciones de igualdad, de manera que el
argumento se valore en si mismo y no por quién lo dice; promoviendo la autoestima,
evitando el rechazo, fobia o miedo a las matematicas, etcétera.

Idoneidad ecoldgica, que se refiere al grado de adaptacion del proceso de
estudio al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las condicio-
nes del entorno social, etcétera.

Puede incrementarse verificando que los contenidos ensenados se corres-
ponden con las directrices curriculares; asegurando que dichos contenidos
contribuyen a la formacion socio-profesional de los estudiantes; procurando que
los contenidos que se ensenan se relacionen con otros contenidos matematicos
y de otras disciplinas, etcetera.

Hemos optado por el modelo de andlisis propuesto por el EOS porque con-
sideramos que integra aspectos del llamado enfoque epistemolégico y de las
teorias socioculturales. Por una parte, el analisis de las practicas, objetos y pro-
cesos matematicos permite describir las matematicas del proceso de instruccion
analizado, mientras que el de las interacciones y de la dimension normativa
permite describir la interaccion producida en el proceso de instruccion y las
normas que la regulan. Por ultimo, los criterios de idoneidad implican la incorpo-
racion de una racionalidad axiolégica en la educacion matematica que permita
el andlisis, la critica, la justificacion de la eleccion de los medios y de los fines,
la justificacion del cambio, etcétera.

LA SECUENCIA DIDACTICA

Como elementos que intervienen en la realizacion de cada una de las activida-
des didacticas se identifican los siguientes:
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» Applet Linealizador. Escenario interactivo configurado con el Applet
Descartes, que constituye el recurso indispensable para la realizacion del
ejercicio (Figuras 1y 2).

Figura 1. Escenario interactivo configurado con el Applet Descartes
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* Hoja de Trabajo. Documento que contiene una coleccion de graficas de
funciones, cuidadosamente seleccionadas y analiticamente no identifica-
das, asi como una serie de indicaciones y preguntas que constituyen la
guia de trabajo.

Ademas de las hojas de trabajo, el material impreso que soporta a la secuen-
cia didactica incluye un instrumento de diagnostico (Cuestionario 1) y otro de
evaluacion (Cuestionario 2). El Cuestionario 1 contiene ocho reactivos que
conducen la actividad del alumno, solicitindole que responda una pregunta,
que complete una afirmacion, o bien, que realice una tarea, buscando con ello
determinar si los estudiantes cuentan con los conocimientos previos requeridos
para el abordaje de la secuencia. El Cuestionario 2, por otra parte, contiene solo
dos reactivos en formato de pregunta, cuya respuesta requiere que el alumno
ponga en juego un sistema de practicas consistente con los significados perso-
nales que se espera haya logrado como resultado de la implementacion de la
secuencia didactica. Los dos cuestionarios y las siete hojas de trabajo pueden
encontrarse en Robles (2010: 113, 153, 161).

A continuacion, se presenta una breve descripcion de las siete actividades
didacticas que, con el apoyo de los applets de trabajo disenados gracias a la
configurabilidad del Applet Descartes, fueron desarrolladas mediante las hojas
de trabajo respectivas.

Actividad 1

Esta actividad presenta al estudiante una justificacion visual de una proposicion
que es el eje de esta propuesta: la recta tangente es la recta que mejor aproxima
a una curva en las cercanias del punto de tangencia. Asi, el proceso de acer-
camiento (zoom) permite mostrar al alumno que, de todas las rectas que pasan
por un punto dado de la curva, hay una que tiene como pendiente la misma
que el segmento visualizado: la recta tangente.

Actividades 2 a 6
En estas cinco actividades, el proceso linealizador se aplica a un conjunto de
graficas que abarcan funciones lineales, funciones cuadraticas, polinomios de gra-

dos 3y 4, una seleccion de funciones trascendentes y la funcion exponencial
natural.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 1, ABRIL DE 2012 49



Analisis y valoracion de un proceso de instruccion sobre la derivada

Se pretende propiciar que el estudiante aplique la técnica de acercamiento a
la grdfica de una funcién f analiticamente no identificada, de manera que, a partir
de una tabla obtenida mediante el trabajo dinamico realizado con el applet
Linealizador, construya la grafica correspondiente vy, finalmente, obtenga la
expresion analitica de una funcion m(x) que, en el proceso de institucionaliza-
cion, serd identificada como la funcién derivada de f. Ademas, con estas activi-
dades se promueve también, aprovechando los recursos visuales del software,
un primer contacto con la teoria de maximos y minimos.

Actividad 7

En esta dltima actividad se analizan las graficas de tres funciones no deriva-
bles en uno o mas puntos. Para estas funciones la no derivabilidad puntual
Se asocia a cambios abruptos en la curva, o bien, a la existencia de una recta
tangente vertical.

En relacion con los applets de trabajo, es importante decir que Descartes es
un programa realizado en lenguaje Java y, por su caracteristica de ser configura-
ble, ofrece la posibilidad de disenar escenarios interactivos (o applets) en forma
de pizarra electronica, que pueden insertarse en las paginas web (Tellechea,
2004, 2007). Estos applets ofrecen al usuario la posibilidad de una interaccién
libre y dinamica que permite explorar, detectar patrones de comportamiento y
conjeturar sobre los objetos representados y sus caracteristicas. Por todo esto, el
conjunto de applets constituye el recurso indispensable para la realizacion de la
tarea matematica propuesta por la secuencia de actividades didacticas.

En el sitio http//www.matuson.mx/eduardo/calculol/Secuencia_Gaby/secuen-
cia.htm, ademas de las versiones electronicas de los dos cuestionarios y las siete
hojas de trabajo, pueden encontrarse los vinculos a los ocho applets de Java utili-
zados, de manera que la activacion de cualquiera de ellos hace posible la interac-
cién con el applet Linealizador correspondiente, desde cualquier computadora.

La técnica de acercamiento que permite la visualizacién dinamica de la
linealidad local en cada uno de los applets consta de dos procedimientos
basicos:

1. Para aplicar el zoom en torno a un punto dado de la grafica de £, senalar
con el boton derecho del mouse la region correspondiente a la cuadricula
en que se presenta la curva respectiva, arrastrando hacia arriba para
acercar la imagen, o hacia abajo para alejarla.
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2. Para desplazar la grafica en cualquier direccion, senalar cualquier parte
de la cuadricula con el boton izquierdo del mouse y arrastrarlo hasta
ubicar la imagen en la posicion deseada.

METODOLOGIA

De acuerdo con Font y Godino (2011), consideramos que la Didactica de las
Matemdticas debe aspirar a la mejora del funcionamiento de sus procesos de ense-
nanzay aprendizaje y que, por tanto, se necesitan criterios de idoneidad o adecuacion
que permitan valorar los procesos de instruccion efectivamente realizados y guiar su
mejora. Se trata de realizar una meta-accion (la valoracién) que recae sobre acciones
(las acciones realizadas en los procesos de instruccion). En definitiva, son necesarios
criterios de idoneidad que permitan contestar a la pregunta genérica, “‘éSobre qué
aspectos se puede incidir para la mejora de los procesos de instruccion matematica?
Los principios y criterios de idoneidad son reglas de correccion utiles en dos momen-
tos de los procesos de instruccion matematicos. A priori los criterios de idoneidad
son principios que orientan ‘como se deben hacer las cosas’. A posteriori los criterios
sirven para valorar el proceso de instruccion efectivamente implementado.

Desde esta perspectiva la investigacion en Didactica de las Matematicas
se ha de interesar por 1) caracterizar estos criterios de calidad y 2) realizar
investigaciones concretas en las que se apliquen dichos criterios con el objetivo
de valorar los procesos de ensefanza y aprendizaje, para poder asi proponer
acciones encaminadas a su mejora en futuras implementaciones. Un ejemplo
de criterios de calidad son los Principios del NCT™M (2000), y otro el de los crite-
rios de idoneidad formulados por el Enfoque Ontosemiético de la Cognicion e
Instruccion Matematica (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006), que son los
que se han aplicado en esta investigacion.

De acuerdo con el EOS, entendemos que es necesario el estudio exhaustivo
de aspectos descriptivos y explicativos de un proceso de instruccion para poder
argumentar valoraciones fundamentadas sobre esta situacion, mediante la
aplicacion de los criterios de idoneidad comentados anteriormente. Por tanto, la
metodologia aplicada en esta investigacion ha consistido en 1) el disefio de una
secuencia didactica, en la que se han tenido en cuenta los criterios de idoneidad
a priori, 2) su implementacion, 3) su descripcion detallada, la cual sirve de base
a la ultima fase que es 4) la aplicacion de los criterios de idoneidad para valorar
el proceso de instruccion y guiar su mejora.
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Esta metodologia puede ser aplicada tanto por un investigador externo,
como por un profesor que juega al mismo tiempo el rol de investigador, que ha
sido el caso de este trabajo. En ambos casos, lo que es determinante es que la
valoracién se base en una descripcion detallada del proceso de instruccion y
en un proceso de triangulacion, con el objetivo de impedir que se acepten con
demasiada facilidad las valoraciones iniciales.

La implementacion de la secuencia didactica se llevé a cabo con el Grupo 6
de Calculo Diferencial e Integral |, del primer semestre de la carrera de Ingenieria
Quimica, que estuvo a cargo de la profesora/investigadora durante el periodo
2009-2 (segundo semestre del ano 2009), y que corresponde a la Division de
Ingenieria de la Universidad de Sonora, Unidad Centro. Las actividades didacti-
cas fueron objeto de un pilotaje previo realizado con un grupo a cargo de otro
profesor, cuyas caracteristicas eran similares a las del grupo investigado, con
el objeto de identificar conflictos semidticos potenciales que pudieran sugerir
alguna mejora en el diseno de los materiales de trabajo.

El Cuestionario 1, como instrumento disenado para recoger evidencias en
relacion con los conocimientos previos de los estudiantes, se aplicé inme-
diatamente antes de iniciar con las actividades didacticas, mientras que el
Cuestionario 2 se aplico al final de ellas.

El gran tamano del grupo piloto (41 alumnos inscritos), evidencio la necesi-
dad de realizar la parte de la investigacion correspondiente a la determinacion
de los significados personales de los alumnos a través de un estudio de casos,
para lo cual se seleccionaron cinco estudiantes de entre aquellos que, ademas
de mostrar disposicion a expresarse por escrito, hubieran realizado la secuencia
completa (siete actividades y dos cuestionarios), cuidando de abarcar sistemas
de practicas tanto consistentes como no consistentes con los significados ins-
titucionales de referencia. Los cinco alumnos fueron identificados conforme al
orden alfabético reportado en el acta oficial del grupo.

Las evidencias obtenidas durante la fase experimental, asi como el andlisis didactico
realizado fueron sometidos a la técnica de triangulacion. Primeramente, se realizd una
triangulacion de datos, ya que, ademds de las respuestas a las hojas de trabajo, se
consideraron como evidencias las grabaciones de audio realizadas por la profesora/
investigadora durante la aplicacién de la secuencia, asi como sus anotaciones tras
la revision de las respuestas a las hojas de trabajo y en relacion con las sesiones de
discusion e institucionalizacion. Finalmente, los resultados obtenidos de la interpretacion
de las evidencias fueron objeto de una triangulacién de expertos, pues el analisis inicial
fue sometido a la opinion de espedialistas en el tipo de andlisis didactico aplicado.
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La investigacion realizada mediante el analisis del proceso de instruccion
promovido por la implementacion de la secuencia didactica es de tipo explora-
torio, ya que no se pretende generalizar a otros contextos o poblaciones; ade-
mas, el nivel de analisis es puntual, pues investiga el estudio de una cuestion
matematica especifica en un contexto determinado.

ANALISIS DIDACTICOS

La aplicacion del modelo andlisis didactico de procesos de instruccion propuesto
por el EOS tuvo primero una finalidad descriptiva-explicativa (apartado siguiente),
y después valorativa (apartado Analisis valorativo). Por cuestiones de espacio, en
este trabajo desarrollamos con mas profundidad la parte valorativa.

ANALISIS DESCRIPTIVO/EXPLICATIVO

Los primeros cuatro niveles de analisis propuestos por el modelo tedrico utili-
zado permitieron apreciar claramente la complejidad de la interaccién didactica
en efecto observada a lo largo del proceso de instruccion efectuado, asi como
aquellos elementos discursivos y normativos que hubieran podido condicionar
la situacion de aprendizaje. A continuacién, se comenta lo observado a lo
largo del proceso de instrucciéon en relacién con cada uno de los primeros
cuatro niveles; los niveles 1y 2 se refieren a los contenidos matematicos pues-
tos en juego, mientras que los niveles 3 y 4 se orientan hacia la interaccion
didactica.

Identificacion de prdcticas matematicas (Nivel 1)

En este primer nivel de andlisis, se hace una identificacion de las practicas
matematicas propuestas por la secuencia didactica, entendidas como aquellas
acciones o manifestaciones (lingtisticas o de otro tipo) realizadas a lo largo del
proceso de instruccion, en cuanto a los problemas matematicos involucrados, su
resolucion, comunicacion o generalizacion a otros contextos y problemas.

En el caso particular de la Actividad 1, el proposito es el de conducir al alumno
desde su nocion de recta tangente como la que toca un solo punto de la circunfe-
rencia, hasta la conjetura de que la recta tangente puede tocar a la curva en mas
de un punto o cortarla y sequir siendo tangente en la zona de corte.
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Los sistemas de practicas promovidos por las actividades 2 a 6, que consti-
tuyen el eje de la secuencia, tienen el propoésito de que, a partir de la grafica de
fy desde la nocion de linealidad local, el alumno se apoye en la interpretacion
geomeétrica de la derivada como la pendiente de |a recta tangente para llegar a
la identificacion de la expresion analitica de la funcion derivada /.

En cuanto a la séptima y ultima de las actividades, el objetivo es esencial-
mente distinto al de las precedentes, ya que en ella se busca poner al estudiante
en contacto con la nocion visual de no derivabilidad en un punto. Asi, en dos de
los casos, las situaciones problema y el sistema de practicas promovido tienen
el proposito de llevar al estudiante a concluir que la diferencia entre una curva
suave y otra que presenta algiin cambio abrupto en su comportamiento grafico,
radica en que sea posible o no reemplazarla localmente por un segmento de
recta unico, mientras que, en un tercer caso, se pretende que el alumno identi-
figue que la derivabilidad en un punto estd relacionada con un valor real de la
pendiente de la recta tangente en dicho punto.

Elaboracion de las configuraciones de objetos
y procesos matemdticos (Nivel 2)

En este segundo nivel de andlisis, la atencion se centra sobre los objetos mate-
maticos puestos en juego durante la realizacion de las practicas matematicas.
Si consideramos los objetos matematicos activados en la realizacion y evalua-
cion de una practica matematica que permite resolver una situacion problema,
observamos el uso de representaciones, verbales, iconica, analiticas, etc. Estas
representaciones son la parte ostensiva de una serie de conceptos-definiciones,
proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de argumen-
fos para decidir si la practica realizada es satisfactoria. Asi, cuando un alumno
realiza y evalia una practica matematica, activa un conglomerado (llamado
configuracién epistémica en el E0S) formado por situaciones problema, repre-
sentaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, llamados
objetos primarios en el EOS (Godino, Font & Batanero, 2007).

El analisis se orienta, esencialmente, hacia la identificacion de las redes de
objetos involucrados, a partir de la elaboracion de configuraciones epistémicas
de objetos matemadticos, sin dejar de aludir a los procesos matematicos efectua-
dos a lo largo del proceso de instruccion. La trama de objetos matematicos inter-
vinientes y emergentes (Font, 2007: 113-114) es descrita para cada una de las
actividades didacticas, de manera que el analisis de cada configuracion permite
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identificar, ademas, procesos matematicos asociados como los de significacion,
materializacion, generalizacion, algoritmizacion, comunicacion, enunciacion,
argumentacion e institucionalizacion, entre los mas relevantes.

La descripcion detallada de las configuraciones epistémicas correspondientes
a cada una de las actividades didacticas puede encontrarse en Robles (2010).
En este trabajo nos limitaremos a presentar el resumen de la Tabla 1.

Andlisis de las trayectorias e interacciones diddcticas (Nivel 3)

Una configuracion epistémica proporciona informacion sobre las practicas
matematicas implementadas a partir de una situacion problema y sus len-
guajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos asociados.
Considerando que la implementacion de dichas practicas puede estar a cargo
del profesor, de los estudiantes o bien distribuirse entre ambos, ademas de la
configuracion epistémica, hay que considerar las configuraciones docente vy
discente, de manera que la articulacion de las tres constituye lo que se identi-
fica como configuracion diddctica. En cada proceso de instruccion se produce
una trayectoria de configuraciones diddcticas, que a su vez se descompone en
trayectorias mas especificas, cuyo analisis lleva a la comprension global de la
trayectoria didactica en su conjunto. Las tres trayectorias especificas que consi-
deramos en esta investigacion pueden agruparse en dos: trayectoria epistémica
(distribucion temporal de practicas, objetos y procesos) y trayectoria instruccional
(docente y discente).

La elaboracién de las ftres trayectorias pasé por diferentes momentos.
Primero, se elaboraron a priori las trayectorias epistémica, docente y discente,
cada una de las cuales presenta la distribucion en el tiempo que se esperaba
tuvieran los objetos matematicos involucrados, de las funciones del profesor y
de las acciones de los estudiantes, respectivamente. En un segundo momen-
to, la contrastacién entre estas trayectorias tedricas (a priori) y la informacion
empiricamente obtenida durante el proceso de instruccion y del estudio de
casos de los cinco alumnos seleccionados permitio elaborar las trayectorias a
posteriori, lo cual aportd informacion valiosa, entre otros aspectos, en relacion
con los conflictos semidticos presentes en las interacciones observadas durante
la implementacion de la secuencia.

De acuerdo con el EOS, entendemos por conflicto semidtico cualquier dis-
paridad o discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por
dos sujetos (personas o instituciones). La aparicion y no resolucion de dichos
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conflictos se relacionan con un significado personal limitado en el estudiante
respecto a la funcién derivada. En Robles (2010) se detallan los conflictos semio-
ticos observados. A continuacion, se presentan brevemente algunos comentarios
al respecto.

Los conflictos semioticos mas claramente identificados se refieren a difi-
cultades para asociar el signo de la funcién derivada con el comportamiento
creciente o decreciente de la funcion £ asi como para realizar una comparacion
entre /”y £ a partir de argumentos graficos. Ademas, los alumnos enfrentaron
una dificultad ampliamente documentada (Font, 2000: 225-237; Del Castillo,
2004: 5): el paso del lenguaje grafico al lenguaje analitico.

En Robles (2010: 131-151) se detallan los conflictos semidticos presentados,
haciendo referencia explicita a las trayectorias tedricas elaboradas.

Identificacion del sistema de normas y metanormas (Nivel 4)

Para analizar el aspecto normativo del proceso de estudio investigado, ade-
mas de considerar las respuestas registradas por los cinco estudiantes en las
hojas de trabajo, se tuvieron en cuenta las normas que intervinieron durante
las sesiones de retroalimentacion e institucionalizacion realizadas al inicio de
cada nueva actividad con respecto a la inmediata anterior. A este respecto, cabe
aclarar que las normas observadas se refieren al grupo en lo general, y no
solamente a los cinco alumnos estudiados.

Para la identificacion de las normas y metanormas presentes durante la imple-
mentacion de la secuencia didactica, se puso especial cuidado en detectar tanto
situaciones presentadas con regularidad, como aquellos momentos de la interac-
cion didactica asociados a algun tipo de ruptura con respecto al patron esperado.

En cuanto al papel del profesor, se identificaron aquellas normas que refle-
jaran expectativas de actuacion, mientras que, en relacion con los estudiantes,
el foco se colocd sobre aquellas ideas preconcebidas que hubieran podido
llevarlos a desacatar o a malinterpretar las normas del docente.

Los cuatro primeros niveles de andlisis descritos permitieron descomponer el proce-
so de instruccién en una trayectoria de configuraciones didacticas (Godino, Contreras
y Font, 2006), y, para cada una, estudiar diferentes aspectos. Asi, con objeto de integrar
los elementos arrojados por los cuatro niveles de andlisis abordados hasta el momen-
to, se presenta la Tabla 1 que condensa los aspectos mas relevantes del proceso de
instruccion investigado, aportando una panoramica de la interaccion didactica gene-
rada con informacion por renglén o por columna, seguin sea el interes.
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ANALISIS VALORATIVO

La valoracion de la idoneidad didactica de la secuencia se desarrolla a partir
de los seis criterios de idoneidad propuestos en el EOS. A excepcion de la ido-
neidad epistémica cuya valoracion es independiente del momento en que esta
se realice, para cada criterio se presenta una comparacion entre lo esperado a
partir del disefio de la secuencia (a priori), y lo observado como resultado de su
implementacion (a posteriori).

Idoneidad epistémica

Las actividades didacticas fueron disefiadas cuidadosamente con la intencion
de implementar un sistema de practicas que promoviera la construccion sig-
nificativa de la funcidcando que, mas alld de las técnicas de derivacion, la
ruta procedimental plan derivada, busnteada permitiera al alumno acercarse
intuitivamente a la perspectiva puntual de la derivada y, desde ahi, acceder a
la nocion funcional. Por lo que respecta al concepto de tangencia, el sistema
de practicas promovido por la primera actividad de la secuencia tuvo como
Unico proposito la rectificacion de una nocion primaria asociada al caso de la
circunferencia, y la consecuente emergencia de otra, que fuera mas consistente
con el significado institucional de referencia y que constituyera el punto de
partida para la realizacion del resto de las actividades. Consideramos que estos
elementos apuntan hacia una idoneidad epistémica alta.

Idoneidad cognitiva

A priori: En la fase de pre-Calculo, se considerd una prioridad establecer un
sistema de practicas que garantizara cierto grado de familiaridad de los alum-
nos con las distintas representaciones asociadas a las funciones principales del
Calculo. Este sistema de practicas se orientd, principalmente, hacia el estable-
cimiento de una trama de funciones semioticas, por parte de los estudiantes,
que promoviera la identificacion de una funcion partiendo de su grafica, y no
solo desde su expresion analitica. De este modo, la tabla construida a partir de
la interaccion con el software propone la localizacion de puntos en el plano
que, dada la familiaridad con las curvas estudiadas, sugieren la construccion de
una grafica ya conocida, cuya expresion analitica también resulta familiar. Las
Figuras 3y 4 permiten inferir que los significados institucionales pretendidos se
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encuentran en la zona de desarrollo préximo de los estudiantes, lo que justifica
el considerar como alta la idoneidad cognitiva a priori.

Las respuestas de la Figura 3 permiten inferir que el alumno 16 tiene como
conocimiento previo un significado de la pendiente de una recta como aquello
que determina su inclinacion y que también identifica, segun el signo de la pen-
diente, si la recta es creciente o decreciente. Por otra parte, también se muestra
competente en el calculo de la pendiente a partir de la representacion grafica
de la recta. Las respuestas de la Figura 4 permiten inferir que el alumno 26
reconoce, a partir de la grafica, la familia a la que pertenece una funcién (para
el caso de las rectas y las parabolas).

Figura 3. Estudiante #16, Cuestionario 1, reactivos 1, 2y 3

1. $Qué significa para ti la pendiente de una recta? Explica
€ la ¥nclfrodtss gue tlene la recta. Gee dan Geoslads o povoda
Se ertentro lo recdors 3% es neqadvo es decreciente.

2. §Qué te dice sobre la recta el valor numérico de su pendiente? Explica

2P 'es s O meres nchinacds gue B vecter de velaencial

M7 frogor de 459 es s inclireds, <L treroe de 459 ypmes iechrac .
3, ¢Cudl dirias que es el valor de la pendiente de cada unc de los segmentos que se
ilustran a continuacion? Justifica tu respuesta.

A
4

& fiy P(o, 2
e 1§ 4,=¢) Rl w @y
iz 3 fi{o, ) By ay ¢

~%= | = ity TM<O pRIGR ~3

b Al sty S i: 3 M= _l& fore

mic 1 porque  _4y-0O -4 5 — g
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Figura 4. Estudiante #26, Cuestionario 1, reactivo 4

4. Observa las siguientes graficas. Identifica en cada caso el tipo de funcién de que se
trata y determina su expresion analitica, completando lo que se te pide.

fix) glx)
& A

- - |

Az} esunafuncion (L odedn (G glx) es una funcion 1 ~2n

La expresion analitica en cada caso es:

P3'?\ — i“",: -.'_? - 1
fog=__TAX~Y) TS g _=Ix+2

A posteriori: A lo largo de las actividades de la secuencia, no solo en relacion
con las hojas de trabajo sino también en lo relativo a su participacion discursiva
en las sesiones de retroalimentacion e institucionalizacion, pudo inferirse también
una aceptable familiaridad de los alumnos con otras funciones, como algunas
polinomiales de grado mayor que dos, funciones trascendentes como el seno,
el coseno, el coseno de un angulo doble, el logaritmo natural y la exponencial
natural. Ademas, las respuestas al Cuestionario 2 permiten inferir que el sistema
de practicas promovido por la secuencia si alcanza a impactar los significados
personales de los alumnos que constituyeron el estudio de casos, como se
muestra en la Figura 5. En particular, esta figura permite inferir que el alumno
16 ha realizado una conexion entre la nocién de pendiente de una recta (Figura
3)y la interpretacion geométrica de la derivada en un punto (Figura 5).
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Figura 5. Estudiante #16, Cuestionario 2, reactivos 1y 2a)

1. éPor qué, si la derivada de la funcién f(x}=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las graficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la parabola en ninguin punto? Explica

Torge la devPuada 1o es Vo recle Aomende de Lo COTa, B Mo wide \as
<l

Perdientes ar las teclas Aangenies en absiz x,.
J

'
2. A continuacién encontrards las graficas que correspondena f y f "

2 /(1 \ s
S S, 5 - f Ry =2xi b

O =204 m

) Yormma

T=2x-2

Sin realizar ninglin trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las
siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la ecuacién de la recta que es tangente a la grafica de f , en ef punto de
abscisa 1?7 Pargue £'(x) mide las mn Qe Fix) enlomces orservands
\as graficas veo que coande x=2 em (c9, {y) wiez, por o don
esa exla m de \a Ry, despues solernente wosiilye el purto  paY

encortvar lu ordercda en o\ OvigeD g ea -2,
J

Por todo lo anterior, la idoneidad cognitiva empirica se consider¢ alta.

En relacién con los significados personales de los cinco alumnos seleccio-
nados para el estudio de casos, se observd como la utilizacion del software
en la visualizacion de la linealidad local, favorecié que la nocién primaria de
tangencia, asociada al caso de la circunferencia, evolucionara positivamente. La
posibilidad de manipular y ver cdmo una curva se vuelve indistinguible de su
recta tangente cuando se aplica el zoom suficiente alrededor del punto, repre-
senta una experiencia introductoria que resulta significativa para el estudiante,
en relacion con la identificacion del caracter local de la nocion de tangencia.
Como resultado de la evolucion de la nocion de tangencia, los estudiantes
enriquecieron su significado de recta tangente. La herramienta tecnologica favo-
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recio la transformacion de los significados personales de los alumnos, haciendo
emerger a la recta tangente como la recta que tiene la misma pendiente que el
segmento visualizado en el punto dado.

El acercamiento intuitivo promovido por la visualizacion de la linealidad
local, que permite al estudiante asomarse a las cercanias de un punto de
una curva, observar como esta parece transformarse en un segmento de recta
conforme aumenta el acercamiento, y, finalmente, relacionar la pendiente del
segmento visualizado con la de la recta tangente en el punto dado, contribuyo
a dar sentido al recorrido por las diferentes representaciones de la funcion
derivada, que inicia con la tabla construida con la ayuda del software, pasa por
la grafica respectiva, y finaliza con el arribo a la expresion analitica correspon-
diente. Por lo anterior, es posible afirmar que el sistema de practicas promovido
por la secuencia didactica si logra incidir positivamente en la construccion de
significado en torno a la funcién derivada.

Idoneidad interaccional

A priori: La elaboracion del material impreso, asi como los applets de trabajo,
se realizé en funcion de los conflictos semidticos observados durante el pilotaje
de prueba, identificandolos como potenciales vy, por tanto, poniendo especial
cuidado en cuanto a redaccion, brevedad de texto, sencillez de lenguaje, sim-
plificacion de la tarea esencial, orientacion de las preguntas hacia la respuesta
esperada, etc. La consideracion de todos estos elementos contribuyd también a
incrementar las posibilidades de resolver los conflictos semidticos que, efectiva-
mente, se presentaran durante el desarrollo del proceso de instruccion. Por todo
lo anterior, la idoneidad interaccional a priori fue calificada como alta.

A posteriori: Contrario a lo esperado, desde la primera actividad se hizo patente
la necesidad de discutir y reflexionar de manera grupal acerca de los significados
construidos en cada actividad, con objeto de institucionalizar consensos en diversos
momentos del desarrollo de la secuencia, y no al final de las actividades como se
habia pensado. Esto dejé al descubierto la importancia del trabajo colaborativo de los
estudiantes, asi como lo esencial de la participacion del profesor en sus funciones de
investigacion, regulacion, motivacion, asignacion y evaluacion.

Finalmente, la interaccion didactica generada por la implementacion de la secuen-
cia, bajo la cuidadosa conduccion del profesor, constituyd un ambiente propicio para
anticipar y resolver conflictos semidticos con resultados satisfactorios, por lo que la
idoneidad interaccional empirica puede calificarse, al menos, como media-alta.
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Idoneidad mediacional

A priori: Desde el diseno de la secuencia, se tenia conciencia de las limitaciones
asociadas a la disponibilidad de equipo de computo individual; es decir, se sabia
de antemano que, en el mejor de los casos, seria posible asignar una compu-
tadora por cada dos alumnos, y en funcion de esto se procedio. Lo relativo al
software, al material impreso y al tiempo destinado para cada actividad, permitio
considerar a la idoneidad mediacional teorica como alta.

A posteriori: Implementada la secuencia, se confirmo lo relativo a la disponibili-
dad del equipo y a lo adecuado del software, pero en cuanto al resto de los recursos
se evidenciaron algunas diferencias respecto a lo esperado. Las hojas de trabajo
no resultaron tan autosuficientes como se habia pensado. Ademas, se evidencio la
conveniencia de que el total de horas consumidas fuera menor. Por tanto, desde la
perspectiva a posteriori la idoneidad mediacional fue considerada como media.

Idoneidad emocional

A priori: La certeza de una alta idoneidad emocional estuvo siempre presente
durante el diseno de la secuencia. Se supuso que el estudiante se “maravillaria”
ante la posibilidad de observar la linealidad local de una curva, y no solo la
asumiria como cierta. Ademas, se dio por hecho que la interaccion con el applet
Linealizador, con las hojas de trabajo y con los companeros seria suficiente
motivacion. Esto determind que la idoneidad emocional se considerara alta,
desde la perspectiva a priori.

A posteriori: Las expectativas sobre el aspecto afectivo de los alumnos no se
cumplieron. La observacion de la linealidad local no fue motivo de asombro como
se esperaba. Ademads, la solicitud expresada frecuentemente en las hojas de trabajo,
respecto a explicar ampliamente las respuestas, genero inconformidad en algunos
estudiantes. En cuanto a la socializacion, las esperadas discusiones constructivas
en torno a conceptos o posibles respuestas a las hojas de trabajo cedieron el paso
a la urgencia por responder para cumplir con el compromiso. Todo esto permite
explicar que la idoneidad emocional a posteriori se haya percibido baja.

Idoneidad ecoldgica

A priori: Desde el disefo, se tuvo la certeza de que la implementacion facilitaria
el posterior tratamiento formal de la funcion derivada via limites, en términos de
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un mayor sentido y mas agilidad para desarrollar los contenidos subsiguientes.
Esta fue la razon de considerar a la idoneidad ecologica tedrica como alta.

A posteriori: Se cumplieron las expectativas. EI poder hacer referencia a la
experiencia intuitiva aportada por la secuencia, se tradujo, efectivamente, en una
mayor comprension del acercamiento formal a f”, lo que redundo, a su vez, en
una mayor rapidez de avance en los temas finales del programa. Por todo esto,
la idoneidad ecologica fue calificada como alta.

Los argumentos expuestos en relacion con la perspectiva a priori explican
el que la profesora/investigadora haya asignado la maxima puntuacion a la
idoneidad didactica esperada. Sin embargo, como puede observarse en relacion
con la perspectiva a posteriori la realidad mostrada por las evidencias reca-
badas durante la implementacion de la secuencia, revel6 diferencias notables
respecto a lo esperado.

Para efectos de que el lector pueda visualizar el resultado del analisis valora-
tivo realizado, en la Figura 6 se representa, mediante un hexagono irregular gris
inscrito, la idoneidad didactica empirica del proceso de instruccion investigado,
con referencia a la perspectiva a priori que, por considerarse ¢ptima, se ha sim-
bolizado mediante un hexagono regular. En un proceso de instruccion ideal se
deberian cumplir conjuntamente todos los criterios de idoneidad y se obtendria
un hexagono regular; en cambio, en un proceso de instruccion implementado
dificilmente se conseguiran conjuntamente todos los criterios de idoneidad, por
lo que se espera que el hexagono resultante sea irregular.

Figura 6. Idoneidad didactica del proceso de instruccion

Il I2

Is L

Asi, mientras la distancia que va del centro a cada uno de los vértices del
poligono regular representa la puntuacion maxima respecto a la idoneidad
correspondiente, el hexagono gris refleja la valoracion del proceso de instruc-
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cion desde la perspectiva de los resultados. Las distintas idoneidades se iden-
tifican conforme a la siguiente nomenclatura, desde la perspectiva a posteriori:
| : Idoneidad epistémica (alta), | : Idoneidad cognitiva (alta), 1: Idoneidad interac-
cional (media-alta), | : Idoneidad mediacional (media), |: Idoneidad emocional
(baja) e | Idoneidad ecologica (alta).

CONSIDERACIONES FINALES

La primera aportacion relevante de esta investigacion es el diseno de una
secuencia didactica que tiene por objetivo propiciar la puesta en juego de las
diferentes representaciones de la funcion derivada, de manera que, a partir de
la grafica de £ mediante una construccion visualmente convincente de la recta
tangente desde la nocion de linealidad local, el alumno obtenga la tabla de
f°, construya la grafica correspondiente vy, por ultimo, identifique la expresion
analitica respectiva. Los applets y las actividades disenadas son un material
util, tanto para los profesores que se interesen en la ensenanza de la derivada,
como para otros investigadores del proceso de ensenanza y aprendizaje de
dicho objeto matematico.

La segunda aportacion es la aplicacion al proceso de instruccion implemen-
tado de un modelo de analisis didactico sistematico para la descripcion, expli-
cacion y valoracion de episodios de clases de matematicas. El tipo de andlisis
desarrollado ha respondido, en primer lugar, a la pregunta {qué ha ocurrido
aqui y por qué? Este estudio exhaustivo de aspectos descriptivos y explicativos
de un proceso de instruccion ha permitido establecer valoraciones fundamen-
tadas sobre dicho proceso, que sirvan de guia para la mejora de implementa-
ciones posteriores.

A partir de la valoracion a posteriori del proceso de instruccion investigado,
se evidenciaron las fortalezas y limitaciones asociadas a los distintos aspec-
tos evaluados. Asi, aunque las idoneidades epistémica, cognitiva, ecoldgica e
incluso la interaccional se perciben elevadas, las idoneidades mediacional y
emocional no resultaron tan bien evaluadas como se esperaba. En este sentido,
las limitaciones identificadas sugieren posibles modificaciones, adaptaciones o
reorganizaciones que conducirian a un proceso en espiral hacia disenos cada
vez mas finos, pero siempre perfectibles.

Con relacion con el proceso de instruccion investigado, pudo apreciarse un
nivel de idoneidad diddctica satisfactorio. El analisis de los diferentes criterios
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de idoneidad parciales, desde las perspectivas a prioriy a posteriori, aportd una
vision panoramica que permite percibir que, aunque los conflictos semidticos
potenciales sean identificados a prioriy, en funcion de ello, el proceso de ins-
truccion se disene de tal manera que dichos conflictos se puedan superar, la
aparicion de conflictos semioticos en la implementacion resulta inevitable, vy
constituye la explicacion de la falta de consistencia de los significados persona-
les de algunos estudiantes respecto a los significados pretendidos.

El tipo de investigacion que se ha descrito en este articulo puede servir para
ayudar a la reflexion de los profesores sobre su propia practica. Las experiencias
innovadoras realizadas por los profesores tienen elementos de una investiga-
cion didactica cuando implican una reflexion, la formulacion de preguntas y el
uso de determinadas técnicas para la toma de informacion. Cuando el profesor
reflexiona sobre su propia practica, puede aprovechar los ejemplos sobre la
forma en que se han aplicado a un proceso de instruccién concreto algunos
constructos tedricos propuestos por el enfoque ontosemidtico, en particular los
criterios de idoneidad.
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