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ARTICULO DE INVESTIGACION

Una propuesta de acercamiento alternativo
al teorema fundamental del calculo

Martha Gabriela Robles Arredondo, Eduardo Tellechea Armenta
y Viceng¢ Font Moll

Resumen: En este trabajo, se presenta el disefio de una secuencia didactica de
tareas orientada a la ensenanza del Teorema Fundamental del Calculo en los
primeros cursos universitarios que, asumiendo la complejidad y la articulacion
de nociones y objetos matematicos asociados (variacién, acumulacion, derivada,
integral, funcion, limite), promueva, mediante la utilizacién de ambientes interac-
tivos que favorecen el acercamiento intuitivo y la conjetura, el descubrimiento
de dicho teorema, asi como el papel esencial que desempena en el estudio del
Calculo. Para el disefio de las tareas, se han tenido en cuenta los criterios de
idoneidad propuestos por el Enfoque Ontosemiotico de la cognicion e instruc-
cion matematica.

Palabras clave: Teorema Fundamental del Calculo, integral, funcién integral,
idoneidad didactica.

Abstract: This paper presents the design of a teaching sequence of tasks aimed
at the teaching of the Fundamental Theorem of Calculus for the first courses
in calculus that, assuming the complexity and the articulation of the associated
mathematical objects (variation, accumulation, derivative, integral, function, limit),
promotes, through the use of interactive environments that provide the possibility
of intuitive approach and conjecture, the discovery of this theorem, as well as
the essential role it plays in the study of Calculus. For the design of the tasks we
have considered the suitability criteria proposed by the Onto-Semiotic Approach
to the Mathematical Cognition and Instruction.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus, integral, integral function,
didactical suitability.
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1. INTRODUCCION

El Calculo, como componente esencial de lo que se conoce como matemdti-
cas del cambio, es una potente y compleja herramienta articulada, sobre todo,
alrededor de las nociones de variacion y acumulacion, 1as cuales se relacionan,
respectivamente, con la derivada y la integral, que son dos objetos matematicos
complejos, esenciales en la organizacion del Calculo y que, a su vez, se apoyan
en otros objetos matematicos, igualmente complejos: funcién 'y limite.

El hecho de tener una mirada compleja sobre los objetos matematicos con-
lleva, como si fuese la otra cara de la moneda, el problema de la articulacion
de los componentes de dicha complejidad. En la parte de las matematicas que
nos ocupa en este articulo, el Calculo, un elemento clave de articulacion es el
Teorema Fundamental del Calculo (trc, a partir de ahora).

La problematica de la complejidad y la articulacién no suelen estar pre-
sentes de manera explicita en la ensenanza del Calculo. No es habitual que
las secuencias de tareas se disefien de manera explicita y consciente con el
objetivo de ensenar la complejidad de los objetos matematicos y la articulacion
coherente de los componentes de esta complejidad. Por ejemplo, en general, en
un curso de Calculo, la relacién que existe entre la velocidad instantanea de
variacion y el cambio acumulado -la velocidad de desplazamiento esta asocia-
da al calculo de la pendiente de la curva, mientras que la distancia recorrida
por un movil se determina encontrando el area bajo la curva que describe la
velocidad- se abordan desde una perspectiva exclusivamente analitica, lo que
minimiza la experiencia intuitiva del estudiante. La demostracion del TFC por
parte del profesor con frecuencia se considera suficiente para suponer que el
estudiante entienda la articulacion entre la derivada y la integral, y pareciera
bastar con que el estudiante comprenda que la funcion integral es la anti-
derivada de la funcion que se integra para considerar logrado el objetivo del
curso. Nos estamos refiriendo, pues, con este ejemplo, a una ensenanza de la
integral que, si bien es correcta en el sentido de que no se cometen errores, no
es suficientemente representativa de la complejidad de los objetos matematicos
integral y derivada y, mas en general, de la complejidad del Calculo. Esta falta
de representatividad es una caracteristica, segun Font y Adan (2013), de una
ensenanza cuya calidad es mejorable.

Nuestro objetivo es el diseno de una secuencia didactica de tareas para la
ensenanza del TrC que tenga en cuenta la complejidad de los objetos matema-
ticos esenciales del Calculo, asi como el papel esencial que desempena este
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teorema en la articulacion de dicha complejidad de acuerdo con los plantea-
mientos desarrollados por Tellechea (2005).

Con esta propuesta, queremos propiciar que el estudiante descubra, con
base en su propia intuicion, los elementos que le permitiran entender el papel
fundamental del TrC en la articulacion del Calculo, buscando ir mas alla de lo
que, con frecuencia, constituye el Unico logro al final de un curso de Calculo
Integral desde el contexto exclusivo de las representaciones analiticas: si se
deriva la funcion integral se obtiene la funcion que se integra. Pero ademas de
tener en cuenta la complejidad y la articulacion, con las tareas diseniadas bus-
camos favorecer el desarrollo de procesos esenciales de las Matematicas. Para
ello, aprovechamos los recursos visuales del Applet Descartes en la construccion
de escenarios interactivos, cuya implementacion con los estudiantes promueva
la identificacion de patrones y la conjetura, asi como la visualizacién y la argu-
mentacion, entre otros procesos.

Se trata del diseno de una secuencia de tareas cuya calidad matematica
pueda justificarse con base en dos aspectos: 1) considera la complejidad de
los objetos matematicos que pretende ensefar y 2) permite activar procesos
relevantes de la actividad matematica. Dicho de otra manera -de acuerdo con
los criterios de idoneidad propuestos por el Enfoque Ontesemiético de la cogni-
cion e instruccion matematica (Eos, a partir de ahora) (Godino, Batanero y Font,
2007)-, se presenta el diseno de una secuencia de tareas que tenga a priori
sobre todo, una alta idoneidad epistémica.

La estructura del articulo es la siguiente: después de esta introduccion en la
que se explican el problema y el objetivo de la investigacién que se presenta, en
el apartado 2 se hace referencia al marco teorico utilizado, el £os. En el apartado
3 se explica el disefio de la secuencia de tareas (revision de la literatura, papel
de los recursos tecnologicos, uso de los criterios de idoneidad, etc). En el apar-
tado 4 se explican los applets utilizados y se comentan las tareas incorporadas
en las hojas de trabajo. En el apartado 5 se justifica que la secuencia de tareas
permite al alumno la formulacién de conjeturas relevantes (que es posible
construir la grafica de la funcion integral de cualquier funcién que cumpla con
las condiciones del Teorema Fundamental del Calculo, identificar el papel de
la constante de integracion y arribar a la visualizacién de la regla de Barrow,
aprovechando la riqueza de la informacion aportada por el software, etc). El
articulo termina con unas consideraciones finales.
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2. MARCO TEORICO

En este apartado presentamos los elementos teoricos que se han tenido en
cuenta en esta investigacion.

CALIDAD MATEMATICA

Las reflexiones (e investigaciones) sobre la calidad matematica de los procesos
de instruccion de las matematicas son numerosas en el drea de Educacion
Matematica. Todas ellas ponen de manifiesto que hay muchos aspectos que
inciden en esta calidad y que, por tanto, se trata de una nocién multidimen-
sional. En este trabajo, de acuerdo con Font y Adan (2013), se han tenido en
cuenta dos aproximaciones que, si bien consideran la calidad matematica de
una manera multidimensional, ponen el acento, seguin estos autores, en dimen-
siones diferentes. Por una parte, las que destacan como elemento central de
la calidad matematica el descriptor ‘riqueza matematica” y, por la otra, las que
toman como elemento central el descriptor “representatividad de las matemati-
cas ensenadas’.

Un ejemplo relevante del primer tipo de aproximaciones son los trabajos
de Hill y colaboradores. Segun Hill, Blunk, Charalambous, Lewis, Phelps, Sleep
y Ball (2008), la calidad matematica de la instruccion puede definirse como un
compuesto de varias dimensiones que caracterizan el rigor y la riqueza de las
matematicas de la clase, incluida la presencia y ausencia de errores matema-
ticos, explicacion vy justificacion matematica, representaciones matematicas y
observaciones relacionadas.

En cuanto al segundo tipo de aproximaciones, un ejemplo notable es el Fos
(Godino, Batanero y Font, 2007), principal referente tedrico de esta investigacion.
Este enfoque propone herramientas para, primero, describir las matematicas
implicadas en un proceso de instruccion y, segundo, valorar su calidad. Las que
propone para la descripcion permiten analizar las practicas matematicas y los
objetos primarios y procesos matematicos activados en ellas. Para la valoracion
de la calidad de las matematicas involucradas, se propone el constructo criterios
de idoneidad, con especial atencién al criterio de idoneidad epistémica:

1. Idoneidad epistémica, para valorar si las matematicas que se ensenan
son unas ‘buenas matematicas’. 2. Idoneidad cognitiva, para valorar, antes

72 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 26, NUM. 2, AGOSTO DE 2014



Martha Gabriela Robles Arredondo, Eduardo Tellechea Armenta y Viceng Font Moll

de iniciar el proceso de instruccion, si lo que se quiere ensenar esta a una
distancia razonable de lo que saben los alumnos y, después del proceso,
si los aprendizajes logrados se acercan a los que se pretendia ensenar.
3. Idoneidad interaccional, para valorar si la interaccion ha resuelto dudas
y dificultades de los alumnos. 4. Idoneidad mediacional, para valorar la
adecuacion de recursos materiales y temporales utilizados en el proceso de
instruccion. 5. Idoneidad emocional, para valorar la implicacion (interés, moti-
vacion) de los alumnos en el proceso de instruccion. 6. Idoneidad ecologica,
para valorar la adecuacion del proceso de instruccion al proyecto educativo
del centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno social y
profesional, etcétera. (Font, Planas y Godino, 2010, p. 101)

Para cada una de las seis idoneidades, el E0s propone un conjunto de
indicadores. En relacién con la idoneidad epistémica, la cual es mayor en la
medida en que los contenidos implementados (o pretendidos) en un proceso
de estudio representan bien los contenidos de referencia y los indicadores con-
sideran una muestra representativa y articulada de problemas de diversos tipos
(contextualizados, con diferentes niveles de dificultad, etc); uso de diferentes
modos de expresion (verbal, grafico, simbdlico..) y traducciones y conversiones
entre estos; procurando que el nivel del lenguaje matematico utilizado sea
adecuado y que las definiciones y procedimientos estén clara y correctamente
enunciados y adaptados al nivel educativo al que se dirigen; presentacion de los
enunciados y procedimientos basicos del tema, adecuando, asimismo, las expli-
caciones, comprobaciones y demostraciones al nivel educativo al que se dirigen;
establecimiento de relaciones y conexiones significativas entre las definiciones,
propiedades, problemas del tema estudiado, etcétera.

L.a nocion de calidad epistémica propuesta por el Eos estd muy centrada en
la idea de representatividad de las matematicas ensenadas en relacion con el
significado holistico del objeto matematico que se quiere ensenar, entendido
como el conjunto de pares (practicas matematicas, configuraciones de objetos
primarios activados en dichas practicas). La determinacion de dicho significado
global u holistico requiere la realizacion de un estudio historico-epistemologico
sobre el origen y evolucién del objeto en cuestion. Asimismo, deben tenerse
en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se ponen en juego dichas
configuraciones de objetos primarios. En el siguiente apartado, se mencionan
brevemente algunas investigaciones realizadas utilizando el E0S como marco
tedrico para caracterizar la complejidad de los objetos esenciales del Calculo.
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LA COMPLEJIDAD DE LOS OBJETOS MATEMATICOS DEL CALCULO

La investigacion en Educacion Matematica sobre las nociones del Calculo ha
puesto de manifiesto la complejidad de los objetos matematicos esenciales de
esta drea de las Matematicas. Dos de los enfoques que mas se han interesado
por caracterizar esta complejidad son la teoria APOE y el EOS.

La teoria APOE

La teoria APOE caracteriza el conocimiento matematico de un sujeto como su
tendencia a responder a situaciones matematicas problematicas mediante la
reflexion sobre problemas y sus soluciones dentro de un contexto social y la
construccion o reconstruccion de acciones, procesos y objetos, organizandolos
en esquemas para tratar con dicha situacion (Dubinsky y McDonald, 2001). APOE
es un acronimo de estas construcciones (Accion, Proceso, Objeto y Esquema).
En esta teoria, el conocimiento matematico del sujeto se modela mediante estas
construcciones para poder hacer inferencias sobre la actividad de los estudian-
tes al resolver tareas especificas de matematicas.

En la APOE, los objetos emergen como resultado de dos mecanismos. La
encapsulacion es un mecanismo basado en la abstraccion reflexiva. Se refiere
a la posibilidad de pensar en un proceso como algo completado y ser capaz
de caracterizarlo y estudiar sus propiedades. A través de la encapsulacion, las
nociones abstractas se conciben como objetos que tienen propiedades y varias
representaciones. La tematizacion implica la posibilidad de pensar el esquema
como un todo, para actuar o hacer transformaciones sobre él y estudiar sus pro-
piedades. También se involucra la posibilidad de diseccionar, analizar, examinar
sus partes y volver a componerlo como un todo.

La encapsulacion de procesos en objetos y sobre todo la tematizacion de un
esquema (o varios) en un objeto se relacionan con la problematica de la com-
plejidad de los objetos matematicos y la necesaria articulacion de los elementos
en los que estalla dicha complejidad. Las investigaciones realizadas con este
marco tedrico han puesto de manifiesto la complejidad de las nociones prin-
cipales del Calculo y como esta condiciona su compresion. Por ejemplo, Valls,
Pons y Llinares (2011) para la nocion de limite; Sanchez-Matamoros, Garcia y
Llinares (2006) y Garcia, Llinares y Sdnchez-Matamoros (2011) para la nocion de
derivada; Boigues, Llinares y Estruch (2010) para la nocién de integral.
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El Enfoque Ontosemidtico

En el marco del Enfoque Ontosemidtico de la cognicion e instruccion mate-
matica (Godino, Batanero y Font, 2007 y 2008), se ha utilizado la nocion de
configuracién epistémica para modelar dicha complejidad.

En el Eos se considera que, para la realizacion de una practica matematica,
se necesitan poner en funcionamiento determinados conocimientos. Si consi-
deramos, por ejemplo, los componentes del conocimiento para la realizacion y
evaluacion de la practica que permite resolver una situacién-problema (e. g,
plantear y resolver un problema de optimizacion), vemos el uso de lenguajes,
verbales y simbolicos. Estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie de
conceplos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion
de argumentos para decidir si las acciones que componen la practica son satis-
factorias. En consecuencia, cuando una institucion matematica realiza y evalta
una practica matematica, activa un conglomerado articulado de situaciones
-problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos-
llamado en el Eos configuracion epistémica de objetos primarios.

Lo que en los planteamientos filoséficos de tipo platénico se considera un
objeto matematico con existencia independiente de las personas (por ejemplo,
la integral o la derivada), en el Eos (Font, Godino y Gallardo, 2013) se explica
como un objeto que surge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc.
globalmente (holisticamente) sobre los objetos primarios de diferentes configu-
raciones epistémicas. Dicho en otros términos, este objeto seria el contenido al
que se refiere o indica globalmente, explicita o implicitamente, el par (practicas
matematicas, configuracion epistémica de objetos primarios activada en dichas
practicas).

Para el estudio del objeto matematico funcién, Godino, Bencomo, Font y
Wilhelmi (2006) afirman que, a lo largo de la historia de las distintas civilizacio-
nes, se han ido generando diferentes configuraciones epistémicas, algunas de
las cuales han servido para generalizar otras de las preexistentes. Estos autores
consideran que esta evolucioén se puede organizar en cuatro configuraciones
epistémicas (tabular, grafica, analitica y conjuntista).

Para el objeto matematico limite, Contreras, Garcia y Font (2012) y Garcia
(2008) caracterizan dicha complejidad por medio de las siguientes configura-
ciones epistémicas: geometrica, preinfinitesimal, infinitesimal, numérica, métrico-
analitica y topoldgica.

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan
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su complejidad mediante nueve configuraciones epistémicas: 1) tangente en la
matematica griega; 2) variacion en la Edad Media; 3) métodos algebraicos para
hallar tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes;
5) ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos; 6) métodos
infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8) célculo de
diferencias, y 9) derivada como limite. En Pino, Castro, Godino y Font (2013), se
utilizan estas nueves configuraciones epistémicas para la reconstruccion del sig-
nificado global de la derivada, el cual se utiliza para valorar la representatividad
del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a partir de
las configuraciones epistémicas activadas en las practicas matematicas pro-
puestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de dicho nivel).

En relacion con la complejidad del objeto integral, Contreras, Ordonez y
Wilhelmi (2010) y Ordénez (2011) consideran las siguientes configuraciones
epistémicas: 1) geométrica, 2) resultado de un proceso de cambio, 3) inversa
de la derivada, 4) aproximacion al limite, 5) generalizada (Lebesgue, Riemann,
etc), 6) algebraica, 7) métodos numéricos. Crisostomo (2012), en su tesis doc-
toral, considera util, basandose en la red de configuraciones epistémicas pro-
puesta por Ordonez (2011), distinguir ocho tipos diferentes de configuraciones
que designa con los nombres de: intuitiva, primitiva, geométrica, sumatoria,
aproximada, extramatematica, acumulada y tecnoldgica, situando el TFC como
un objeto primario central de la configuracion epistémica llamada primitiva,
aunque también aparece en la geométrica, la sumatoria, la extramatematica y
la tecnoldgica.

El hecho de que, por un lado, el Teorema Fundamental del Calculo forme
parte de varias configuraciones epistémicas de la integral y que, por otro, relacio-
ne la derivada con la integral, pone en evidencia su papel relevante en la articu-
lacion de las diferentes configuraciones que modelan la complejidad del objeto
integral y también en la articulacion de esta red de configuraciones con la red
de configuraciones epistémicas que modela la complejidad del objeto derivada.

DISENO DE TAREAS
Las tareas son las situaciones que el profesor propone a los alumnos (problema,
investigacion, ejercicio, etc); estas son el punto de partida de la actividad del

alumno, la cual, a su vez, produce como resultado su aprendizaje.
Recientemente ha aumentado mucho el interés sobre el diseno de tareas
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al considerarlo un aspecto clave para conseguir una ensenanza de calidad, lo
cual ha llevado a formularse, entre otras, preguntas del tipo: {Con qué criterios
seleccionamos una tarea u otra? dEn qué orden las secuenciamos? (Cudles son
las que se adaptan mejor a nuestras necesidades o a la situacién concreta de
aula donde se han de implementar? (Sullivan, Clarke y Clarke, 2013). Este interés
se ha manifestado, por ejemplo, en la celebracion de un icmi Study especifico
sobre este tema en el ano 2013 (Margolinas, 2013) que ha servido para conocer
como se ha interesado la investigacion sobre el disefio de tareas por diferentes
aspectos.

El Fos propone una herramienta relevante para el diseno y redisefo de
tareas, nos referimos a los criterios de idoneidad didactica (Godino, Batanero
y Font, 2007). Dichos criterios se han utilizado en diferentes investigaciones
(por ejemplo, Robles, Del Castillo y Font, 2012; Giménez, Font y Vanegas, 2013;
Pochulu, Font y Rodriguez, 2013; Pino, Castro, Godino y Font, 2013), tanto para
guiar la construccion de la secuencia de tareas como para valorar la idonei-
dad de procesos de estudio efectivamente realizados vy, asi, tener elementos
para un redisefo que permita una futura implementacién de mas calidad. En
particular, el estudio de la idoneidad epistémica de los significados sobre un
objeto matematico que se pretende en el curriculo es de sumo interés, puesto
que una ‘“adecuacion pobre” del significado pretendido al holistico (dicho en
otros términos una falta de representatividad de las configuraciones epistémicas
implementadas en la ensefianza) podria obstaculizar la correcta comprension
del objeto tanto por parte de los estudiantes como por parte de los profesores
en formacion inicial.

3. DISENO DE LA SECUENCIA DE TAREAS

En este apartado se explican diferentes aspectos considerados en el disefo de
la secuencia de tareas.

APORTES DE LA INVESTIGACION SOBRE LAS PRINCIPALES NOCIONES DEL CALCULO

En el TrC se hallan implicadas las nociones de limite, derivada e integral. Dichas

nociones han sido objeto de muchas y muy diversas investigaciones en el
campo de la Didactica de las Matematicas que han producido resultados rele-
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vantes para su ensenanza y aprendizaje. La investigacion sobre las principales
nociones del Calculo ha producido resultados sobre diferentes aspectos, entre
otros: a) de tipo cognitivo (aportes sobre el aprendizaje), b) de tipo didactico
(aportes sobre la manera de ensefar), ¢) de tipo epistémico (problematizacién
de las nociones principales del calculo), d) de tipo mediacional (aportes sobre el
uso de recursos tecnoldgicos) y e) de tipo ecolégico (donde y cuando se deben
ensenar-aprender las principales nociones del Calculo) (Robert y Speer, 2001;
Artigue, 2003; Salinas y Alanis, 2009; Camacho, 2011). Resulta pertinente, pues,
formularse la siguiente pregunta: (Cudles de dichos aportes conviene considerar
en un diseno de secuencia de tareas para la ensenanza del TrC?

El primer aporte que se ha considerado en el disefo de la secuencia de
tareas y que se presenta en este articulo se refiere a los resultados de las investi-
gaciones que han evidenciado las limitaciones tanto de la ensefanza formalista
del Calculo como del modelo que aqui llamaremos, de acuerdo con Pochulu'y
Font (2011), no significativo y que otros autores llaman mecanicista o conductis-
ta. Diversos autores (Artigue, 1995; Tall, 1991a; Munoz, 2000) han senalado que,
con estos modelos de ensenanza, los estudiantes no comprenden de manera
satisfactoria los conceptos y métodos de pensamiento propios del Calculo. Por
ejemplo, Munoz (2000) senala que, en los cursos donde se ensena la integral,
hay un énfasis excesivo en el calculo de antiderivadas con poca atencion a la
conceptualizacion de la integral (definida), reduciéndose esta a la definicion de
Cauchy o a la de Riemann, y que es en el momento de abordar las llamadas
aplicaciones cuando se estudian algunos aspectos de las nociones asociadas
a este concepto. De acuerdo con los aportes de estos trabajos de investigacion,
la propuesta de secuencia didactica que se presenta pone especial atenciéon en
la conceptualizacion de la integral, por encima de la mecanizacion. Este énfasis
en la conceptualizacion es lo que nos ha llevado a proponer una secuencia de
tareas que tenga en cuenta tanto la complejidad de las nociones esenciales del
Calculo como la necesidad de generacion de procesos matematicos relevantes.

El segundo aporte que se ha considerado en el diseno de la secuencia de
tareas corresponde a los resultados de las investigaciones sobre las nociones
esenciales del Calculo que han senalado la importancia de las perspectivas
grafica y geométrica para dar significacion a los procesos de derivacion e integra-
cion (Artigue, 2002; Czarnocha, Loch, Prabhu y Vidakovich, 2001; Labrana, 2000;
Robles, Del Castillo y Font, 2012). En esta linea, la propuesta de secuencia de
tareas que se presenta para la ensenanza del TFC promueve, entre otros procesos,
la visualizacion mediante el uso de los recursos visuales del Applet Descartes.
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En esta investigacion, una vez asumido el rechazo del modelo formalista
y del modelo no significativo (mecanicista), se considera, como tercer aporte,
el que se refiere a diferentes investigaciones que proponen un modelo de
ensenanza de tipo constructivista, en el que se da mayor responsabilidad al
alumno en su proceso de aprendizaje. Diversas investigaciones que han reali-
zado propuestas de ensefnanza del Calculo han evidenciado que es posible dar
este mayor protagonismo al alumno. Por ejemplo, la tesis doctoral de Gonzalez
(2005) desarrolla una secuencia de instruccion para la ensefanza y aprendizaje
de la integral impropia, en la que se concluye que es posible transformar el
contrato pedagogico usual en la ensenanza superior y dar a los estudiantes una
mayor responsabilidad en el proceso de aprendizaje. En esta linea, la propuesta
que se presenta en este articulo para la ensenanza del T/C promueve, mediante
la utilizacién de ambientes interactivos que favorecen el acercamiento intuitivo
y la conjetura, la participacion activa del alumno en su aprendizaje.

Un cuarto aporte que se ha tenido en cuenta en esta propuesta se refiere a
la importancia del uso de recursos tecnologicos. Diversas investigaciones han
realizado propuestas de ensefanza que utilizan software diverso (Mathematica,
Derive, Maple, etc) para el estudio de los objetos matematicos limite, derivada e
integral. Por ejemplo, en Robles, Del Castillo y Font (2012), se analizan el disefio
e implementacion de una secuencia de tareas para la ensenanza de la deri-
vada en la que se usa el Applet Descartes. Otro ejemplo es la tesis doctoral de
Depool (2004), en la que se disefa y se lleva al aula un médulo instruccional
para la ensenanza y aprendizaje del concepto de integral definida, basado en
un conjunto de practicas de laboratorio disefadas con el Programa de Calculo
Simbolico Derive. La secuencia propuesta plantea las practicas atendiendo a
una perspectiva numérica y grafica que privilegia el sentido de aproximacion de
la integral definida. Otro ejemplo del apoyo de recursos tecnoldgicos lo tenemos
en Turégano (1994 y 1996), donde se utiliza la visualizaciéon para dar significado
al concepto de integral definida, con base en la idea de area bajo la curva. En
esta linea de incorporar recursos tecnologicos, la propuesta que se presenta en
este articulo para la ensenanza del TrC se basa en el uso de applets interactivos
disenados con Descartes.
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Revision de las investigaciones previas sobre el TrC

En el diseno de la secuencia de tareas, hemos tenido en cuenta algunas inves-
tigaciones, sobre todo de tipo instruccional, relacionadas con la ensefanza y
aprendizaje del Trc. Tall (1991b) investigo la importancia de los procesos de
visualizacion en la comprension del trc. Por otra parte, Tall (1996) reflexiona
sobre la manera en que los cambios ocurridos a partir del uso de las computa-
doras lleva a entender que las funciones sirven para describir como cambian las
cosas, lo cual lleva a considerar naturalmente los conceptos de tasa de variacion
(diferenciacién) y cambio acumulado (integracién), conceptos que el Teorema
Fundamental del Calculo explica como procesos inversos.

Hitt (1998), mediante el estudio de una secuencia de tareas realizada por
un profesor de matematicas de ensefanza media superior para la ensefanza
del TrC, concluye que la utilizacion erronea de interpretaciones visuales puede
conducir a representaciones incorrectas (en profesores y alumnos).

En el estudio de Thompson y Silverman (2007), se considera que el concepto
de acumulacién es central para la nocion de integracion. Estos autores sugieren
que se ponga mayor énfasis en el /¢, en el que la funcion acumulacion desem-
pena un papel central, en el sentido de dar explicaciones para la relacion entre
la acumulacion de pequenas cantidades y las tasas a las que estas se acumulan.

Carlson, Persson y Smith (2003) han elaborado materiales curriculares para
promover la comprension y destrezas de razonamiento en estudiantes relacio-
nadas con el TrC. En la revision bibliografica desarrollada, los autores apuntan
que: a) la mayoria de los estudiantes del primer semestre del curso de Calculo
no adquieren la comprension de dicho concepto y tampoco parecen estar
desarrollando las destrezas de razonamiento fundamentales para entender y
utilizar el TFc en situaciones aplicadas, b) las dificultades presentadas por los
estudiantes sobre el TrC se han atribuido al estudio superficial de los conoci-
mientos previos (en particular funcién y tasa de cambio). La investigacion de
estos autores propone realizar una articulacion mas cuidadosa de las destrezas
de razonamiento y las concepciones relacionadas con la acumulacion y el TrC.
Entre las principales conclusiones, los autores consideran que, aunque hay
deficiencias de los estudiantes relativas a las tareas, su rendimiento relacionado
con la nocion de acumulacion y el TrC ha sido relativamente bueno y que el
marco para este estudio sirve como una herramienta util para el andlisis de
las destrezas de razonamiento y comprension de los estudiantes relativos a los
conceptos y a las notaciones del TrC.
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Kouropatov y Dreyfus (2009) consideran que hay dos ideas centrales rela-
cionadas con la integral: la integral definida y la indefinida y resaltan la falta
de conexion entre ambas. Ademas, afirman que considerar la integral como
una funcion de acumulacion puede servir de base para la elaboracion de una
secuencia de tareas que posibilite una comprension profunda. La acumulacion
es entendida en su sentido bdsico: una suma de acumulacion que tiene un
numero grande de muchos pequenos términos. La idea central consiste en la
integral de Riemann, que permite desarrollar tanto la integral definida como la
indefinida y establecer sus conexiones mediante el Teorema Fundamental del
Calculo.

En relacion con el uso de la tecnologia, son numerosos los trabajos que han
investigado el uso de recursos informaticos para la ensenanza de la integral y
del Tr¢, en particular el programa Derive (Camacho y Depool, 2003; Depool, 2004;
Camacho, Depool y Santos-Trigo, 2010) y, mas recientemente, los applets. Aranda
y Callejo (2011) presentan el disefo de un experimento de ensefanza con
estudiantes de 17-18 anos de Espana para introducir el concepto de integral
definida. Se parte del calculo del area de figuras geométricas en el dominio de
la geometria sintética y después se aborda el calculo del area bajo una curva
utilizando la geometria analitica. Tras definir la integral como un limite y des-
vincularla del area, se estudian sus propiedades y se aborda el TrC para llegar a
la regla de Barrow. Como apoyo a la resolucién de las tareas, en el mencionado
trabajo se disenaron tres tipos de applets que utilizan un programa de geome-
tria dindmica, en los que se muestran simultineamente diversas representacio-
nes del concepto. A su vez, Gordon y Gordon (2007) utilizan la hoja de calculo
y la idea del ajuste de funciones con datos para facilitar el descubrimiento del
TFC por parte del alumno.

UN PUNTO DE PARTIDA

Nuestra propuesta identifica un momento particular de un curso de Calculo
Integral, a partir del cual proponemos tomar una ruta alternativa para poner al
alumno en un primer contacto con el T/C. Ese momento del curso es aquel que
permite plantear, a manera de motivacion, la posibilidad de calcular la distancia
recorrida por un movil que se desplaza a velocidad constante durante un lapso
de observacion determinado, en analogia con la situacion propuesta durante
un curso de Calculo Diferencial donde, a partir de un movimiento rectilineo
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uniforme, se busca determinar la rapidez con que se desplaza el objeto. Cabe
aclarar que, si bien los cursos de Calculo Diferencial y de Célculo Integral a los
que hacemos referencia corresponden, respectivamente, a las asignaturas de
Calculo Diferencial e Integral | y Calculo Diferencial e Integral Il, de la Division
de Ingenieria o de la Division de Ciencias Exactas de la Universidad de Sonora,
México, la propuesta de secuencia de tareas que se propone es aplicable en
los primeros cursos de otras universidades (con las adaptaciones necesarias a
cada institucion).

La representacion grafica de la velocidad constante k desarrollada por el
movil, mediante una recta horizontal que intersecta el eje de las ordenadas
en el punto (0, K), favorece la interpretacion geométrica de una situacién que,
desde la perspectiva analitica, resulta por demas familiar para los estudiantes de
los cursos de Calculo con nociones elementales de fisica: la distancia recorrida
por un movil que se desplaza a velocidad constante es igual al producto de
dicha velocidad por el tiempo transcurrido durante el desplazamiento; es decir,
si llamamos 1, al tiempo transcurrido durante la observacion del movimiento,
la distancia D recorrida al cabo de este tiempo quedaria determinada analiti-
camente por la expresion D = ki, mientras que, geométricamente, el valor de D
corresponde al area de un rectangulo de base t, y altura k como se muestra
en la figura 1.

De acuerdo con lo que acabamos de plantear, para encontrar la distancia
recorrida por un movil que se desplaza a velocidad constante (movimiento
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Figura 1
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rectilineo uniforme) durante un tiempo determinado, bastard con calcular el
area bajo la curva de la velocidad en el intervalo correspondiente; es decir, solo
hay que determinar el area de un rectangulo que tiene por altura la velocidad
constante y por base el lapso de observacion.

Ahora, si lo que interesa es calcular la distancia recorrida por un movil que
se desplaza con movimiento uniformemente acelerado, es decir, cuando la gra-
fica de velocidad contra tiempo es lineal, bastaria considerar la velocidad media
desarrollada a lo largo del lapso de observacion y proceder como en el caso
anterior a velocidad constante. Asi, la distancia recorrida estarfa determinada
por el drea bajo una curva de velocidad constante y seria geométricamente
equivalente al drea de un rectangulo de base igual al lapso de observacion,
con una altura igual a la velocidad media desarrollada por el movil (velocidad
en el punto medio del intervalo). En la figura 2, puede apreciarse que el area
triangular es igual a la rectangular si consideramos semejanza de triangulos, lo
que nos permite concluir que, aun cuando la velocidad de desplazamiento no
sea constante, la distancia total recorrida en un lapso determinado estd dada,
una vez mas, por el area bajo la curva en el intervalo correspondiente.

Nos interesa destacar que, mas alla del calculo numérico del area bajo la
curva para un proceso en el que la velocidad varia linealmente respecto al
tiempo, nos interesa enfocarnos en la posibilidad de determinar la distancia total
recorrida por un movil partiendo de la idea primitiva aportada por el movimiento
a velocidad constante que expusimos al principio.

Podemos considerar que el lapso de observacién se divide en pequenos
subintervalos, tan pequenos que permitan suponer un desplazamiento a velo-
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cidad constante para cada uno de ellos, de manera que la distancia recorrida
quede determinada, de nuevo, por el drea de un rectangulo sobre cada subinter-
valo. Partiendo de esta premisa, no sera dificil asumir que la suma de las areas
de los rectangulos construidos sobre cada uno de los subintervalos constituye
una aproximacion, tan buena como pequenos sean estos, a la distancia total
recorrida durante el lapso de observacion. La figura 3 permite clarificar esta idea.

Independientemente de si los rectangulos quedan construidos con sus altu-
ras levantadas sobre el extremo izquierdo (figura 3a), sobre el extremo derecho
(figura 3b) o sobre el punto medio de cada subintervalo (figura 3c), este acerca-
miento grafico permitira al estudiante apreciar que el valor exacto de la distan-
cia total recorrida se encuentra en el limite cuando el nimero de subintervalos
tiende a infinito, y hard que le resulte accesible aceptar que, de nuevo, el area
total bajo la curva en el lapso de observacion corresponde a dicho valor limite.
Cabe aclarar que, aunque el caso de la variacion lineal es tan sencillo que ni
siquiera resulta indispensable el uso de la tecnologia para encontrar el area
bajo la curva, su analisis desde la perspectiva de considerarla aproximadamente
igual a una funcion escalonada resulta esencial para establecer el punto de par-
tida que nos permita evolucionar hacia la determinacion del drea bajo cualquier
otro tipo de curva, pues nos brinda la posibilidad de construir, geométricamente,
la funcion integral como limite de integrales de funciones escalonadas. En tér-
minos del contexto especifico de la variacion velocidad contra tiempo, creemos
que un acercamiento geométrico, como el aqui descrito para el caso del movi-
miento uniformemente acelerado, es lo suficientemente intuitivo para promover
que el estudiante extrapole, sin mayores dificultades, las ideas esenciales a
problemas en los que la velocidad varia de cualquier otra manera.

Es importante mencionar que, asi como en el caso del desplazamiento de
un movil la distancia total corresponde al area bajo la curva de la velocidad
en un intervalo dado, cuando el contexto cambia y lo que varia, por ejemplo,
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es la fuerza aplicada a lo largo de una distancia, el area bajo la curva estaria
asociada al trabajo total desarrollado. Consideramos que un enfoque como este
facilitara que el estudiante descubra que, dependiendo del contexto en que
se plantee un problema, la determinacion del area bajo la curva representara
alguna magnitud especifica de interés (distancia, trabajo, etc), lo que, desde el
punto de vista de algunas aplicaciones, justifica el abordaje de la integral a
partir del calculo de areas.

EL APOYO INDISPENSABLE DE LA TECNOLOGIA

Tal como se comentd en la introduccién, la herramienta de trabajo que aqui
proponemos se obtuvo a partir de los recursos visuales del Applet Descartes
(Abreu y Olivero, 2003), un software libre, propiedad del Ministerio de Educacion
del Gobierno de Espana, que se distribuye bajo licencia de Creative Commons.

Descartes hizo posible el diseno de los applets de trabajo que son esenciales
en la implementacion de esta propuesta. El Applet Descartes es un programa
desarrollado en lenguaje Java que, por tener la caracteristica de ser configura-
ble, permite disenar escenas interactivas a modo de pizarras electronicas que
pueden insertarse en una pagina web. Descartes puede descargarse de manera
gratuita desde el sitio http://recursosticeducacion.es/descartes/web/

Para nuestros propositos, consideramos indispensable que el software por
utilizar proporcione los recursos visuales suficientes para abordar este acerca-
miento alternativo al Teorema Fundamental del Calculo. Asi, el Applet Descartes
nos brindé la posibilidad de crear escenarios interactivos que permitieran al
alumno:

* Dividir el intervalo de trabajo en un numero suficientemente grande de
subintervalos, para ilustrar las sumas de Riemman construidas con altura
sobre el extremo izquierdo, sobre el extremo derecho o sobre el punto
medio de cada uno de ellos, mientras se aprecia en pantalla el valor
numérico de la suma correspondiente.

» Estimar con suficiente precision el valor exacto del area bajo la curva en
un intervalo dado, mediante la simulacion del paso al limite de una suma
de Riemman, haciendo crecer lo suficiente el nimero de subintervalos.

* Observar en pantalla la variacion del drea acumulada bajo una curva
en un intervalo, conforme varia el extremo derecho de este, mientras se
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muestra una traza que permite observar graficamente el comportamiento
de dicha variacion.

» Construir la grafica de la funcion drea acumulada o funcion integral, a
partir de la variacion del extremo derecho del intervalo, con la posibilidad
de observar las caracteristicas de la curva resultante (comportamiento
creciente o decreciente, puntos de no derivabilidad, maximos y minimos,
etcétera).

» Realizar acercamientos sucesivos a la curva de la funcion integral para
visualizar su linealidad local.

Estas capacidades del software hacen posible la secuencia de tareas que nos
ocupa, apoyandola de modo esencial desde la motivacion inicial hasta el descu-
brimiento del TFc. A grandes rasgos, una vez que se ha motivado al estudiante
(desde la nocion de desplazamiento a velocidad constante) a considerar una
curva como una sucesion de tramos horizontales (funcion escalonada) y este ha
arribado a la idea de que la suma de las areas de los rectangulos construidos
sobre ellos, con altura por la izquierda o por la derecha del subintervalo de la
particion correspondiente, se aproxima al area bajo la curva en el intervalo dado,
la construccion de sumas de Riemann para diversas funciones positivas con la
ayuda del software favorecera que el alumno se entrene en la determinacion
del drea acumulada desde un valor determinado a hasta otro x. Aunque la moti-
vacion inicial obliga a permanecer en el contexto de las funciones positivas, ya
que solo ahi el area bajo la curva tiene sentido, el proceso aproximativo puede
evolucionar hasta el ambito de funciones positivas y negativas en el intervalo
de trabajo, hasta hacer emerger la integral definida de Riemann.

Una vez conformados los applets de trabajo, se procedio al diseno de
tareas, con base en los criterios de idoneidad propuestos por el Eos, que resul-
taran apropiadas para conducir al estudiante al descubrimiento del Teorema
Fundamental del Calculo, tomando como punto de partida tareas con repre-
sentaciones geométricas que posteriormente se complementen y enriquezcan
mediante un acercamiento con representaciones analiticas.

Esta propuesta alternativa esta dirigida a estudiantes del curso de Calculo
Diferencial e Integral Il, correspondiente a las Divisiones de Ingenieria o de
Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Sonora.
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APLICACION DE LOS CRITERIOS DE IDONEIDAD

Tanto para el diseno de los applets como para el de las actividades didacticas
(hojas de trabajo) que se presentan mas adelante, se realizaron un disefo y
un rediseno a partir del uso de los criterios de idoneidad propuestos por el E0s:

Idoneidad epistémica: de acuerdo con las ideas expresadas anterior-
mente, se diseno6 un sistema de practicas que promoviera entre los estu-
diantes la construccion de significado en torno al proceso aproximativo
asociado al calculo del area bajo una curva, desde la premisa de que
su valor numeérico estard asociado al de alguna magnitud especifica de
interés. Gracias a la potencia del software, el estudiante puede dividir el
intervalo de trabajo en un numero de subintervalos n casi tan grande
COMO se quiera, para apreciar como, a medida que crece n, cada suma
de Riemann va aproximandose cada vez mas a un numero que parece
ser el valor exacto del area bajo la curva en el intervalo dado. Ademas,
el alumno puede observar, grafica y numéricamente, una simulacion del
paso al limite haciendo crecer lo suficiente el nimero de subintervalos.
Por otra parte, consideramos que la viabilidad de que el applet vaya tra-
zando la grafica de la funcion integral (funcién area acumulada cuando
se trata de funciones positivas) conforme el extremo derecho del intervalo
de trabajo cambia, constituye un acercamiento intuitivo muy potente en
lo que respecta a la construccion de significados, dado su caracter alta-
mente sensorial (visual, tactil) que promueve la evolucién de estos hasta
la nocion de integral definida. Por ultimo, puesto que la herramienta
zoom de Descartes permite al estudiante asomarse a observar la lineali-
dad local de la funcion integral construida, consideramos que, con este
acercamiento se promueve, entre otras cosas, que el alumno descubra
la relacion que existe entre la funcion estudiada y su funcion integral,
lo que, desde la perspectiva de Ordofez (2001), permite articular las
siguientes configuraciones epistémicas: primitiva, geométrica, sumatoria
y tecnologica.

Idoneidad cognitiva: el transito del estudiante por los diferentes escena-
rios interactivos construidos con Descartes y las hojas de trabajo favorece
que, partiendo de la nocion basica de funcion constante por intervalos, el
alumno se asome a la idea de variacion acumulada para después inferir
sobre la existencia de una funcion que describe la variacion de dicha
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acumulacion, construir la grafica respectiva al manipular el extremo dere-
cho del intervalo y conjeturar, con apoyo en el contexto analitico, sobre la
relacion entre la curva obtenida y la funcion estudiada. Finalmente, con
base en las caracteristicas graficas de la funcion integral, el alumno esta
en posicion de descubrir los planteamientos del TrC y confirmar geomeétri-
camente sus conjeturas. Consideramos que el sistema de practicas dise-
nado para esta propuesta se encuentra dentro de la zona de desarrollo
proximo del estudiante y promueve un primer contacto con el Teorema
Fundamental del Calculo a partir d e sus conocimientos previos.
Idoneidad interaccional: 1a elaboracion del material impreso, asi como los
applets de trabajo, se realizo con especial cuidado en cuanto a redaccion,
brevedad de texto, sencillez de lenguaje y modulacion de los apartados
para facilitar que los alumnos pudieran hallar ellos mismos la respuesta
esperada, etc. Creemos que, al tener en cuenta los aspectos anteriores,
contribuimos tanto a minimizar conflictos semidticos potenciales como
a incrementar las posibilidades de resolver los conflictos semioticos que,
efectivamente, llegaran a presentarse durante el desarrollo del proceso
de instruccion.

Idoneidad mediacional: en lo que respecta al grado de disponibilidad y
adecuacion de los recursos materiales y temporales, el diseno se orientd
hacia el desarrollo de un trabajo dentro del aula, de manera que todos
los alumnos pudieran observar en una pantalla el resultado de la interac-
cion con los applets; la idea es asignar cada dia a un estudiante diferente
la manipulacion del applet correspondiente, mientras el resto del grupo
hace sus anotaciones individuales en la hoja de trabajo. El alumno tiene
la posibilidad de una interaccion libre, dinamica y amigable, que le per-
mite explorar, detectar patrones de comportamiento y conjeturar sobre los
objetos representados y sus caracteristicas desde cualquier computadora,
ya que los applets estan colocados en un sitio web. Por otra parte, el
tiempo requerido para la implementacion del proceso de instruccion se
considera dentro de los limites permitidos por el programa de la materia
(no mas de cinco horas de clase), sobre todo si, como se espera que
suceda, es posible agilizar los tratamientos posteriores al aprovechar los
significados construidos a partir de nuestro acercamiento alternativo.
Idoneidad emocional: el grado de motivacion, entusiasmo y participa-
cion de los estudiantes durante el proceso de instruccion constituyd
para nosotros un aspecto esencial que considerar en el diseno de los
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materiales de trabajo. Asi, nuestros esfuerzos se orientaron fuertemente
hacia la motivacion de aquellos alumnos que pudieran sentirse un tanto
rezagados, cuidando en todo momento de mantener el interés de los
estudiantes mas aventajados.

* Idoneidad ecoldgica: 1a implementacion de un proceso de instruccion
como el que planteamos responde, con mucho, a las expectativas curri-
culares, sobre todo porque se espera que los significados construidos con
base en las tareas propuestas faciliten el tratamiento formal posterior del
TFC, sugerido por el curriculo, en términos de un mayor sentido y agilidad
en el desarrollo de los contenidos subsiguientes. Se pretende, pues, que
brindar al estudiante una experiencia interactiva como la que se plantea
contribuya a dar significado a la presentacion formal del TrC y, por tanto,
a incidir de manera positiva sobre la idoneidad epistémica.

La atencion brindada a estos seis criterios de idoneidad en relacién con
el diseno del proceso de instruccion incrementa las probabilidades de lograr
nuestro proposito final: promover que el estudiante descubra el Teorema
Fundamental del Calculo, conduciéndolo, mediante acercamientos intuitivos, a
lo largo de una ruta procedimental que le resulte interesante y amigable.

4. LOS MATERIALES DE TRABAJO

Como se ha mencionado anteriormente, los materiales por utilizar en la
implementacion de esta propuesta son los applets y las hojas de trabajo. Por
supuesto, para que los estudiantes puedan interactuar con los applets, se vuel-
ve indispensable el equipo de computo y el canén de proyeccion que hagan
posible apreciar visualmente los efectos de dicha interaccion.

LOS APPLETS

Los primeros escenarios interactivos se refieren a la construccion de sumas de
Riemann, con areas rectangulares cuya altura queda determinada por el extre-
mo izquierdo, por el derecho o por el punto medio de cada subintervalo, para
una particion dada del intervalo de trabajo. En principio, se hace alusion solo
a funciones positivas que permitan, en cada caso, hacer referencia a la funcion
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drea acumulada, y después, el proceso aproximativo se hace extensivo a fun-
ciones que toman valores positivos y negativos en el intervalo de trabajo para
hacer emerger la nocion de integral definida de Riemann y, posteriormente, la
regla de Barrow. Mediante la interaccion con el applet de apoyo para la cons-
truccion de sumas de Riemann, se espera que, bajo la supervision del profesor,
el estudiante pueda llegar a la integral definida a partir de la evolucién de la
funcion area acumulada.

Para esta propuesta, y con base en los significados emergentes de la cons-
truccion de la integral como un proceso infinito, se disenaron cinco applets de
trabajo con un mismo proposito general: que la visualizacion y la interaccion
didactica generada a partir de esta hagan surgir los elementos que promuevan
la construccion de un significado personal positivo en los estudiantes en torno
a los planteamientos del TrC.

Los primeros tres applets fueron configurados para ser manipulados por un
estudiante, mientras el resto del grupo observa en la pantalla los efectos de
dicha manipulacion. Mediante la activacion de cada uno de ellos, el alumno
podra verificar, con base en una visualizacion dindamica, lo que se espera que
haya podido construir, de manera estatica, en las hojas de trabajo. Asi, desde la
representacion tabular de la funcién integral I(x), obtenida a partir del calculo
del drea acumulada bajo la grafica de una funcion f(entendida el area acumu-
lada como la suma algebraica de las regiones por encima y por debajo del eje
de las abscisas) para diversos valores de la variable independiente, el alumno
construye la grafica correspondiente con la ayuda de una cuadricula de respal-
do sobre la hoja de trabajo respectiva. Una vez realizada dicha construccion con
lapiz y papel, el alumno podra verificarla o rectificarla mediante la interaccion
con el applet correspondiente, explorando libremente hasta llegar a conjeturas
que le permitan responder a las preguntas planteadas en la hoja de trabajo.

Es importante senalar que, con el ejercicio propuesto por estos primeros
tres applets, se promueve en el estudiante el desarrollo de una actividad
matematica altamente sensorial (visual, tactil) que se encuentra inmersa en el
contexto geométrico, con el objeto de hacer surgir los significados al margen
de las representaciones analiticas de las funciones involucradas. Se espera que
el transito del estudiante a lo largo de esta ruta eminentemente geométrica le
permita arribar, de una forma natural, al tratamiento analitico, de manera que
este sirva para complementar y enriquecer el significado pretendido en torno a
los planteamientos del TrC.

Los applets cuarto y quinto tienen propositos meramente demostrativos, por

90 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 26, NUM. 2, AGOSTO DE 2014



Martha Gabriela Robles Arredondo, Eduardo Tellechea Armenta y Viceng Font Moll

lo que estan disenados para ser manipulados por el profesor. Se pretende que
el escenario interactivo correspondiente a estos applets sirva de base para que
el docente propicie y oriente la discusion con los alumnos en relacién con las
conjeturas que se espera haber generado con las actividades didacticas ante-
riores. Asi, los recursos de estos applets ponen al estudiante en contacto con la
posibilidad de observar y medir, mediante la herramienta zoom del software, la
linealidad local de la funcién integral /(x) y contrastar dicha medicion con los
valores correspondientes de la funcién f(x).

Los cinco applets de trabajo, asi como el de las sumas de Riemann, pueden
encontrarse en la direccion web http//www.matuson.mx/eduardo/calculo2/
applets.htm, por lo que las actividades didacticas correspondientes se pueden
desarrollar via Internet desde cualquier computadora.

LAS HOJAS DE TRABAIO

En la actividad 1, se presentan al estudiante las graficas de tres funciones cons-
tantes en un intervalo dado para que, con apoyo en la cuadricula de respaldo,
construya la tabla correspondiente a la funcion integral I(x) para cada f(x).
Para ello, se propone al alumno determinar el valor de la funcién integral para
cada x dentro de un intervalo [a, bl, y colocar dicho valor (correspondiente a la
acumulacion desde a hasta x) en la casilla de las ordenadas en la tabla de /(x).
Una vez construida la tabla de la funcion integral I(x), se pide al alumno graficar
dicha funcion sobre el mismo plano en que aparece f(x) y que, con base en
la curva obtenida, responda algunas preguntas. Esta actividad, al igual que las
dos siguientes, es realizada por el estudiante con lapiz y papel para después
verificar resultados y discutir sobre posibles conjeturas con la ayuda del applet
respectivo (applet 1). Con la ayuda del software, en esta actividad el alumno
compara la grafica que obtuvo para I(x) en la hoja de trabajo con la que dibuja
el applet conforme el extremo derecho x del intervalo que se desplaza desde a
hasta b. La recomendacion es que, durante la sesion de trabajo con el applet,
se promueva la discusion de las respuestas recabadas en las hojas de trabajo
para que se institucionalicen los significados personales que vayan obtenién-
dose con base en las conjeturas de los alumnos. En esta primera actividad, se
espera arribar a la nocién de que la integral de una funcion constante f(x) es
una funcion lineal I(x), cuya pendiente queda determinada por el valor de dicha
constante (figura 4).
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b

x=3.56

Figura 4

Para la actividad 2, se propone un par de funciones escalonadas sencillas,
con objeto de que el alumno proceda como en el caso anterior. Es decir, traba-
jando con lapiz en la hoja de trabajo, el estudiante determinara el valor acumu-
lado que corresponde a la ordenada de la funcion /(x) para cada xy construira
la tabla de la integral para luego graficarla sobre el mismo plano en que se
presenta f(x). En esta actividad, las preguntas en la hoja de trabajo inciden en el
paso de un escalén a otro en f(x); es decir, se espera que la construccion grafica
realizada sugiera al alumno la existencia de un vinculo entre la discontinuidad
de f(x) y la no derivabilidad de I(x) (figura 5). Se espera que surjan conjeturas
como esta y otras mas y se discutan durante la sesion de trabajo con el applet
2, con la intencion de validar resultados.

Figura 5
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RERT

Figura 6

La actividad 3 es la ultima en que la manipulacion del applet es realizada
por un estudiante. En la hoja de trabajo correspondiente, se presentan al estu-
diante las graficas de cuatro funciones lineales, de manera que aquel proceda
como en los casos anteriores y determine el valor de la acumulacion para cada
X para construir la tabla de la integral I(x). En este ejercicio, las preguntas bus-
can promover la conjetura respecto a tres aspectos que se espera discutir con
el apoyo del applet 3: la integral de una funcién lineal es una parabola cuya
concavidad depende del signo de la pendiente de f(x) y cuyo vértice queda
determinado por la interseccion de f(x) con el eje de las abscisas (figura 6).

Obsérvese como la figura 6 induce a recordar la visualizacion del criterio de
la primera derivada para maximos y minimos relativos.

Como podra advertirse, la propuesta contempla la inclusion de hojas de
trabajo Unicamente en lo que respecta a la utilizacion de los applets 1, 2y 3.
Se espera que el trabajo realizado con papel y lapiz durante las actividades res-
pectivas haya hecho surgir significados que, una vez confirmados o rectificados
con la ayuda de los applets e institucionalizados durante la interaccion grupal,
constituyan la base para avanzar francamente hacia el Teorema Fundamental
del Calculo.

Prosiguiendo con la propuesta, se sugiere un trabajo interactivo de grupo,
siempre bajo la supervision del profesor, que contempla la manipulaciéon de dos
applets mas.
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Figura 7

El applet 4 se refiere de nuevo al estudio de la integral de una funcién lineal,
pero con un propoésito mayor: la observacion y medicion de la linealidad local
de la funcién integral I(x) para diversos valores de x, con objeto de confirmar
visualmente la relacion entre dichas mediciones y los valores correspondientes
de la funcion f(x), lo que constituye la visualizacion del Teorema Fundamental
del Calculo, cuya institucionalizacion se sugiere para la parte final del siguiente
trabajo propuesto (figura 7).

El applet 5, que es el ultimo, toma como base los significados emergentes del
trabajo interactivo, que abarca desde las sumas de Riemann hasta la observa-
cion de la linealidad local. Recordemos que el applet de las sumas de Riemann
permiti6 encontrar la integral definida de diversas funciones a partir de consi-
derar cada una de ellas como constantes por tramos; es decir, como funciones
escalonadas. Ademas, en el trabajo con los applets 1y 2, pudo observarse que
la funcion integral /(x) de una escalonada es una poligonal cuyos segmentos
lineales tienen como pendiente la magnitud del escalon respectivo. Articulando
todos estos significados, puede explicarse el propdsito del applet 5, cuya poten-
cia queda expresada visualmente mediante la figura 8 y puede resumirse de la
siguiente manera:

Aproximando a f(x) mediante funciones escalonadas para las cuales el niime-
ro de escalones puede manipularse y hacerse tender a infinito, es posible
obtener la funcion integral I(x) como el limite de las funciones poligonales res-
pectivas; es decir, como el limite de las integrales de las funciones escalonadas.
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paso 3] 2
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Figura 8

Ademas, como se aprecia en la figura 9, el applet 5 permite visualizar la recta
tangente para un valor dado de x sobre la grafica de I(x) mediante la construc-
cion de un triangulo rectangulo de cateto horizontal unitario, de manera que la
proyeccion del cateto vertical (que representa a la pendiente de la recta) sobre
la abscisa x coincide con la ordenada f(x). Esto permite constatar, de manera
visual, que la derivada de la integral es la funcion original, lo que constituye la
expresion del Teorema Fundamental del Calculo.

4 - Paso :]: 6
I(x)= J' £ (t)dt
a u &S
S
n= flx)
X
niciar | a o0 % 3fs.2es S
f= Jcos (x)

Figura 9
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5. PROMOVIENDO MAS CONJETURAS

Con los elementos desarrollados hasta aqui, podemos concluir que es posible
construir la grafica de la funcion integral de cualquier funcion que cumpla
con las condiciones del Teorema Fundamental del Calculo, lo cual no es poca
cosa. Sin embargo, es posible, mediante una interpretacion grafica mas pro-
funda, identificar el papel de la constante de integracién e incluso arribar a la
visualizacién de la regla de Barrow, aprovechando la riqueza de la informacién
aportada por el software.

Como sugiere la figura 10, la integral definida de una funcion f en un
intervalo [a, x puede calcularse a partir de una funcion g(x) que, al igual que
I(x), es una antiderivada para f(x), por lo que g(x) e /(x) difieren solo por una
constante. Asi, para hacer coincidir la grafica de g(x) con la de I(x), habrd que
desplazarla g(a) unidades, lo que nos llevarad a la siguiente igualdad, conocida
también como segundo Teorema Fundamental del Calculo.

I(x) = f f()dt = g(x) - g(a)

Entonces, si hacemos x = b, se obtiene la integral definida de fen [agb] a
partir de una antiderivada g, con lo que queda establecida visualmente la regla
de Barrow.

A - Pu,:mi"?';
I(x)=[£(t)dat i
1 gw
g(a)% /<\
I — +—Pp
/b
a [(ﬂ/

Figura 10
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b
f f()dt = g(b) - g(a)

Es importante observar que los recursos geométricos de las escenas interac-
tivas aqui presentadas sugieren que la regla de Barrow aplica necesariamente,
aunque no exista, una antiderivada g en [a, bl.

En la figura 11 se muestra una funcion escalonada fen el intervalo [1,11],
una funcion g(x) =1 x - 51-4 tal que g'(x) = f(x) para x # 5, que no es deri-
vable en x = 5,y que, sin embargo, cumple la regla de Barrow.

Como lo sugiere la figura 11,

11
flf(f)df=g(11)—g(l) =2-0=2

y este resultado permite concluir que se cumple el segundo Teorema Fundamental
del Calculo, aunque g no sea derivable en todo el intervalo de integracion.

En la literatura matematica, pueden encontrarse generalizaciones del
Teorema Fundamental del Calculo, como la que se presenta en Botsko y Gosser

-5

Figura 11
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(1986), donde se establece como suficiente la condicién de derivabilidad solo
por la derecha para la funcion g.

CONSIDERACIONES FINALES

Consideramos que una propuesta de secuencia de tareas como la que aqui se
presenta contribuye a promover una comprension del Teorema Fundamental
del Calculo que permite una mejor articulacion de la complejidad de los obje-
tos matematicos integral y derivada. Se trata de una propuesta que, por una
parte, relaciona diversas configuraciones epistémicas de la derivada y de la
integral y, por otra parte, permite activar procesos relevantes en la actividad
matematica. En particular, consideramos que las representaciones dindmicas
promueven la mejor articulacion del lenguaje numeérico con el grafico y con
el analitico, asi como la realizacion de traducciones entre ellos de manera flui-
da. Concretamente, en relacion con el Teorema Fundamental del Calculo, nos
parece sumamente valiosa, desde el punto de vista epistémico, la posibilidad de
observar la linealidad local de una curva para incorporar la “evidencia visual” del
‘parentesco” (relacion) existente entre una funcion f(x) y su funcién integral [(x).

La secuencia de tareas aqui presentada es una primera fase del proceso de
diseno y rediseno de secuencias didacticas basados en el uso de los criterios
de idoneidad propuestos en el £0s. En la fase de diseno que aqui se presenta,
los criterios de idoneidad se usan a priori. Cabe aclarar que es necesario rea-
lizar diversas implementaciones y utilizar los criterios de idoneidad también a
posteriori para poder valorar la calidad del proceso de instruccion efectivamente
realizado y tener elementos para un rediseno que mejore la propuesta aqui
presentada.
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ANEXOS
ACTIVIDAD 1

Alumno: Fecha:

Como apreciaste durante la exploracion de las sumas de Riemann, la integral de
una funcion £ en un intervalo dado, cambia conforme varia el extremo derecho
de dicho intervalo. En términos funcionales, diremos que la integral de fes una
funcion del extremo superior del intervalo x para x € [q bl; dicha funcion la
identificamos como /(x) y representa la integral de la funcion f desde a hasta
X, como se ilustra en el siguiente esquema.

A

fix)
/

‘ I(x) = jxf(r)dt

v

a X b

En cada uno de los siguientes casos se te presenta la grafica de una funcion
f(x), a partir de la cual se espera que construyas la grafica de su respectiva
funcién integral I(x).

1. Dada f(x) como en la grafica:

x 1I(x)
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a) Tabula para 1(0), 1(2), 1(2), 1(3) e 1(4)
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

2. Dada f(x) como en la grafica:

A

X I(x)

v

a) Tabula para 1(2), I(3), 1(4) e I(5).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

3. Dada f(x) como en la grafica:

[ 3

x I(x)

a) Tabula para I(=2), I(=1), 1(0), I(1), I(2) e I(3).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).
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4. Si observas lo que obtuviste en cada uno de los casos anteriores, écémo
dirias que resulta la grafica de I(x) cuando f(x) es constante? (Tiene algo
que ver el signo de f(x)? Explica ampliamente.

ACTIVIDAD 2

Alumno: Fecha:
1. Considera la funcion f(x) cuya grafica es:

A

x Ix)

v

a) Tabula para I(=1), 1(0), I(1), 1(2), 13), I(4), I(5) e 1(6).

b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

¢) Compara las graficas de f(x) e I(x) en x = 3. Explica ampliamente lo que
observas.
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2. Considera la funcién f(x) cuya grafica es:

A

x I(x)

a) Tabula para 1(=2), 1(=1), 1(0), 1(2), 1(2), I(3) e I(4).

b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

c) Compara las gréficas de f(x) e I(x) en x = 1. Explica ampliamente lo que
observas.

3. Si examinas con atencion lo que obtuviste en cada uno de los casos

anteriores, {como dirias que resulta la grafica de I(x) cuando f(x) es
escalonada? Explica ampliamente.
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AcTVIDAD 3

Alumno: Fecha:
1. Considera la funcién f(x) cuya grafica es:

T x I(x)

L4

a) Tabula para 1(0), I(1), I(2), I(3) e I(4).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

2. Considera la funcién f(x) cuya grafica es:

A

x I(x)

a) Tabula para I(=1), 1(0), I(1), I(2) e I(3).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

3. Considera la funcién f(x) cuya grafica es:

4 x I(x)

s
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a) Tabula para 1(2), 1(3), 1(4), 1(5), 1(6) e (7).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

4. Considera la funciéon f(x) cuya grafica es:

A

\ )

a) Tabula para I(-1), 1(0), 1(1/2), I(1) e I(2).
b) Construye la grafica de la funcién I(x) sobre el mismo plano en que
aparece f(x).

5. Si examinas con atencion lo que obtuviste en cada uno de los casos
anteriores, écomo dirfas que resulta la grafica de I1(x) cuando f(x) es una
recta no horizontal? Explica ampliamente.

6. Observa las graficas de f(x) e I(x) en cada uno de los cuatro casos estu-
diados para que describas amplia y claramente la relacién que encuen-
tras entre el signo de f(x) y el comportamiento creciente o decreciente
de I(x) .

7. Si comparas ambas graficas justo en el punto en que f(x) intersecta al eje
de las abscisas, iqué es lo que observas? {Qué podrias concluir? Explica
ampliamente.
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