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Una modelizacion matematica como medio

de deteccion de obstaculos y dificultades de

los alumnos sobre el concepto de funcion:
alargamiento de un muelle sometido a un peso

A mathematical modelling as a means to detection student’s
obstacles and difficulties related to the function concept:
extension of a spring under a weight

Jose Benito Bua Ares, Teresa Fernandez Blanco y M€ Jesus Salinas Portugal

Resumen: En este trabajo se presenta una investigacion sobre una actividad de modelizacion
matemdatica en la Ensenanza Secundaria. Los alumnos generan experimentalmente una tabla
de datos sobre el comportamiento de un muelle sometido a un peso. Partiendo de esos datos
v utilizando GeoGebra, llegan a una expresion analitica que relaciona las dos variables pre-
sentes (masa y longitud del muelle). Una vez obtenido el modelo, los estudiantes responden
a una serie de cuestiones relacionadas con el modelo matemadtico obtenido y con la situacion
extra-matemdtica origen de la modelizacion.

Los objetivos principales de la investigacion son, por un lado, mostrar hasta qué punto los
alumnos integran los conocimientos adquiridos sobre funciones en el proceso de modeliza-
cion. Y, por otro, mostrar hasta qué punto los alumnos interpretan el resultado matemdtico en
la situacion extra-matemadtica original.

Los resultados de investigacion ilustran que es posible que los alumnos obtengan un
modelo matemdtico sin integrar los conocimientos matemdticos implicitos y sin interpretar el
resultado matemdtico en la situacion extra-matemdtica, origen de la modelizacion.

Palabras clave: Modelizacion, Funciones, GeoGebra, Ensenanza Secundaria, Bachillerato.

Abstract: In this article we present a research about a mathematical modelling for the sec-
ondary school. Students start with a data table, it obtained experimentally by themselves, on
the behavior of a spring subjected to a weight From the data table and using the GeoGebra
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program, students obtain an analytical expression that relates the two variables (mass and
length of the spring). After they obtained the model, students have to answer questions related
to the mathematical model and the original extramathematical situation.

The main objectives of the research are to show how students use their unserstanding
about functions during the process to obtain the model and if students interpret the mathe-
matical result in the context of the original extramathematical situation.

The investigation results show it is possible obtain a mathematical model without the use
of implicit mathematical knowledge and without the interpretation of the mathematical result
in the original extramathematical situation.

Keywords: Modelling, functions, GeoGebra, lower secondary education, upper secondary
education.

INTRODUCCION

La modelizacion utilizada en la ensefanza de las matematicas constituye un
campo de investigacion desde hace mas de 30 anos y ha pasado a ser parte
fundamental en la investigacion actual en Didactica de la Matematica. Asi, los
CERME (Congress of the European Society for Research in Mathematics Education)
incluyen el grupo de trabajo “Applications and modelling’, entre los grupos de
investigacion. El icmi (International Commission on Mathematical Instruction) po-
see una seccion afiliada, dedicada especificamente a la modelizacion (Interna-
tional Community of Teachers of Modelling and Applications, ICTMA); la NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics) y sus Principles and Standards for
School Mathematics (2000) concede importancia a la modelizacion integrada,
como parte de la resolucion de problemas y el informe PISA (OCDE, 2012, p. 10)
considera la construccion de modelos matematicos como una piedra angular en
la definicion de competencia matematica.

Respecto a la ensenanza de las matematicas en Espana, la mencion sobre la
inclusion de actividades de modelizacion no aparece de forma expresa, ni en el
curriculo de Ensefanza Secundaria obligatoria ni en el Bachillerato (Real Decre-
t01631/2006, Orden ESD/1729/2008). No obstante, si aparecen menciones a la
modelizacion en relacion con las competencias matematicas que los alumnos
deben alcanzar, situando la modelizacién como una forma de “abordar proble-
mas de la vida real (..)" de forma que el alumno combine “diferentes herramien-
tas y estrategias (..) para enfrentarse a situaciones nuevas' (Orden £sp/1729/2008,
p. 27606). Por tanto, la modelizaciéon se plantea, como un recurso o herramienta
que permite enfrentarse a una situacién nueva o problematica.
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El objetivo central de la investigacion es indagar si los alumnos integran la
comprension y el uso adecuado de conceptos y nociones asociados a las funcio-
nes, asi como a sus operaciones en el proceso de obtencion del modelo que
realizan en la actividad planteada.

En la primera seccion de este documento, se describe los fundamentos teori-
cos en los que se apoya la investigacion. A continuacion, se detalla la actividad y
la metodologia que se ha seqguido para llevarla a cabo. Las siguientes secciones
recogen el andlisis de resultados y las conclusiones mas relevantes. Finalmente,
se realiza una breve reflexion sobre la puesta en practica de este tipo de activida-
des de modelizacion.

FUNDAMENTOS TEORICOS

En el contexto de la actividad, identificable con la construccion de un modelo
matematico, realizaremos en primer lugar, una breve descripcion del proceso
asociado a la construccion de modelos matematicos (ciclo de modelizacion).
También se hara referencia a las praxeologias de Chevallard (1999).

EL CICLO DE MODELIZACION

El nimero de autores que se han ocupado de la modelizacion matematica en la
ensenanza-aprendizaje de las matematicas es amplio (por ejemplo, Blum y Niss,
1991; Blum y Leiss, 2007; Blum y Borromeo, 2009; Kaiser, Sriraman y Blomhaj,
2007; Schmidt, 2010). Existen diferencias sobre lo que la modelizacién puede y
debe aportar en el ambito de la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, lo
que influye en la forma de definir qué es una modelizacion, qué procesos tienen
lugary qué fines debe alcanzar. Por ejemplo, Schmidt (2010, p. 2067) apunta que
la definicién depende de los objetivos que se le atribuyen a la modelizacion:

Modelizacion matematica en general se refiere al uso de las matematicas para resol-
ver problemas reales y abiertos. Al mismo tiempo, la definicion exacta varia en fun-
cion de los objetivos, qué modelo en el proceso de modelado se esta utilizando y la
naturaleza del contexto asignado a la tarea de modelizacion.
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Teniendo en cuenta esas diferencias, Kaiser, Sriraman y Blomhej (2007, pp.
2037-2038) distinguen 5 perspectivas en relacion con la modelizacion: modeliza-
cion realista, contextual, educacional, socio-critica y epistemoldgica.

En general, se admite que la modelizacion es un proceso que puede dividirse
en varios pasos. Dadas las diferencias al tratar el problema de qué es una mode-
lizacion y cudles son sus fines, hay una cierta variedad de esquemas descriptivos
de los pasos, en que se puede dividir el proceso de modelizacion. Los pasos se
ordenan de forma que, estan fuertemente ligados entre si, aunque son sucesivos,
las relaciones entre los mismos pueden llevar a retomar pasos anteriores. Ese
comportamiento ciclico lleva a denominar el proceso de modelizaciéon como “Ci-
clo de modelizacion”.

Tomando como referencia el esquema descriptivo del ciclo de modelizacion
de Blumy Leiss (2007, p. 225 (Figura 1); se observa, en dicho esquema, la mode-
lizacion situada en dos ambitos diferentes: las matemadticas y el resto del mundo.
Se parte de una situacién o problema real =Situacion real y problema- suscepti-
ble de ser planteada como una situacién a modelizar =1 Construccion-. La situa-
cioén a modelizar requiere de una simplificacion y estructuracion —2 Simplificacion/
Estructuracion—. La transformacion de ese modelo o problema real en un proble-
ma que toma la forma de un modelo matematico, se realiza mediante un proceso
de matematizacion -3 Matematizacion pasando en ese punto a trabajar en el
seno de la matematica. El modelo matematico obtenido mediante el paso 4 (Tra-
bajo matemdtico) permite disponer de una respuesta al problema matematico,
que debe ser interpretado =5 Interpretacion— en el contexto original —Resto del
Mundo- para poder disponer de un resultado real. Por ultimo, se inserta y contras-
ta el modelo obtenido con la situacion y problema original, permitiendo dar res-
puesta a la cuestion o problema original =6 Validaciony 7 Exposicion—. Tanto la
validacion del modelo como su presentacion, puede dar lugar a nuevas pregun-
tas acerca del modelo obtenido, con lo que el proceso puede volver a ponerse en
marcha. Los resultados, en forma de modelo, son matemdticos y reales, ambos se
hallan fuertemente conectados entre si por los procesos descritos anteriormente.

En una modelizacion podemos distinguir entre el proceso que se sigue, para
responder a la pregunta inicial (modelizacién) y el producto de ese proceso, que
tomara la forma de modelo matematico. Asi, un modelo matematico podriamos
definirlo como:

Un modelo consiste en ciertos objetos matematicos, correspondientes a “elemen-
tos basicos” de la situacion original o del modelo real, y de ciertas relaciones entre

94 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015



Jose Benito Bua Ares, Teresa Fernandez Blanco y M€ Jesus Salinas Portugal

1 Constructing

3 2 Simplifying/

real model & X Structuring
problem mathematical Mathematising
/C) model & problem 4 Working

w

mathematically

. 2 5 Interpreting
o g g 6 Validating
tuat
rea‘lglL situation Z/\\li /'\zﬁz S 7  Exposing
problem v%/ model 4

6
1 mathematical

real results
results

5

mathematics
rest of the world

Figura 1. Esquema de Blumy Leiss (2007)

estos objetos, que corresponden con relaciones entre los “elementos basicos’. Para ser
un poco mas precisos, un modelo matematico puede ser visto como un triple (S, M,
R), consistente en una situacién problematica real S, una coleccion de entidades
matematicas My una relacion R entre los objetos y relaciones de Sy los objetos y las
relaciones de M. (Blum y Niss, 1991, p. 39).

Dicho de otro modo, la modelizacion matematica centrada en situaciones o
fenomenos provenientes de la realidad es:

(.) el proceso que traslada el mundo real a las matematicas en ambas direcciones’
(Blum y Borromeo, 2009, p. 45).

L.a modelizacion es un proceso complejo que se mueve entre lo extramatema-
tico —identificado con el mundo real (S)-y lo intramatematico —identificado como
el tratamiento desde las matematicas de esa realidad (M)-. Esa complejidad
conlleva que, ante una misma modelizacion, los alumnos establezcan relaciones
diferentes entre los distintos elementos de Sy My entre los puntos esenciales del
proceso de modelizacion. Como consecuencia, esas relaciones que estan vincu-
ladas a un estilo de pensamiento matematico (Borromeo, 2006; Blum y Borromeo,
2009) conforman rutas diferentes de modelizacion, que pueden ser estudiadas de
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forma individual. Estas rutas individuales deben ser potenciadas por el profesor
pero, al mismo tiempo, debe procurar controlarlas para que el proceso de mode-
lizacion cumpla con su cometido fundamental de conseguir que el alumno
aprenda. De este modo, el equilibrio entre la necesaria autonomia del alumnoy
la necesaria intervencién del profesor provoca en el profesor dilemas y tensiones,
motivadas porque la ensefanza se convierte en mas abierta y menos predecible
(Blum y Borromeo, 2009; Doerr, 2006).

LAS PRAXEOLOGIAS DE CHEVALLARD

Las construcciones praxeologicas fueron introducidas por Chevallard (1999), ha-
cen referencia al conocimiento y ensenanza de las matematicas en términos de
praxeologias. Siguiendo a Barquero, Bosch y Gascén (2011) las praxeologias es-
tan compuestas por dos elementos: la praxis, que se identifica con saber-hacer, y
el logos, que se identifica con saber. La praxis constituye un bloque practico
y técnico englobando el tipo o tipos de problemas, las cuestiones que pretenden
estudiarse y las técnicas que se usan. El logos constituye un bloque tecnologico
y tedrico e incluye la descripcion, explicacion y la justificacion de las técnicas que
se usan, que recibe el nombre de tecnologia, y la fundamentacion de la tecnolo-
gia, que recibe el nombre de teoria. Asi, alrededor de una tarea problematica, T,
Se encuentra al menos una técnica, T, una tecnologia de <, ¢, y una teoria de ¢,
0. El total, indicado por [T/t/¢/6], constituye una praxeologia puntual, usando
‘puntual” como indicativo de que se trata de una praxeologia relativa a un tipo de
tareas, T. Desde este punto de vista, el saber hacery el hacer forman parte de un
bloque praxeoldgico, por lo que no tiene sentido la diferenciacién entre ambas.

Para algunos investigadores, como por ejemplo Gascon (2011), las competen-
cias PISA inciden en |a praxis o capacidad de saber hacer:

De hecho, la nocion competencia pone el acento en la capacidad de actuacion o
saber hacery en las practicas orientadas hacia una finalidad. (Gascon, 2011, p. 25).

A continuacion, se proporcionan algunos datos considerados relevantes para
determinar si la obtencién de un modelo (asociado al saber hacer) no involucra,
necesariamente, el saber implicito en ese saber hacer. Dicho de otro modo, se
intenta ilustrar que los alumnos pueden obtener un modelo matematico, sin que
los conocimientos asociados a las funciones se hallen realmente presentes, tanto
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en el proceso de construccion del modelo como en su interpretacion en el con-
texto real que dio lugar al modelo.

METODOLOGIA Y DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD
DE MODELIZACION “MUELLE"

La actividad se presenta en forma de pregunta inicial: <De qué forma se relacio-
nan entre si el alargamiento de un muelle con el peso a que éste es sometido?
Dicha actividad fue propuesta a estudiantes de la asignatura Matematicas | de 1°
de Bachillerato Cientifico Tecnologico (16-17 afios de edad) como una practica
voluntaria durante dos afnos consecutivos (Cursos 2010-2011 y 2011-2012) y en
el segundo trimestre del curso académico (una vez que ya habian estudiado el
blogue de Analisis Matematico). El total de la muestra estaba formada por 22
alumnos, distribuidos en seis grupos (A-F). La actividad de los alumnos del grupo
Ay D fue grabada en audio y video.

La pregunta inicial lleva a la generacion de un modelo matematico que per-
mite establecer, en forma de expresion analitica, la relacion entre dos varia-
bles: peso (masa en realidad) y longitud. La expresion analitica de dicha relacion
es una funcion lineal o afin (f(x)=ax; f(x)=ax+b), dependiendo de si se mide la
longitud del muelle sin ser sometido a peso o si se mide dicha longitud.

En cuanto a los conocimientos previos de los alumnos, la funcion lineal y
afin es conocida por ellos desde 32 de ESO (14-15 anos de edad; Real Decreto,
1631/2006, pp. 751-756). Ademas, deben distinguir ya en 12 de Ensefianza Se-
cundaria Obligatoria (12-13 anos de edad), si la relacion existente entre dos
magnitudes es de proporcionalidad directa, observando una tabla de valores. Los
alumnos de esta etapa educativa (£so) deben ir familiarizandose paulatinamente
con el concepto 0 nocion de funcién: en primer lugar con la obtencion de la ex-
presion algebraica que describe la relacion entre variables provenientes o gene-
radoras de una tabla de datos, posteriormente, con la representacion grafica de
los puntos del plano a los que da lugar la tabla de valores y la representacion
grafica de la expresion algebraica. Durante el primer curso de Bachillerato, los
alumnos profundizan en la linea introducida ya en la ESO y estudian la expresion
analitica de una funcion, su representacion grafica y sus propiedades (dominio,
recorrido, continuidad, monotonia, extremos, asintotas, etc.). Por lo tanto, los alum-
nos de la muestra parten de un conocimiento relativo a las funciones, bastante
amplio para poder enfrentarse a la tarea propuesta.
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La actividad se divide en tres fases claramente diferenciadas: (1) obtencién de
la tabla de datos, (2) Volcado de datos y funcién de ajuste y (3) cuestionario alre-
dedor del modelo. Dichas fases se detallan a continuacion.

19 Fase: Obtencion de la tabla de datos. Los alumnos acuden al laboratorio
del Instituto donde se les explica que deben colgar peso a un muelle y to-
mar los datos de alargamiento y del peso al que se ha sometido el muelle.
Cuantos datos tomar y como hacerlo era parte de su responsabilidad, ejer-
cida en forma de toma de decisiones de cada grupo de forma auténoma.
Se le suministro un muelle a cada grupo, reglas, flexometros, pesas y un
soporte para las pesas. Los muelles suministrados eran diferentes en algu-
nos grupos, lo que permitio que los alumnos obtuviesen el mismo tipo de
funcion (f(x)=ax+b) pero con valores de ay b diferentes en cada caso. De
esa forma, la funcién modelizadora del problema real tomaria claramente
la forma de una funcion dependiente de parametros (ay b).

2¢ Fase: Volcado de datos y obtencién de la funcion de ajuste. Inmediata-
mente después de que los alumnos diesen por terminada la primera fase,
se trasladaron al aula de Informética del Instituto para representar los da-
tos obtenidos en los ejes cartesianos y obtener una funcion de ajuste para
los puntos del plano observables en pantalla. Los alumnos utilizaron el
programa de Geometria Dinamica GeoGebra, que permite la modificacion
de la grafica de una funcion dependiente de parametros mediante el uso
de deslizadores. Se introducen los datos de la tabla de valores en forma de
puntos del plano, que inmediatamente se ajustan los puntos mediante una
funcion que depende de uno o varios parametros.

3¢ Fase: Cuestionario alrededor del modelo. En esta fase se les entreg6 un
cuestionario a los alumnos para contestar de forma individual y por escrito,
indicandoles que dicho cuestionario no formaba parte del proceso de eva-
luacion de la asignatura. Este cuestionario (Tabla 1) intenta incidir en algu-
nos de los conocimientos, conceptos y nociones sobre funciones que se
hayan involucrados en el modelo obtenido. La eleccion de las preguntas
se apoya en la propuesta de Ursiniy Trigueros (2006) y Ursini (2011) para
trabajar exitosamente con problemas que involucran variables en relacion
funcional. Seguin estas autoras, las variables en relacion funcional involu-
cran los siguientes aspectos, correspondientes con distintos niveles de
abstraccion: (F1) Reconocer la correspondencia entre variables relaciona-
das, independientemente de la representacion utilizada (tablas, graficas,
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problemas verbales, expresiones analiticas); (F2) Determinar los valores de
la variable dependiente, dados los valores de la independiente; (F3) Deter-
minar los valores de la variable independiente, dados los valores de la de-
pendiente; (F4) Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas
en una relacioén funcional, independientemente de la representacion utili-
zada (tablas, graficas, problemas verbales, expresiones analiticas); (F5) De-
terminar los intervalos de variacion de una de las variables, dado el
intervalo de variacién de la otra; (F6) Simbolizar una relacion funcional,
basada en el analisis de los datos de un problema. Los aspectos F2 y F3 se
relacionan con la determinacion del valor de una incdgnita en una expre-
sion pero que no son equivalentes, ya que: para determinar los valores de
una variable en funcion de los valores de la otra, es necesario primero
sustituir un valor en una de las variables y convertir de este modo una
expresion que involucra una relacién funcional en una ecuacion. (Ursiniy
Trigueros, 2006, p. 7).

En este trabajo, todos los aspectos son tratados en una o varias fases. Por
ejemplo, el aspecto F1 es tratado en las tres fases en cada una de las represen-
taciones que los alumnos generan vy utilizan (tabular, grafica y como expresion
analitica). Los aspectos F2'y F3 son tratados expresamente en las preguntas 4, 5
y 8 del cuestionario. El aspecto F5 debe ser utilizado en la pregunta 7, pues exis-
te una diferencia de dominio y recorrido de la funcion matematica y de la funcion
aplicada en el contexto concreto de un muelle. El aspecto F6 es desarrollado,
en primera instancia, en la primera fase mediante la obtencion de una primera
representacion funcional (tabla de datos) y volvera a aparecer en las sucesi-
vas representaciones, en la interpretacion y solucion a las preguntas planteadas
en esta ultima fase.

Las preguntas 2, 3, 4, 5y 8 se centran en las variables, tanto reales como
matematicas, y en el uso de esas variables para calcular valores concretos no
presentes en la tabla de datos. En concreto, las preguntas 2 y 3 inciden en la di-
ferenciacion entre variable dependiente e independiente y parametro. Como Drij-
vers afirma (2003, p. 77), el concepto de parametro ocupa una posicion jerarquica
de mayor nivel comparada con el concepto de variable. El parametro posee, en
ocasiones, como es el caso concreto de la modelizacion que proponemos, la
condicion de constante variable, condicion mas compleja que la de variable y
que, por tanto, conlleva mas dificultades en su uso y comprension.
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Si bien los enunciados de las preguntas 1, 6, 7 y 9 se relacionan expresamen-
te con una interpretacién del modelo o de un resultado concreto obtenido, los
objetivos se vinculan a los elementos de la tripleta (S, M, R) y a los pasos del ciclo
de modelizacion. Dicho de otro modo, el alumno debe considerar, en mayor o
menor medida, 1a situacion real, el modelo real y las relaciones entre ambas a la
hora de contestar.

Tabla 1. Preguntas del cuestionario

Cuestionario Muelle sometido a un peso

=

¢Qué tipo de funcion has obtenido? Interpreta el resultado.

¢Cudl es la variable dependiente y la variable independiente en la funcion?

3. Enlafuncion que has deducido, daparece alguin parametro? Si es asi, qué significado tiene
en el experimento que estas realizando?

4. (Cuanto se alarga el muelle con 370 g de peso?

5. ¢Qué peso se corresponde con 21cm de longitud del muelle?

6. ¢Qué longitud de muelle obtienes por la funcion si no colocas peso sobre el muelle? Inter-
preta tu resultado.

7. Segun la funcion que has obtenido, les posible alargar indefinidamente el muelle? Interpre-
ta ese resultado pero teniendo en cuenta el experimento concreto que has realizado.

8. Intenta deducir como conocer el peso colocado en el muelle, si conoces la longitud del
muelle.

9. Las funciones que se obtienen son distintas. ¢Cual crees que es la razéon?

N

El tiempo dedicado a cada fase, fue decision de los propios alumnos. Al aca-
bar cada fase entregaba el resultado obtenido al profesor y esperaban a que sus
companeros terminaran. Como los alumnos decidieron contestar el cuestionario
inmediatamente después de la fase anterior, las diferentes fases se realizaron en
el transcurso de una tarde.

Para completar el estudio, se realizaron entrevistas a siete alumnos, que nos
permitieron profundizar sobre las nociones planteadas y mostrar sus opiniones
sobre la actividad propuesta.

ANALISIS DE RESULTADOS

En el andlisis de resultados se van a agrupar la 19 y 29 fases, que identificamos
con el saber hacer. Estas dos fases tienen como objetivo la obtencion de una
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funcion modelizadora del fenomeno estudiado, que requieren de destrezas o
conocimientos técnicos: medir con una regla o un flexémetro; volcar datos en un
programa especifico; identificar la expresion analitica de una funcién como la
adecuada para ajustar los puntos visibles en pantalla y modificar la grafica visi-
ble, mediante deslizadores en GeoGebra. La 3¢ fase la identificamos con el saber
porque se centra en la reflexion del alumno sobre la modelizacién obtenida y
sobre la funcion asociada a esa modelizacion.

Por otra parte, la identificacion de las tres fases con los pasos y procesos del
Ciclo de modelizacion de Blum y Leiss citado resulta mas compleja. Podriamos
decir que la 19 fase comprende los pasos de Construcccion, Simplificacion/Estruc-
turaciony Matematizacion, y que la 29 fase pertenece, en principio, a las fases de
Matematizacion y Trabajo matemdtico. El problema estriba en que obtener una
tabla de datos o trabajar con un programa informatico no tiene por qué represen-
tar, necesariamente, matematizar o trabajar matemdticamente. La matematiza-
cién implica que el alumno asume que se encuentra en el mundo de las
matemdticas y que, en ese mundo, los conceptos, nociones y herramientas po-
seen un significado matematico en el seno de las matematicas. Es decir, no
creemos que se pueda decir que un alumno realiza una matematizacion por el
simple hecho de obtener una expresion por medio del uso de un programa infor-
matico. Eso serd cierto si el alumno comprende lo que ha realizado y asume que
la expresion obtenida es una funcion, con todo lo que eso conlleva. Tampoco
obtener una tabla de valores implica necesariamente que los alumnos identifi-
quen los datos con variables funcionales, con lo que la matematizacién que re-
presenta la obtencion de una tabla de datos puede ser una matematizacion
limitada o parcial.

Como veremos, los alumnos no asumen matematicamente el producto que
han obtenido (una funcion modelizadora), por lo que no creemos que poda-
mos identificar, plenamente o sin dar lugar a dudas, las dos primeras fases con
los pasos indicados del ciclo de modelizacién. Respecto a la 3¢ fase la podemos
identificar con los pasos 4 y 5 (Trabajo matemdtico; Interpretacion) si bien la in-
terpretacion del resultado, como veremos, se mueve entre la interpretacion desde
las matemadticas y desde el mundo real. Algunos alumnos interpretan el modelo
matematico como una funcion sin identificacion clara con el comportamiento de un
muelle y otros, en cambio, si tienen presente que el modelo obtenido pretende
describir matematicamente el comportamiento de un muelle. Se trata de las dife-
rencias entre los alumnos al establecer las relaciones entre Sy M, que dan lugar
a rutas individuales en la modelizacion (Borromeo, 2006; Blum y Borromeo, 2009).
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19 29 FASE: EL SABER HACER

Si los alumnos saben hacer un modelo, deberan obtener la expresion analitica de
la funcion, algo que se consigue en la segunda fase de la actividad. El resulta-
do matemadtico (mathematical result) permite, de forma directa, obtener el resul-
tado real (real resulf) simplemente identificando variables matematicas (x y f(x))
con magnitudes fisicas (peso y longitud).

En la primera fase, el tiempo que los alumnos dedicaron a obtener la tabla de
datos no super6 en ninguin caso los 18 minutos, por lo que se puede calificar esta
fase como de corta duracion. El ambiente de trabajo era relajado, y no se obser-
varon pérdidas de tiempo significativas. Ademas, todos los alumnos participaron
activamente, decidiendo consensuadamente la distribucion del trabajo, asumien-
do que es importante realizar bien las mediciones.

Durante la practica, los alumnos buscan regularidades entre los datos que van
obteniendo. En las conversaciones que mantienen, mencionan que la longitud
del muelle aumenta tantos centimetros por cada tantos gramos de peso. Se hace
patente, por tanto, que los alumnos se han dado cuenta de que la relacion entre
los datos que van obteniendo implica una tasa de variacion media constante.

El numero de datos que genera cada grupo varia considerablemente (de 9 a
32), asi como el nombre asignado a cada conjunto de datos. Observaron el tra-
bajo de sus companeros y concluyeron que las diferencias con otros grupos se
deben a que trabajan con muelles distintos.

En cuanto al volcado de datos y obtencion de la funcién de ajuste, el tiempo
total que invierten los diferentes grupos ronda los 15 minutos, de los cuales, 10
minutos los dedican a introducir los datos de su tabla de valores.

En los parrafos siguientes describiremos con mas detalle como obtienen la
funcion de ajuste los diferentes grupos.

El grupo A decide con facilidad, en funcién de los valores de su tabla de datos,
el intervalo visible del eje de abscisas y de ordenadas. El cambio en los ejes lo
determinan una vez que han introducido los datos de la tabla de valores, que
toman la forma de puntos del plano visibles en la pantalla del ordenador. Este
grupo realiza el ajuste mediante una recta determinada a partir de dos puntos
visibles en la pantalla (Gréfico 1. Recta determinada a partir de los puntos (150,13)
y (750,262)).

Los grupos B, C, D y E ajustan los datos mediante la funcion afin f(x) = ax+ b.
(Grafico 2, Grafico 3, Grafico 4 y Gréfico 5). El grupo C, al contrario que sus com-
paneros, utiliza la longitud del muelle en el eje de abscisas y el peso en el eje de
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Graéfico 1. Datos y funcion obtenida por el Grupo A: y = 0.02x + 9.7

Gréfico 2. Datos y funcion obtenida por el Grupo B: f(x) = 0.1x + 10.8

ordenadas (Grafico 3). Por otro lado, el grupo D tiene dificultades para fijar los
intervalos visibles de los ejes. Dudan sobre como introducir los parametros y mo-

dificar su valor.
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Gréfico 3. Datos y funcion obtenida por el Grupo C: f(x)=7.6x-103.4

Por su parte, el grupo F ajusta los datos mediante una recta de la forma
y =ax *+ b. Usan y modifican pardametros para obtener la recta adecuada (Grafi-
o 6).

Los resultados obtenidos muestran, que generar un numero de datos grande
no influye de forma decisiva en la determinacion adecuada de la funcion de
ajuste. Asi, el grupo A gener6 25 pares de puntos frente a los 13 del grupo Fy
ambos grupos obtuvieron la misma funcion.

Esta parte de la actividad se centra en la parte técnica y, limitadamente, la
parte tecnologica de la actividad planteada como praxeologia. Los apartados
practicos y teoricos no se manifiestan en ningun momento en la actividad de los
alumnos, que realizan y enfocan su trabajo como un proyecto puramente técnico:
deducir una expresion mediante el uso técnico, aprendido previamente, de un
programa informatico. Los grupos Ay F no plantean el problema como la bus-
queda de la expresion analitica de una funcién que posea una grafica que
cumpla una condicion determinada (ajustar una serie de puntos del plano) sino
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Gréfico 4. Datos y funcion obtenida por el Grupo D: f(x) = 0.11x + 11

como la busqueda de la ecuacion de una recta. Los puntos del plano que obser-
van en la pantalla son puntos en el plano y no pares de puntos vinculados por
una relacion de dependencia entre valores numéricos. Asi, la variable y del
par (x, y) no es considerada una variable dependiente de una funcion por deter-
minar, sino que es tomada como la segunda coordenada de un punto del plano.
Lo dicho cobra mayor sentido con la forma de obtener la expresion algebraica
del grupo A, que plantea y resuelve el problema determinando la ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos concretos. En su caso, ni siquiera la nocion de
variable se haya presente o tiene repercusion alguna en su trabajo de forma
clara. Dilucidar si realmente los alumnos consideran los conjuntos de datos como
variables funcionales en estas dos fases resulta complicado, pero el hecho de
que dos de los seis grupos determinen la expresion como una recta (que ajusta
todos los datos o que pasa por dos de los puntos visibles) lleva a pensar que no
es asi. Se podria especular que los integrantes de los otros grupos —que determinan
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Graéfico 6. Datos y funcion obtenida por el Grupo F: y = 0.02x + 9.7
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una funcion- si identifican los datos como variables funcionales, pero destaca-
mos que, en realidad, los alumnos se han limitado a usar una técnica aprendida
previamente.

En este punto, se resalta que los alumnos obtienen al término de la sequnda
fase una expresion matematica considerada como resultado matemdtico vy, al
mismo tiempo, real a la cuestion inicial planteada (por simple identificacion de
las variables con las magnitudes fisicas). Esto puede llevar a pensar que los
alumnos han conseguido generar un modelo matematico —al menos en cua-
tro de los seis grupos— de forma exitosa. Incluso se podria afirmar que el resul-
tado de los grupos que obtuvieron una recta como lugar geomeétrico representa
un modelo matematico que relaciona las variables de peso y longitud, restando
importancia al hecho de que no obtengan una funcién para que consigan un
resultado matemdtico. El hecho de que los alumnos obtengan un modelo mate-
matico (la funcién) puede llevar a la conclusion de que han completado el ciclo
de modelizacion en su mayor parte porque han realizado los procesos de simpli-
ficacion, estructuracion, matematizacion y trabajo matematico que conducen a la
obtencion de un resultado matematico (Greefrath, 2011). Como veremos al anali-
zar las respuestas del cuestionario, el saber hacer un modelo no implica que los
alumnos comprendan los conceptos y nociones vinculados a ese saber hacer.

39 FASE: EL SABER

El cuestionario, compuesto por 9 preguntas (Tabla 1), fue planteado con el obje-
tivo de mostrar hasta qué punto los alumnos integraban el saber en el saber
hacer. Acudiendo a su competencia generando un modelo, los alumnos han
demostrado que son competentes pero, iesa competencia puede decirse que sea
una competencia asociada al conocimiento matematico?

Los alumnos contestaron el cuestionario de forma individual. Al entregarles el
cuestionario, se apuntaron en el encerrado las funciones y expresiones obtenidas
por cada uno de los grupos para que observaran que los valores de ay b en la
expresion f(x) = ax + b son, al mismo tiempo, variables y constantes. Esa visibili-
dad de la condicion de parametros de ay b resulta fundamental para las pregun-
tas 2y 3.

Un andlisis completo de las respuestas conllevaria un estudio personalizado
encaminado a mostrar las diferentes rutas que establecen los alumnos (Borro-
meo, 2006; Blum y Borromeo, 2009). Por falta de espacio, optaremos por realizar
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un analisis de respuestas que prime los elementos en comun, entendiendo que
no se pretende un estudio cuantitativo de las respuestas obtenidas a pesar de
mostrar algunas de ellas a través de porcentajes. Para ello, hemos agrupado las
respuestas en funcion del objetivo fundamental de la pregunta. Por un lado,
mostraremos los resultados que se asocian mas a la interpretacion del modelo o
del resultado obtenido (preguntas 1, 6, 7 y 9) y, por otro lado, los resultados rela-
cionados con las variables y parametros que aparecen en el modelo (preguntas
2,3,45y8)

Interpretacion del modelo y del resultado

La primera pregunta del cuestionario solicita que los alumnos identifiquen el tipo
de funcién que han obtenido e interpreten el tipo de funcion en el contexto ori-
gen del modelo. Se buscaba averiguar qué elemento o elementos caracteristicos
usan los alumnos para nombrar la funcion. En la Tabla 2 se muestra que un
porcentaje elevado de alumnos identifican el tipo de funcion con su represen-
tacion grafica (50%). Ademas, el hecho de que identifiquen la representacion
grafica que obtienen con una relacién de proporcionalidad directa entre las va-
riables (22,7%) indica que los alumnos identifican la presencia de una tasa de
variacion media constante con la proporcionalidad directa.

Algunos alumnos convierten una expresion que involucra una relacion fun-
cional en una ecuacioén (Figura 2), algo necesario, seguin Ursini y Trigueros (2006),
para determinar los valores de una variable en funcién de los valores de la otra.
La cuestion fundamental es que esta identificacion no se realiza al determinar
el valor concreto de una variable en funcion de un valor de la otra, sino que la
identificacion es la de la propia expresion funcional con una ecuacion.

La pregunta nimero seis (¢qué longitud se alcanza, seguin el modelo obteni-
do, si no se coloca peso en el muelle?), se centra en comprobar si los alumnos
observaban claramente la diferencia entre los datos que habian obtenido experi-
mentalmente, que dieron lugar a la tabla de datos, y la funcion que modeliza el
fendmeno, construida a partir de dicha tabla de datos. De las seis funciones ob-
tenidas a partir de las tablas de datos confeccionadas en el laboratorio, s6lo dos
funciones poseen un valor de b (f(x) = ax + b) igual al valor correspondiente a
0 g en la tabla de datos (f(x) = 0.02x + 9.1 del grupo E y f(x) = 0.02x + 9.7 del
grupo F). La funcién representa un ajuste de datos, lo que se traduce en que
el valor correspondiente a 0 g obtenido usando la funcion ((0)) sera diferente al
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Tabla 2. Interpretacion de la funcion obtenida

Ne de %
alumnos

Vinculan/Identifican el tipo de funcién con su representacion 11 50
grafica (recta).
Utilizan la forma que toma la expresion algebraica como defini- 1 45
toria de la funcién (polinémica).
Relacionan la representacion grafica y el crecimiento con una 5 22,7
relacion de proporcionalidad directa.
Relacionan la pregunta con la propiedad de continuidad de las 3 13,6
funciones.
No responden. 2 9
Total 22 100

valor en la tabla de datos. S6lo un alumno detecta la contradiccion que represen-
ta disponer de dos resultados diferentes para el mismo peso.

Una parte importante de los alumnos (40,8%) no considera que la modeliza-
cion realizada le resulte util para obtener datos del problema no presentes en
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Figura 2. Identificacién de la funcién con una ecuacion

Transcripcién: Una funcién de una incégnita. f(x) = ax + b El resultado es una recta
He obtenido una ecuacion con dos incognitas x, y

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015 109



Una modelizacion matematica como medio de deteccion de obstaculos y dificultades

la tabla de datos, como muestra el hecho de que usen la tabla de datos y no la
funcion para obtener su respuesta. Los siete alumnos (31,8%) que mencionan
que el valor obtenido es lo que mide el muelle son los Unicos que realmente
interpretan el resultado.

El objetivo de preguntar si el muelle se puede alargar indefinidamente (pre-
gunta 7), es comprobar si los alumnos distinguian adecuadamente entre la fun-
cion obtenida y la funcién aplicada en el caso concreto de la modelizacion
realizada o, lo que es lo mismo, la interpretacion del resultado matematico en el
contexto real. Evidentemente, el muelle no puede ser estirado indefinidamente ni
encogido (valores negativos de longitud), sometido a un peso negativo o a un peso
igual a + oo, EI dominio de definicion de la funcién aplicada al modelo real debe
ser [0, G] siendo G el peso maximo que se corresponde con el peso en el que el
muelle alcanza la longitud del alambre usado para construir el muelle (L). De esa
forma, el recorrido de la funcién resulta [| L] siendo [ la longitud del muelle sin
ser sometido a peso. Conviven, por tanto, dos funciones: la funcion matematica,
de dominio y recorrido igual a Ry la funcion matematica que representa una
modelizacién del fendémeno fisico, con dominio y recorrido diferente.

Nos encontramos de nuevo ante el 5° paso del ciclo de modelizacion de
Blum y Leiss (2007) —Interpretacion— en el que los resultados son trasladados a
la situacion real para obtener un resultado real asociado al modelo real median-
te un proceso de validacion. Asi mismo, se halla presente el aspecto F5 descrito
por Ursini y Trigueros (2006) que consiste en determinar los intervalos de varia-
cion de una de las variables, dado el intervalo de variacion de la otra.

A partir de los resultados obtenidos, podemos afirmar que los alumnos no
utilizan explicitamente el dominio y recorrido de la funciéon ni responden en térmi-
nos de un intervalo concreto de la variable independiente y su correspondiente
para la variable dependiente. Tampoco mencionan que la funcion obtenida debe
ver modificado su dominio para poder obtener una funcion como resultado real.
Solo tres alumnos senalan la relacion de la pregunta con el dominio y recorrido
de la funcion y la relacién entre intervalos que establece la funcién, pero también
resulta claro que los alumnos son conscientes, en general, de que el muelle no
puede ser alargado indefinidamente. Ello nos lleva a la conclusion de que existe
una desconexion o ruptura, en un porcentaje alto de alumnos entre el resultado
matemdtico y el resultado real asi como en su interpretacion en contexto. Los
alumnos no realizan el proceso de interpretacion en términos propios relativos al
conocimiento de las funciones (dominio, recorrido e intervalos). Volvemos a encon-
trar claras deficiencias en el conocimiento matematico relacionado con el saber.
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Figura 3. Respuesta de un alumno en relacién con las caracteristicas de cada
muelle

Transcripcion: Para empezar, un muelle era diferente de los demds y las medidas no coincidian,
ademds el muelle se movia y las mediciones eran hechas con una regla, la cual se sujetaba con
las manos y los pulsos no eran muy estables, lo cual, propicia a variar los resultados

El hecho de que los diferentes grupos obtengan funciones diferentes no con-
duce a los alumnos a vincular las caracteristicas de cada muelle con los parame-
tros presentes en las funciones obtenidas (pregunta 9 del cuestionario), con lo
que la interpretacion del resultado matematico en el contexto real resulta, nueva-
mente, deficiente. Es mas, separan el fenomeno fisico del modelo matematico
hasta el punto de considerarlos independientes. En la Figura 3 se muestra la
respuesta de un alumno en la que queda recogido lo anterior. Solo un alumno
identifica los parametros presentes con las caracteristicas especificas de cada
muelle usado aunque, la mayoria de ellos, mencionan la diferencia en las carac-
teristicas fisicas de los muelles (77,3%).

Nuevamente aparecen deficiencias en la interpretacion del resultado en
contexto, lo que indica la escasa importancia que concede el alumno a la inter-
pretacion del resultado. El alumno considera que debe, Unicamente, obtener un
resultado matematico a una tarea encomendada, siendo la interpretacion del
mismo un elemento secundario cuando no prescindible.

Variables y parametros
La atencion se centra en comprobar si los alumnos reconocen y diferencian las

variables dependientes de las independientes y si vinculan los nombres asigna-
dos en la funcion a las variables (x e y) con las magnitudes del fenémeno fisico
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estudiado (peso y longitud). Se intentd6 comprobar si los parametros del modelo
eran reconocidos y si eran mencionados como variables o no. Es aqui donde se
tratan los aspectos F1, F4 y F6 descritos por Ursini y Trigueros (2006): la diferen-
ciacion jerarquica entre variable y parametro y la condicion de variable constante
de los parametros (Drijvers, 2003).

En la sequnda parte de la pregunta 3 (¢qué significado tiene el parametro en
el experimento?) se pretende dilucidar si los estudiantes comprenden las conexio-
nes y relaciones que existen entre los distintos pasos del ciclo de modelizacion:
la obtencién de la funcion de ajuste consiste en una matematizacion de un caso
real, con lo que nos encontramos en una fase intramatematica (trabajo en el
seno de la Matematica), fuertemente relacionada con algo extramatematico (la
situacion real a modelizar).

En la Tabla 3 se observa que solo 36,4% de los alumnos identifican correcta-
mente las dos variables (dependiente e independiente). Los errores al identificar
las variables provienen, por ejemplo, de considerar en la expresion f(x) = ax + b,
el valor b como variable independiente porque su valor no depende del valor de
x 0 no varfa (identificando la variable independiente con una constante-variable).
En la misma linea, el valor a o ax, es identificado como la variable dependiente
porque su valor depende del valor que tome x. Es decir, la distincién entre varia-
ble dependiente e independiente se realiza en funcién de su vinculacion con x

En el siguiente extracto de una de las entrevistas podemos observar lo que se
acaba de exponer:

30 Profesor: &Y la independiente?

31 Alumno 6: El 11, que no varia.

20 Alumna 3: [.] Eh, si, la dependiente es la que depende de la x entonces la
independiente es la que es siempre constante [.] [Se riel.

50,1% de los alumnos consideran los parametros como variables dependien-
te o independiente al constatar que su valor varia en las expresiones que obser-
van en el encerado. Aparecen, por tanto, las dificultades en la comprension del
parametro asociadas a su condicién de constante-variable (Drijvers, 2003). En
definitiva, los resultados obtenidos muestran que un porcentaje elevado de alum-
nos (72,7%) no sabe qué es un parametro. Este resultado contrasta con el hecho
de que estos alumnos han trabajado con parametros en multiples contextos
(continuidad, derivada y sus aplicaciones, estudio y determinacion de asintotas)
desde 32 de la ESO. Por otra parte, se pone en cuestion las ventajas del uso de los
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Tabla 3. Identificacion de las variables dependiente e independiente

Ne de %
alumnos
Identifican la variable x como pesoy 3 136
la variable y como longitud.
\dentifican Identifican la variable independiente 1 45
correctamente la como xy la dependiente como
variable dependiente y P Y
e independiente. Identifican el peso como la variable 4 182
independiente del problema'y la
longitud como la dependiente.
Identifican 0.11xy 10.8 0 11 como 6 273
variable dependiente.
|[dentifican de forma Identifican como variables 5 228
deficiente las dependiente e independiente los
variables. numeros ay b de la expresion
f(x) =ax +b.
Otras opciones. 3 136
Total 22 100

programas de geometria dinamica y de deslizadores para una mejor compren-
sion del concepto de parametro (Drijvers, 2003).

Las preguntas 4 y 5 se corresponden claramente con los aspectos F2 y F3
descritos por Ursini y Trigueros (2006). El objetivo de estas preguntas es que los
alumnos apliquen el modelo obtenido para calcular datos que no aparecian en
la tabla de valores. Como se puede observar en la Tabla 4, solo 27,2% de los
alumnos usan la funcion en ambas preguntas y un porcentaje alto de alum-
nos utilizan en una o ambas preguntas la regla de tres (50%).

En la Figura 4 se muestra la respuesta de un alumno que utiliza la regla de
tres para responder a la pregunta 4.

El uso de la regla de tres por parte de los alumnos, nos remite a la considera-
cion del problema como un caso en que las magnitudes son proporcionales o, lo
que es lo mismo, se identifica la relacién entre variables con una relacion que
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Tabla 4. Uso de la funcion para obtener nuevos datos

N2 de %
alumnos

Utilizan la funcién para obtener los datos solicitados en las dos 6 2772
preguntas.
Utilizan la regla de tres para obtener los datos solicitados en las 8 364
dos preguntas.
Utilizan la regla de tres en una de las preguntas y la funcién en 3 136
la otra.
Usan la regla de tres y la funcién en la misma pregunta. 1 45
Incluyen Gnicamente un valor numérico en sus respuestas. 3 13,6
Para calcular el peso, aproxima el valor mediante valores proxi- 1 45
mos de la tabla de datos.

sigue una ley de proporcionalidad directa. De esta forma, aparece claramente la
confusion entre tasa de variacion media constante y proporcionalidad direc-
ta, que ya hemos comentado con anterioridad, que se encuentra en relacion con
la representacion grafica de una recta:

15 Profesor: Sigue una recta pero, ées directamente proporcional?

16 Alumno 2: Si, creo que si, si.

70 Alumna 3: Claro, porque tienes la tabla de datos y dices, si tengo esto y
tengo tanto entonces de esto tengo que tener otro tanto y haces una regla

de tres (...)
L‘l =2 A00 3 S \B’q . 6. ls/q = dq‘g,k
Eﬁoé SeCm————— = o o'e) =

Figura 4. Uso de la regla de tres en la pregunta 4
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Sobre el escaso numero de alumnos que usan la funcion para calcular los
valores solicitados, en las entrevistas aparece con claridad la mencion al saber
asociado a las funciones. En el siguiente extracto, el alumno reconoce la influen-
cia que ese conocimiento tiene sobre las respuestas al cuestionario para no
aplicar la funcién:

138 Alumno 7: () claro, es que si no tienes realmente el concepto de funcion
después no lo vas a saber aplicar. De hecho aqui [senala una de sus
respuestas] ni menciono que es una funcion esto. Si no sé que esto es
una funcién, {cémo lo voy a aplicar aqui? [Senala su respuestal. Yo creo
que es ese el problema que teniamos.

148 Alumno 7: (.) claro, la notacién que se utiliza y todo, eso tienes que co-
nocerlo realmente para saber de qué estas hablando (..)

La pregunta 8 (deducir cémo conocer el peso colocado en el muelle si se
conoce la longitud del muelle), se relaciona con el aspecto F2 descrito por Ursini
y Trigueros (2006) y con las operaciones con funciones. Se pretendia evaluar si
los alumnos conocian el significado de la funcién inversa y si sabian aplicarlo al
caso concreto de la modelizacion realizada. De los 22 alumnos, s6lo una alumna
menciona expresamente la inversa de la funcion, aplica el método algoritmico
que ha aprendido (cambia la x por la y y viceversa) pero se equivoca al realizar
el calculo de la funcion inversa y la nombra como y en vez de £ (Figura 4).

La forma de presentar el resultado parece indicar que los alumnos consideran
la expresion de la funcion como una relacion entre variables que permite calcular
una variable en funcion de la otra. Las palabras sustituir y despejar aparecen a
menudo. El cdlculo es un calculo algebraico sin relacion alguna con las funcio-
nes y su significado. El andlisis es algebraizado y, como ya comentamos breve-
mente con anterioridad, las expresiones funcionales son consideradas y tratadas
por los alumnos como igualdades, ecuaciones o expresiones en las que las va-
riables no son variables funcionales y deben ser despejadas, llegando a ser nom-
bradas por algunos alumnos como incognitas (Figura 5).

Es importante que el alumno transforme la relacién funcional en una ecua-
cion para obtener un resultado (Ursini y Trigueros, 2006) pero, ademas, esa trans-
formacién debe ser interpretada en términos funcionales para que resulte un
aspecto positivo en el contexto de la actividad que se realiza. Dicho de otro modo,
los alumnos realizan un calculo y obtienen un resultado pero no utilizan el “sa-
ber” asociado al “saber hacer” del calculo.
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Figura 5. Calculo de la funcion inversa

9.7
Transcripcion: Haciendo la inversa de la funcion x=0.02y+9.7; y = w2

- - s
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Figura 6. Identificacion de la funcién con una ecuacion

Se sustituyen las incognitas por los valores (en este caso se sustituiria la “y" por la longitud del

u

muelle obtenida) y se calcularia la X"

CONCLUSIONES

¢Cudl es la razon por la cual los alumnos desconocen, de forma mayoritaria
(63,6%), el significado de “variable dependiente’ y “variable independienté’, asi
como los términos de uso habitual y basico al estudiar funciones? éCudl es la
razon de que practicamente la totalidad de los alumnos participantes (95,5%)
desconozcan el significado del término ‘pardmetro™ La razén fundamental se
encuentra en que los ejercicios que realizan habitualmente se resuelven repitien-
do una serie de pasos prefijados, lo que los convierte en ejercicios rutinarios o de
tipo algoritmico. Como consecuencia, la comprension, uso de conceptos, nociones
y terminos se hace innecesaria. La ensenanza basada en el uso de algoritmos
transforma las funciones y su uso en ecuaciones o formulas para resolver el
ejercicio propuesto de una forma fija e invariable.

Se cree que uno de los peligros al hablar de la introduccion de la modeliza-
cion en la Ensenanza Secundaria, es que el profesor suponga, por ejemplo, que
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en el proceso de obtencion de la tabla de datos los alumnos han identificado dos
variables presentes en el problema (masa y longitud) con dos variables matema-
ticas (dependiente e independiente), con lo que han realizado un primer proceso
de matematizacion de la realidad. Ese primer paso lleva a plantearse la resolu-
cién de un problema matematico: iqué tipo de relacion matematica se establece
entre las variables (fisicas y matematicas)? La sequnda fase da respuesta a esa
pregunta, puesto que obtienen una expresion matematica que relaciona ambas
variables, podremos suponer que el modelo matematico que obtienen integra
todo aquello que una funcién conlleva: variable dependiente e independiente,
relacion de dependencia entre variables mediante una expresién matematica,
parametros, relacién de la expresion analitica con la grafica de la funcion, etc.
(Greefrath, 2011).

En definitiva, se supone que obtener un resultado matematico representa que
la praxis se ha integrado en el logos, caracteristica de las evaluaciones del cono-
cimiento que priman la obtencion de resultados correctos. Un profesor puede, por
tanto, plantear la modelizacién como una actividad encaminada a la obtencion de
un modelo matematico, suponiendo la integracion de praxisy logos. Asi, la ense-
nanza de las matematicas se centra en el aprendizaje de técnicas, T, resultando
de menor importancia la tecnologia asociada a la técnica, ¢, y 1a teoria que justi-
fica dicha tecnologia, 6. Como consecuencia, el bloque praxeoldgico [I/t/¢/6] se
halla claramente descompensado. Ademas, la practica docente encaminada a que
el alumno obtenga un resultado correcto lleva a que éste no se cuestione el resul-
tado que obtiene. Si utiliza adecuadamente las técnicas que ha aprendido, no es
necesario interpretar el resultado porque solo se le solicita obtener un resultado.

Los alumnos pueden obtener un modelo sin problemas al término de la 2¢
fase, lo que podria llevar a pensar que han integrado Sabery Saber hacer, pero
al responder preguntas en la 39 fase es cuando las desconexiones entre praxis y
logos resultan evidentes. Por ejemplo, el uso mayoritario de la regla de tres para
responder a las preguntas 4 y 5, representa una constatacion de la identificacion
de la recta y la tasa de variacion media constante con una relacién de proporcio-
nalidad directa. Ademas, representa también la presencia de deficiencias impor-
tantes en el proceso de matematizacion y trabajo matematico, pues el modelo
obtenido no es usado para responder las preguntas. Representa, al mismo tiempo
y en relacion directa con lo anterior, una ruptura o desconexion entre sabery
saber hacer.

La obtencion de la funcion parece no ser Util para alcanzar datos no presen-
tes en la tabla de datos, para una parte importante de los alumnos. Por tal motivo,
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el paso del ciclo de modelizacion consistente en el traslado del modelo a la situa-
cion real y su validacién no se produce. El hecho de que algunos alumnos usen
la funcion en una de las preguntas y una regla de tres en la otra nos lleva a
pensar que no tienen una idea clara de lo que han conseguido hacer (obtener
un modelo). De hecho la importancia que conceden a la tabla de datos a la hora
de obtener nueva informacion, lleva a pensar que aunque deducen la funcion,
no la consideran de utilidad para estudiar el fenomeno fisico que analizan. La
tabla de datos resulta mas fiable y util, quedando la funcion como un simple
calculo que los alumnos debian realizar.

Ademas, la comparacién de sus respuestas a la pregunta 9, con las respues-
tas a las preguntas anteriores, nos lleva a pensar que se halla presente una de-
ficiente comprension del significado de variable funcional y pardmetro, de igual
manera se muestra una limitada comprension de lo que significa dominio de
definicion y recorrido, asi como las relaciones entre intervalos de la variable de-
pendiente con intervalos de la variable dependiente al hablar de funciones. Re-
sulta destacable que la mayoria de los alumnos asuman que las caracteristicas
del muelle modifican el valor de la funcién y que, sin embargo, esta conviccion
no se manifestase claramente en las preguntas precedentes al hablar de las va-
riables presentes en el modelo. La modificacion de la funcion se limita al valor
de ay b en cada muelle usado, aunque la forma de la funcién se mantiene
(f(x) = ax+b). Los alumnos tienen en cuenta que cada muelle se comporta de
forma diferente, por tanto da lugar a una tabla de datos diferente en cada caso.
Pero este hecho no lo explican en términos de conceptos y conocimientos asocia-
dos a las funciones. Por ejemplo, los alumnos comprenden la utilidad del calculo
de la funcion inversa y, de hecho, utilizan el proceso de calculo de la funcion
inversa en el contexto de la modelizacion, pero ambas cosas aparecen desvincu-
ladas, de forma que calculan la funcion inversa pero no le dan ese nombre.

En resumen, las relaciones (R) entre la situacion problematica real (S) y la
coleccion de entidades matematicas (M), son claramente deficientes cuando no
inexistentes, lo que hace que la actividad entendida como una tripleta (S, M, R)
resulte una modelizacion claramente deficiente.

Todos los conceptos y conocimientos mencionados son basicos en el estudio
de las funciones, los alumnos conocian muchos de ellos anos antes de realizar
las experiencias. La funcion asociada al modelo es una funcion afin, que no pue-
de ser calificada como una funcién compleja, aun asi, los alumnos tienen serias
dificultades con los elementos presentes en el modelo. Creemos que solo desde
la descontextualizacién, compartimentacion, desconexion o la desvinculacion
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entre sabery saber hacery la algoritmizacion del saber matematico es posible
explicar estos hechos. Como afirma Bolea (2002, p. 49), en relacién a las defini-
ciones en la Ensenanza Secundaria, las ‘definiciones hacen un papel esencial-
mente descriptivo con la finalidad de precisar ciertas caracteristicas de objetos
supuestamente conocidos”. El problema es que los objetos “supuestamente cono-
cidos” son, en realidad, “objetos desconocidos’, con lo que las definiciones apor-
tadas o alcanzadas en las clases no forman parte del saber matematico que los
alumnos deben comprender, asimilar y adquirir.

En el marco de una ensefanza basada en la resolucion de ejercicios a través
de métodos basicamente algoritmicos, la comprension adecuada de conceptos y
nociones, las definiciones, propiedades, teoremas, etc. carecen de utilidad, con lo
que el alumno tiende a prescindir de ellas o restarles importancia. Se produce de
esa forma una trivializacion del saber matematico (Gascon, 2001), que reduce el
saber matematico a la realizacion de calculos rutinarios al servicio de problemas
o situaciones intramatematicas o extramatematicas.

REFLEXION FINAL

Si las actividades de modelizacion, como la que se ha descrito anteriormente, son
llevadas al aula de Secundaria o Bachillerato de forma que se prime la obtencion
de la funcion de ajuste, gran parte de su utilidad se perdera y no contribuira a
que los alumnos adquieran y comprendan mejor conocimientos considerados
como basicos en el estudio de las funciones en estas etapas educativas. Cree-
mos que las consecuencias de este modelo de ensenanza-aprendizaje, basado
en una ensenanza compartimentada o dividida en bloques aislados y basado en
la ensenanza de algoritmos (incluidos los problemas reducidos a algoritmos),
constituye un obstaculo de origen didactico que puede manifestarse con fuerza
en actividades de modelizacién como la aqui descrita. La forma de evitarlo o re-
ducir su influencia debe basarse en que la actividad de modelizacién constituya
una praxeologia completa, por tanto, debe evitarse que la actividad de modeliza-
cién se vea limitada o reducida a la obtencién del modelo o la realizacion de
calculos utilizando la funcién obtenida (obtener una longitud a partir de un peso,
por ejemplo).

Desde nuestro punto de vista, serfan necesarios cambios en la propuesta
realizada, de forma que las preguntas que se han analizado (u otras) se planteen
durante y no al finalizar el proceso de obtencion del modelo. Por ejemplo, la
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confusion entre tasa de variacion media constante con la proporcionalidad direc-
ta estard ya presente en la fase de obtencion de datos. Es ese el momento en que
se deben realizar preguntas que lleven a los alumnos a comprender qué signifi-
ca una relacion de proporcionalidad directa y la diferencia entre una relacion de
proporcionalidad directa entre variables y una relacion que conlleva que la tasa
de variacion media es constante. Esa misma pregunta puede dar lugar a nuevas
preguntas que introduzcan la 2¢ fase, momento en que se podrd tratar qué va-
riables fisicas y matematicas estan presentes, la diferencia entre la grafica de una
funcion que describe una relacion de proporcionalidad directa de otra que no,
etc. Los parametros, el dominio y recorrido diferente de la funcion matematica y
de la funcién en contexto, etc. serfan temas a tratar en ese momento. También
podria plantearse la misma modelizacién en edades mas tempranas y usarla
como medio de introduccién de conceptos y nociones clave en funciones: varia-
bles, relacion funcional, expresion analitica de una funcion, variables dependien-
te e independiente, parametros, grafica, etc. Entran en juego en este punto las
creencias y concepciones del profesor, que derivan en un modelo epistemoldgico
y docente (Gascon, 2001), lo que condiciona el uso o enfoque de la modelizacion
en la ensenanza (Borromeo, 2006).
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