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Construcciones y mecanismos
mentales para el aprendizaje
del teorema matriz asociada
a una transformacion lineal

Construction and mental mechanisms for learning
matrix theorem associated with a linear transformation

Maria Trigueros Gaisman, Isabel Maturana Pena,
Marcela Parraguez Gonzalez y Miguel Rodriguez Jara

Resumen: Con base en la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) como marco
tedrico y metodoldgico, investigamos las construcciones y mecanismos mentales necesarios
para construir la Matriz Asociada a una Transformacion Lineal (MATL). Disefiamos una des-
composicion genética (DG) del teorema de la MATL para analizar la forma en que estudiantes
universitarios lo aprenden. Reportamos tres casos de estudio que muestran como los estu-
diantes construyen el concepto de coordenadas de un vector como objeto, pero tienen difi-
cultades para utilizarlo en la construccion de un proceso de la matriz de coordenadas
de imdgenes de vectores mediante la transformacion. Esta dificultad parece vinculada a que
no han coordinado los procesos involucrados en términos del cuantificador. Especificamen-
te, se muestran las dificultades en la construccion de la MATL como objeto y el papel deter-
minante que juega la consideracion de la transformacion lineal como una funcion en la
comprension profunda del TMATL.
Palabras Clave: Matriz asociada, Transformacion Linealteoria APOE, Algebra Lineal.

Abstract: Based on apos theory (Actions, Processes, Objects and Schemes) as a theoretical and
methodological framework, we investigate the mental constructions and mechanisms required to
construct the associated matrix of a Linear Transformation (MATL). We design a genetic decompo-
sition (DG) of the theorem matl to discuss how college students learn it We report three cases
of study. The results show how students construct the concept of coordinates of a vector as an
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object, but have difficulty using it in the construction of the coordinate matrix associated to the

image of vectors. Results also show students’ difficulties to construct matl as an object and

the crucial role of considering TL as a function in order to attain a deep comprehension of TMATL
Key words: Matrix associate, Linear Transformation, apos Theory, Linear Algebra.

1. ANTECEDENTES

El 4lgebra lineal es una materia que se encuentra presente en la mayoria de
los programas de matematicas necesarios en diferentes carreras, como por
ejemplo las ingenierias, economia o ciencias sociales; en ello radica el interés
y la importancia de investigar los procesos de ensenanza y aprendizaje de los
conceptos de esta disciplina. En los ultimos 25 anos, se han llevado a cabo
numerosas investigaciones que ofrecen evidencias sobre las dificultades de los
estudiantes para comprender dichos conceptos. En los estudios iniciales se
encontré que en la mayoria de las universidades, los cursos de algebra lineal
no eran exitosos en términos del aprendizaje de los alumnos (Harel, 1989a;
Harel, 1989b; Sierpinska, Dreyfus y Hillel, 1999; Sierpinska, 2000). Surgi6 de ahi
el interés por formular propuestas didacticas especificas para el algebra lineal,
entre las que sobresale aquella disenada con la teoria APOE, en la que se pu-
blicaron materiales de ensenanza que ponen de manifiesto la filosofia de los
autores acerca de los contenidos a incluir y su organizacion en un primer
curso universitario de algebra lineal (Weller, Montgomery, Clark, Cottrill, Trigueros,
Arnon y Dubinsky, 2002). Recientemente se han llevado a cabo investigaciones
sobre diversos conceptos de esta disciplina. En particular, la documentacion
que existe sobre el concepto de transformacion lineal da cuenta de las dificul-
tades involucradas en su aprendizaje. Entre los resultados de algunas de las
investigaciones realizadas se pueden mencionar los obtenidos por Uicab y
Oktag (2006), quienes analizaron, mediante el referente tedrico del pensamien-
to practico vs. el pensamiento tedrico (Sierpinska, Nnadozie, & Oktac, 2002), la
posibilidad de los estudiantes de determinar la linealidad de una transforma-
cion lineal a través de las imagenes de los vectores de una base presentadas
en un ambiente de geometria dinamica. Por su parte, Molina y Oktag¢ (2007)
estudiaron las concepciones de los estudiantes acerca de la transformacion li-
neal en contexto geométrico. En ambas investigaciones, los autores identifica-
ron algunos modelos que muestran los estudiantes en relacion con el
concepto en estudio. También en un contexto geomeétrico, Karrer y Jahn (2008)
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analizaron la ensenanza y el aprendizaje de las transformaciones lineales me-
diante el uso del Cabri Géométre; mediante tareas que implican distintos regis-
tros de representacion, mostraron que esta tecnologia promueve la identificacion
de las relaciones entre la representacion grafica de las transformaciones linea-
les y la matriz asociada a ellas.

En 2010, Roa y Oktag presentaron dos posibles descomposiciones genéeti-
cas del concepto Transformacion Lineal considerando perspectivas de cons-
truccion determinadas por diferentes mecanismos mentales y reportaron la
prevalencia de una de ellas debido, en su opinion, a la influencia de la pre-
sentacion que se usa en los libros de texto. Por otro lado, Bagley, Rasmussen
y Zandieh (2012) centraron su investigacién en la relacion conceptual que los
estudiantes establecen entre las matrices y las funciones lineales. En su estu-
dio indican que los estudiantes que concilian ambos conceptos son capaces
de trabajar con matrices sin dificultades, mientras que aquellos que no lo
hacen muestran dificultades frente al trabajo con matrices. En este sentido,
Wawro, Larson, Zandieh y Rasmussen (2012) presentan una trayectoria poten-
cial de aprendizaje sobre el concepto de transformacion lineal y su relacion
con la multiplicacion de matrices que ayuda a superar las dificultades encon-
tradas en otros trabajos.

A pesar de la abundancia en investigacion sobre el tema de las transforma-
ciones lineales, no se encuentran en ella trabajos que se aboquen a los aspec-
tos cognitivos relacionados con la transformacion lineal en su perspectiva
matricial y en particular al Teorema Matriz Asociada a una Transformacion Li-
neal (TMATL, ver Anexo 1). Esta investigacion pretende contribuir justamente en
esta direccion.

1.1 RELEVANCIA DEL TEOREMA

El TMATL proporciona, desde una perspectiva tedrica, una manera eficiente y sin-
tética de interpretar las transformaciones lineales, con importantes consecuencias
practicas. Por ejemplo, en la digitalizacion computacional de la informacion,
cuando se logra hacer una seleccién adecuada de las dos bases incluidas en el
teorema, es posible simplificar algunos calculos de matrices de coordenadas,
mediante la inclusion de un cimulo de ceros en sus coeficientes. De esta forma,
la matriz puede proporcionar informaciéon importante sobre la transformacion li-
neal de manera mas efectiva.
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1.2. PREGUNTA Y OBJETIVO DE INVESTIGACION

Las preguntas de investigacion que surgen de la discusion anterior son: (Qué
construcciones y mecanismos mentales son necesarios como prerrequisi-
tos para el aprendizaje del TMATL?; {Cudles son las construcciones y mecanis-
mos mentales asociados a la construccion del TMATL? Para responder estas
preguntas, se condujo esta investigacion con estudiantes universitarios utili-
zando como marco tedrico la teoria APOE. Consideramos que esa teoria es per-
tinente para este estudio dado que justamente se aboca al andlisis de la
construccion de conceptos matematicos y proporciona una metodologia que
permite el diseno de instrumentos y el andlisis de los datos de forma congruen-
te con la propuesta teorica.

2. FUNDAMENTACION TEORICA: TEORIA APOE

La teoria APOE, desarrollada por Dubinsky y el grupo de investigacién RUMEC
(Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros & Weller, 2014) es reconocida en
la comunidad de investigacion en Educacion Matematica. En ella se toma como
punto de partida el mecanismo de abstraccion reflexiva propuesto por Piaget
para describir la construccién de objetos mentales relacionados con objetos
matematicos especificos. La abstraccion reflexiva se pone de manifiesto en la
teoria a través de distintos mecanismos: interiorizacion, coordinacion, encapsu-
lacion, y reversion. A través de la realizacion de acciones, el estudiante entra en
contacto con los conceptos matematicos. La reflexion sobre esas acciones per-
mite su interiorizacion en procesos. Cuando el estudiante tiene necesidad de
hacer acciones sobre un proceso, este se encapsula en un objeto. Un conjunto
de acciones procesos, objetos y esquemas construidos previamente y relaciona-
dos consciente o inconscientemente en la mente de un individuo en una estruc-
tura coherente que se ponen en juego en la solucion de problemas. Un esquema
puede ser tratado como un objeto; el mecanismo involucrado en este caso se
conoce como tematizacion. Estas construcciones mentales son las que represen-
ta el acronimo APOE.

Consideremos un concepto matematico. Un individuo posee una concepcion
accion de dicho concepto si las transformaciones que hace sobre ¢l se realizan
paso a paso, obedeciendo a estimulos que son y percibe como externos. Un indi-
viduo ha interiorizado la accion en un proceso si puede realizar una operacion
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interna que hace (o imagina) esencialmente la misma transformacion entera-
mente en su mente, sin necesariamente realizar todos los pasos especificos. Dos
0 mMas procesos pueden coordinarse para construir un nuevo proceso y un pro-
ceso puede revertirse. Si el individuo considera un proceso como un todo, y reali-
za y construye transformaciones sobre él, se afirma que ha encapsulado el
proceso en un objeto. Ademas, si necesita volver desde el objeto al proceso que
le dio origen, se dice que ha desencapsulado el objeto.

En general puede decirse, a la luz de esta teoria, que las dificultades del estu-
diante con el simbolismo matematico provienen de tratar de realizar acciones
sobre procesos que no han sido encapsulados. Al tratar un problema matematico,
el individuo evoca un esquema y puede destematizarlo para tener acceso a sus
componentes, utiliza relaciones entre ellas, y trabaja con el conjunto. Un esque-
ma esta siempre en evolucion y puede considerarse como un nuevo objeto al
cual pueden aplicarsele acciones y procesos; en tal caso, se dice que el esquema
se ha tematizado.

Una descomposicion genética (DG) es un modelo hipotético que describe en
detalle las construcciones y mecanismos mentales que son necesarios para
que un estudiante aprenda un concepto matematico (Aron et al, 2014). En el
caso de esta investigacion, interesa el diseno de una descomposicion genética
que describa la construccion del conocimiento incluido en el TMATL, en el con-
texto del concepto de transformacion lineal.

3. METODO

Para determinar las construcciones y mecanismos mentales que subyacen a la
construccion del TMATL en estudiantes universitarios, se disend una descomposi-
cién genética que se describe mas adelante y se crearon instrumentos y registros
de observacion, basados en la descomposicion genética, para llevar a cabo el
analisis de las producciones escritas de los estudiantes, en particular de sus es-
trategias de solucion de los items de dichos registros. Para analizar dichos proce-
dimientos, consideramos que una aproximacion adecuada es el estudio de casos,
ya que es apropiada para estudiar una situacion a profundidad en un periodo de
tiempo acotado. Los estudios de casos se insertan dentro del ciclo de investiga-
cion de la teorfa APOE para llevar a cabo un andlisis coherente del trabajo de los
participantes en la investigacion.
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3.1. PARTICIPANTES

Los participantes de esta investigacion fueron 18 alumnos chilenos de tres uni-
versidades distintas, registrados en las carreras de Licenciatura y Pedagogia en
Matematica. (Stake, 2010). Los tres casos de estudio se sustentan y justifican en la
necesidad de delimitar con precision las construcciones que los participantes
ponen en juego cuando trabajan con problemas relacionados con el TMATL Los
casos de estudio permiten explicitar las construcciones y los mecanismos menta-
les que se presentan. Ademas, la heterogeneidad en la formacion de los estu-
diantes de distintas universidades permite explicitar las construcciones y los
mecanismos mentales que son comunes en la construccion del teorema.

El procedimiento seguido en la seleccion de los casos se baso en la conside-
racion de las siguientes categorias:

» Heterogeneidad en la formacion de los estudiantes.

* Existencia de programas de Pedagogia en Matematica y de Licenciatura en
Matematica, que incluyeran, al menos, una asignatura de algebra lineal.

* Accesibilidad de los investigadores.

* Avance curricular: que los estudiantes hubieran aprobado las asignaturas
de dalgebra basica y cursaran cuando menos el sexto semestre de su prime-
ra carrera, para descartar, en lo posible, que sus construcciones mentales se
limitaran a acciones y/o procesos.

Los 18 estudiantes con los que se trabajé fueron etiquetados por E1, E2, ..,
E18, y seleccionados atendiendo al ultimo criterio antes mencionado. La tabla 1
resume la informacion de los casos y los estudiantes.

Tabla 1. Resumen de la recogida de informacion por casos de estudio.

Tipo de estudiante | Caso 1 Caso 2 Caso 3
Estudiantes de la Estudiantes de la Estudiantes de la
Universidad 1 Universidad 2 Universidad 3
E1, E2 E3 E4, E5 E6, E7, E8, E9, E10,|E12 E13, E14, E15,
E11 E16, E17, E18
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El analisis de los datos obtenidos se llevd a cabo, en primer término, de ma-
nera independiente por los investigadores. Posteriormente, dicho analisis se ne-
gocio entre ellos para triangular los resultados (Armon et al, 2014) y obtener, de
esta manera, una descripcion de las construcciones y mecanismos mentales que
mostraron los estudiantes.

3.2. ANALISIS TEORICO

El analisis tedrico consistié en el estudio profundo, por parte de los investigadores,
de los conceptos matematicos incluidos en el TMATL A partir de este andlisis, se
disen6 una DG preliminar del TMATL con la intencién de contar con un modelo
epistemologico-cognitivo de la construccion del TMATL

3.2.1. Descomposicién Genética TMATL

Partiendo de las hipotesis de la teoria APOE y las nociones matematicas del TMATL,
sostenemos que los conocimientos previos requeridos por un aprendiz para la cons-
truccion del TMSTL corresponden a los de espacio vectorial de dimension finita como
un esquema, que incluye el objeto espacio vectorial, el objeto base y el objeto dimen-
sion, asi como los conceptos de transformacion lineal y de matriz como procesos.

La construccion del TMATL se inicia a partir del esquema espacio vectorial del
cual se toman los componentes que lo conforman: espacio vectorial como objeto,
base como procesos y vectores elementos de dicho espacio vectorial como objetos.
Para ello consideramos los dos espacios vectoriales Vy W con dimensiones finitas
no necesariamente iguales (digamos ny m respectivamente), como procesos, se
coordinan a través de la transformacién lineal Ten un nuevo proceso que permi-
te considerar la transformacion lineal como una funcion, cuyo dominio es uno de
los espacios vectoriales y cuyo codominio es el otro espacio vectorial, digamos, T
de Ven W. Este proceso se coordina con la nocion de base como un proceso que
permite calcular las imagenes de los vectores de una base B de V' bajo la transfor-
macion lineal T La coordinacion de este proceso con el de espacio vectorial W
permite representar las imagenes de los vectores de una base B de Ven el espacio
vectorial W,y también presentar un vector w en el espacio vectorial Wen términos
de los vectores de una base B’ del espacio vectorial W. Este proceso se encapsula
en el objeto coordenadas del vector w en la base B’ esto es [w]g. .
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En lafigura 1 se muestra un diagrama que ilustra esta primera parte de la DG.

Espacio Vectorial Transformacion Lineal Matriz
ESQUEMA PROCESO PROCESO
Combinacion
‘ I lineal
Espacio Base Dimension de un Vector
Vectorial PROCESO Espacio Vectorial OBJETO
OBJETO OBJETO
DESENCAPSULAR N Desencapsulamos del concepto
vector una concepcion proceso
para un vector w de W
W espacio vectorial =a' ' LYY
¥ espacio vectorial de djnrl’ensién finita m N
de dimension finita n PROCESO
PROCESO Coordinados por la
Transformaci6n Lineal
T:V = W Funcién
PROCESO
ﬂ={"1"’2,»-»"’n} ﬁ'={w1,w2,..4,wm}
Base ordenada de V' Base ordenada de W
COORDINAR mediante la transformacion lineal
T(v)=w ", T(vy)=w,",.T,(v,)=w,'
a'|
Coordenada de un vector [ ] a'
wip= M
alm
OBJETO

Figura 1. llustra la primera parte de la DG del TMATL
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| COORDINACION |
a'y
(24 '2
[T(Vi )] g = M
[£1 "11
PROCESO
| COORDINADOS para construir la
——— MATL a partir del cuantificador ——
TW)EW Vv, EV
M M M
[To0]p [T0], L [T [EMpa(®)
M M M
PROCESO
! M M M
[T];:: =| [T )]/i' [T(Vz)]ﬁ' L [T("")]/f‘
M M M
OBJETO ROTULADO MATL
DESENCAPSULADO Coordenada de un
vector [V] ﬂ
MATL
PROCESO PROCESO

COORDINACION
Mediante el producto matricial

|
AP

PROCESO TMATL

ENCAPSULADO

o
(71, [¥], =[],
OBJETO TMATL

Figura 2. llustra la sequnda parte de la DG del TMATL
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El proceso de cdlculo de la imagen de un vector de una base B de V median-
te la transformacion lineal T se coordina con el proceso de escribir todas las
imagenes de los vectores de la base B (generalizacion de calculo de imagenes).
Asi, también, el proceso de base B de W permite identificar las imagenes de la
base B de V como elementos del espacio vectorial W como un nuevo proceso. De
esta manera, es posible escribir los vectores imagen como combinacion lineal de
los vectores de la base B de W (generalizacion dada por el cuantificador, que
determina que el proceso de coordenada de un vector se repetird en todos los
vectores de la base ordenada B de V). Este proceso se coordina con el de matriz
para obtener un ordenamiento de las imagenes mediante T, en una matriz que
se identifica con la matriz de coordenadas. Finalmente, este proceso se encapsu-
la en el objeto matriz asociada a una transformacion lineal, rotulado como [7753'.

El proceso de matriz de coordenadas se coordina con el de coordenadas de un
vector v de V en un proceso asociado a la matriz resultante del producto matricial
[[TI;B[VIB. Este proceso se encapsula en un objeto que puede rotularse como [T(V)].

A través de la accién de comparacion de los objetos [[TI,? y [T(V)], es posible
determinar la igualdad entre ambos objetos ([[T;[vIB= [T(V)],). Estas acciones se
interiorizan en un proceso que se coordina con el proceso de funcién en un
nuevo proceso que permite considerar esta igualdad como el resultado de la
aplicacion de una funcion, lo cual viene a ser la construccion mental proceso
TMATL. Este proceso se encapsula en el objeto TMATL [[TI;2[vIB= [T(V)];. En la figura
2 se muestra un diagrama que ilustra la segunda parte de la DG.

3.3. INSTRUMENTOS
Disefiamos, en primer término, un cuestionario de 5 preguntas (Tabla 2), con la

intencién de documentar en una primera instancia las construcciones y mecanis-
mos mentales previstos en la DG.

Pregunta 1 Sea T: R? — R’ transformacion lineal definida por T( x, v ) = ( X+ y, x-y, X), consi-
dere C,={(1,0), (0,1)] base canonica de R? y C;=1{(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)f base cané-
nica de R

Determine las coordenadas de la imagen del vector (2,1) en la base C;

Pregunta 2 Sea T: R* — R’ transformacion lineal definida por T( x, v, z ) = ( x+ y-z x+ 2),
considere BI = [(1,00)(1,1,0)(1,1,1)] base de R* y B, = {(1,1)(0,1)] base de R
Determine [T(2.1,0)]g,
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Pregunta 3 a b
Sea T: My(R) — R? transformacion lineal definida por T cdl” (a+ b-¢ d).
Considere By = L base de R*y
00 00 01 11
B,=1{(1,1)(0,1)] base de R
) ab
Determine [T cd Is,
Pregunta 4 Determine la matriz asociada a la transformacion lineal definida desde IP,[x]

(polinomios de grado menor o igual a dos) a R, por T( ax*+bx+c )=(a+ ¢, a-b,
b) en las bases B,=[xx?+x, x*+x +1] y Bs=[(1,1,0)(0,1,0)(0,01)] de IP,[x] y R
respectivamente.

Pregunta 5 Considere la transformacion lineal F : <(1, 0,0,1),(0,1,1 0)>—><X2, X+1>,

definida por[F ], =( (1) 2];donde B=((1.0,0,1,0110)y B'=(x, x+1)

determine las coordenadas de la imagen del vector [V]B =[ g }

Realizamos un andlisis a priori y otro a posteriori para cada una de las
preguntas del cuestionario. Ambos analisis fueron profusamente discutidos en-
tre los investigadores y las discrepancias se negociaron hasta alcanzar un
acuerdo que se presenta mas adelante como el analisis a priori de las pregun-
tas del cuestionario, y posteriormente como el analisis de los datos obtenidos
en la investigacion.

Una primera lectura de las preguntas puede hacerlas parecer como cuestiones
que pueden ser respondidas de forma mecanica. Sin embargo, las preguntas no
son triviales y esto se muestra en los resultados de este trabajo donde se observa
que los estudiantes no fueron capaces de responder de esta manera, lo que indi-
ca que la solucion de los problemas planteados requiere de reflexion. Es esta forma
de respuesta lo que nos permite obtener evidencias que puedan contrastarse con
las estructuras mentales previstas en la DG. Por otra parte, el hecho de incluir pre-
guntas mas dificiles podria conducir a la no respuesta por parte de los estudiantes
que, pensamos, debe evitarse en una investigacion que pretende profundizar en la
forma en que los estudiantes construyen los conceptos involucrados en ellas.
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Se llevd a cabo, ademas, una entrevista semiestructurada, basada en las
preguntas del cuestionario, con el fin de profundizar en las respuestas dadas
por los tres alumnos que mostraron evidencias de haber construido la mayor
parte de las estructuras incluidas en la DG y que accedieron a ser entrevistados.
En esta entrevista se agregaron preguntas al cuestionario que se utilizaron de
acuerdo con las necesidades de la entrevista para poder discriminar posibles
dudas sobre el tipo de construccion mostrada en el trabajo de estos alumnos a
lo largo de toda la entrevista.

3.3.1. Andlisis a priori de las preguntas del cuestionario

La pregunta 1 tiene por objetivo determinar si un estudiante muestra la coordi-
nacion entre el proceso coordenada de un vector y el de imagen de un vector
mediante la TL. Dicha coordinacion se lleva a cabo mediante la combinacion li-
neal. En una descripcion mas precisa, podemos decir que los procesos asocia-
dos a los espacios vectoriales R? y R? de dimension finita, se coordinan a través
de la regla de una transformacion lineal en un proceso funciéon cuyo dominio es
uno de los espacios vectoriales y cuyo codominio es el otro espacio vectorial [T:
V — W El estudiante debe calcular la imagen del vector (2,1) mediante la TL
definida, es decir T(2,1)=(3, 1, 2), lo que corresponde a mostrar que es capaz de
efectuar la accion de calcular la imagen de un vector dado. Si el estudiante ha
interiorizado las acciones correspondientes a las coordenadas de un vector en
una base dada como un proceso, entonces podra determinar la imagen de di-
cho vector en términos de una combinacion lineal de los vectores de la base
de llegada. En este caso escribiendo el vector (3,1,2) como combinacion lineal de
[(1,0,0)0,1,00(001)}, es decir: (3,1,2) =3(1,0,00+1(0,1,0)+2(0,0,1) cuyas coordena-
das son los numeros 3, 1y 2.

La pregunta 2 requiere de las mismas construcciones que la pregunta 1,
aunque ahora se pide explicitamente determinar la transformacién de un
vector especifico de R® en términos de una base no canénica de R% La pre-
gunta tiene por proposito determinar si un estudiante coordina el proceso de
combinacién lineal con el de espacio vectorial Wen un nuevo proceso que
le permita identificar la base B,de R? en términos de la cual se puede escribir
el vector T(2,1,0) = (3,2) = a(1,1) + B(0,1) de donde se obtienen las coordena-
das =3y p=-1
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Es asi que reescribir las coordenadas resultantes de la combinacion lineal
. 3 : .
como una matriz || T (2, 1,0) S Ll requiere que las construcciones men-
3 -

tales antes descritas se encapsulen en un objeto coordenada de la imagen de un
vector especifico para realizar acciones sobre este, y construir la matriz asociada
a la transformacion lineal.

Nuestra hipdtesis es que si un estudiante no ha construido el concepto coor-
denada de la imagen de un vector como un objeto, tendra dificultades para rea-
lizar las acciones necesarias sobre este para construir la matriz asociada a la
transformacion lineal.

La pregunta 3 da cuenta de las mismas construcciones mentales de las pre-
guntas anteriores. Esto es, de la coordinacion entre las construcciones mentales
proceso del concepto coordenada de un vector y el concepto de imagen de un
vector, mediante la TL. La coordinacion se lleva a cabo mediante la combinacion
lineal del vector obtenido (la imagen) en términos de la base del espacio de lle-
gada. El objetivo de esta pregunta es alejar al estudiante de la dimension del
calculo numérico, que es un paso a la generalizacion necesaria para la construc-

cion de la MATL Dada la TL T definida por T i Z =(a+b-¢ d), para determi-

nar las coordenadas del vector c d bajo la transformacion, debemos escribir

el vector imagen como combinacion lineal de la base B, Es decir: (a+b-c¢, d) =
a(ll)+p(0,1), dedonde@a=a+b-cyB=d-a-b+c

Por lo que se tiene |T| 9 b _| a+b-c

c d B, d-—a-b+c |

En la pregunta 4, el proceso de calculo de la imagen de los vectores de la
base B, del espacio de partida —IP,[x]-, mediante la transformacion lineal T se
coordina con el proceso de coordenadas de un vector en un nuevo proceso que
permite escribir a todos los vectores imagen como combinacion lineal de los
vectores de la base B de R® Desde una perspectiva matematica, el calculo de las
imagenes de los vectores de la base B, es: T(x)=(1,1,0), T(x* +x)=(1,1, 1)y
T+ x+1)=(2 0, 1). Paso sequido se calculan las coordenadas de cada vector
imagen: (1, 1, 0) = o(1, 1, 0) + 3,(0, 1, 0) + 6,(0, 0, 1), y (1, 1, 1) = ex(1, 1, 0) +
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B0,1,00+8,0,0,1)y (20 1) =51, 1,0) + 550, 1, 0) + 850, 0, 1), para obtener
los valores de las coordenadas de cada vector imagen.

Para la construccion de la MATL, el proceso que permitié construir las coorde-
nadas de las imagenes de los vectores de una base, se coordina con el de matriz
para obtener un ordenamiento de las imagenes mediante la transformacién en

1 1 2
una matriz, que se identifica como la matriz de coordenadas | 0 0 -2 | El
01 1

objetivo de la pregunta es determinar si el estudiante muestra una construccion
proceso del TMATL Puede esperarse que en la resolucion del sistema de ecuacio-
nes lineales para encontrar las coordenadas, un estudiante resuelva el sistema

10 01 ]1(2 10 011 2
de lasiguienteformal 1 1 0| 1|10 (= 0 1 00| 0] =2
00 11011 00 1]011] 1
11 2
de donde la MATL corresponde a| 0 0 -2 |
01 1

En la pregunta 5, el proceso matriz de coordenadas se coordina con las coor-
denadas de un vector mediante el producto matricial para calcular[F] [ ] La
B B

necesidad de comparar los procesos permite que éstos se encapsulen en objetos,
los cuales pueden desencapsularse y los procesos resultantes se coordinan en

un nuevo proceso, que permite considerar a [F]Z [V]B =[F(v)]5‘ como resultado

de aplicar una funcién, esto es, f(x) =y para f=[F]Z X = [V]B ey= [F(v)]B‘ que
es el proceso TMATL. La comparacion de estos procesos para determinar la igual-
dad permite que esos procesos se encapsulen en el objeto TMATL La pregunta
pretende determinar si el estudiante muestra una concepcion objeto del TAMTL
Como respuesta esperada, un estudiante determina las coordenadas del vector,

aplicando [F]g‘[v]g =[F(v)]8,, de esta forma se obtiene que las coordenadas

delvector[F(v)]B,serian[F(V)] (1 2)[21 [8 }

0 8)3 24
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3.4. ANALISIS DE DATOS

Una vez disenada la DG preliminar fue necesario validarla, es decir, tener alguna
certeza de su viabilidad como modelo de construccion del TMATL Para ello se di-
seno el cuestionario de 5 preguntas que se present6 en la seccion anterior. El
analisis de las respuestas de los estudiantes, conjuntamente con los comentarios
que hicieron en estas respuestas, permitié, por un lado, identificar las construccio-
nes mencionadas en dicha DGy, por otro, analizar las construcciones y mecanis-
mos mentales mediante las cuales los estudiantes pueden construir el TMATL. Los
datos provenientes del cuestionario se complementaron, como se menciono, con
los datos de la entrevista de tres estudiantes elegidos entre quienes habian res-
pondido el cuestionario.

Se analizaron los resultados obtenidos de la aplicacion del instrumento por
los investigadores, quienes los negociaron en términos de la DG preliminar. En
general, el analisis fue hecho con nitidez, es decir, se prest6 atenciéon a estudian-
tes que parecen comprender el TMATL y a otros que parecen no haberlo entendido.
Posteriormente se discutieron las diferencias detectadas en términos de la pre-
sencia o ausencia de cada una de las construcciones o mecanismos mentales
que aparecen en la DG preliminar. Asi, se detectaron los datos que apoyan las
construcciones o mecanismos mentales previstos en la DG o que puedan aportar
informacion para refinarla.

4. RESULTADOS

A continuacién se presenta el andlisis de las respuestas al cuestionario y los co-
mentarios incluidos en la discusion de las mismas. Es importante mencionar que
el interés de este estudio consiste en explorar la posibilidad de validar las cons-
trucciones y mecanismos mentales previstos en la descomposicion genética a
partir de los razonamientos que los estudiantes evidencian en sus respuestas.

CONSTRUCCION DE LAS COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO A UNA BASE COMO UNA ACCION
La mayoria de los estudiantes de los tres casos no mostraron evidencia de haber

construido la MATL como un proceso. Algunos entre ellos, como el estudiante E2,
revelan que son capaces de calcular las imagenes de vectores dados bajo una
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transformacion especifica y son capaces de escribirlos como combinacion lineal
en términos de los vectores de la base, que corresponde a la imagen de la trans-
formacion y no necesariamente a la base canonica. Esta evidencia pone de ma-
nifiesto que los alumnos de este grupo posiblemente han interiorizado en un
proceso los conceptos de combinacion lineal y espacio vectorial, pero no los han
coordinado en un proceso que les permitiria identificar las coordenadas de la
imagen en una base, y representarlas de manera ordenada en una matriz. (Figu-
ra 3y figura 4).

Tt ds s %)
/ 2 ’
al 41) s elals By T(”,); (ﬂfé c,o()

= ijzb 3 / - E=) <0Hl9~c o) QL Dkl 0,4)
a,
= =) e Qib-c =X .
d= X4+y % 5 7
[T(Z/(,ORJ& ¢ /}17 e a- x-b+c
Figura 3. Respuesta de E2 a la Figura 4. Respuesta de E2 a la

pregunta 2 pregunta 3

Los alumnos de este grupo muestran también dificultades para identificar la
incognita en los sistemas de ecuaciones que es necesario resolver para encontrar
dichas coordenadas en casos un poco mas complejos o que estan dados en
términos de variables. Otros, después de usar la técnica de la matriz aumentada
para resolver un sistema de ecuaciones, no son capaces de interpretar el resulta-
do y no pueden organizar la informacién para dar respuesta a las preguntas
mostrando claramente que no han interiorizado estas acciones en un proceso
que les permita trabajar de manera general. Este es el caso de E13, quien obtiene
correctamente las imagenes de los vectores bajo la TL en la pregunta 4, pero
respecto a la matriz que se le pide, comenta ” recuerdo que los coeficientes se
escriben en una matriz.. pero no sé como era..’, mostrando claramente que no
ha construido la MATL como un proceso, m|entras que en el caso de la pregunta
3 (como se muestra en la figura 5), no es capaz de interpretar el resultado de la
matriz al trabajar Unicamente con variables.
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Figura 5. Calculos realizados por E13

Diez estudiantes no responden las preguntas 4 y 5 o solamente dan respues-
tas del tipo ‘no recuerdo las propiedades, pero no era dificil’, “no recuerdo la no-
tacion en general” o ‘recuerdo que tenia que ver con lo de las bases, pero nunca
lo supe hacer’. En el caso de la pregunta 5 utilizan alguna propiedad que recuer-
dan, como en el caso de E17, quien Unicamente verifica la imagen del elemento
neutro y comenta ‘la transformacion del cero vector es e a la cero que es uno,
coma cero” pero no hace nada mas.

En relacion con el TMATL, se puede decir que la falta de construccion de los
procesos asociados a las acciones antes mencionadas repercute en la imposibi-
lidad de estos alumnos de trabajar con dicho teorema. De acuerdo con la DG
elaborada, es necesaria la construccion de dichos procesos y su coordinacion

para poder hacerlo.

CONSTRUCCION DE LA MATL COMO PROCESO

Los 5 estudiantes que muestran haber construido una concepcion proceso de la
TMATL son capaces de calcular las coordenadas de la imagen de un vector, tanto
en el caso de vectores y bases especificos, como en los casos en que se presen-
tan de manera general. Por ejemplo, en la pregunta 3, E9 responde lo solicitado
(Figura 6), calculando las coordenadas de la imagen de un vector, escrito en
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forma general, de donde puede determinarse que ha coordinado el proceso vec-
tor con el de espacio vectorial y de base, para construir el proceso coordenadas
del vector en una nueva base dada.

T(fj): (a 4—4—0/9(/

FCS&JXQZ = [(a-p), ~c q?)&: (3'+[7‘c\

~3-b+

Figura 6. Respuesta de E9 a la pregunta 3

Estos alumnos muestran evidencias de haber coordinado las coordenadas de
todos los vectores de una base en el dominio de la TL con los vectores de la base
correspondiente a su imagen. Por ejemplo, el estudiante E9 escribe sus calculos
en el caso de la pregunta 4 y explica: ‘Es como antes, pero aqui ya se encuentra
para la transformacion dada de manera general, no es especifica’.

Estos alumnos muestran, ademas, una construccion proceso de la MATL.
Proporcionan evidencias de coordinar este proceso, resultante de la coordina-
cion de aquellos correspondientes a encontrar las coordenadas de los vectores
en términos de las bases del dominio y la imagen de la TL, respectivamente,
con el proceso de ordenamiento de los vectores en la MATL Los calculos de E9
cuando daba respuesta a esta pregunta, en un caso particular, se muestran en
la figura 7. Al comentar en la entrevista su respuesta a esta pregunta, explica
su proceder: ‘Estos vectores corresponden a la base de la imagen de la TL. Es
lo que va en la matriz, pero aqui. Al construir la matriz, no se pueden poner
las columnas de cualquier manera..se necesitan poner como deben de ir, en
un orden especifico para que la matriz si sea la asociada. El orden importa.”
Mediante este comentario es posible afirmar que E9 da evidencias de haber
construido el proceso MATL

Estos alumnos tuvieron, sin embargo, dificultades para coordinar el proceso
de matriz de coordenadas con el de coordenadas de un vector, 0 muestran no
haber encapsulado la matriz de coordenadas en un objeto que permita compa-
rarlos y considerar su igualdad. Esta encapsulacién es necesaria para reconocer
el papel que juega la funcién en el TMATL
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Figura 7. Respuesta de E9 a la pregunta 5
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CONSTRUCCION DE LA MATL COMO OBJETO Y SU RELACION CON EL TMATL

Los tres alumnos restantes dieron, a través de sus respuestas al cuestionario,
evidencia de haber construido la MATL como objeto. Por sus respuestas fue posi-
ble evidenciar la importancia de la construccion objeto de la MATL en la construc-
cion del TMATL Entre estos estudiantes, E4 fue el unico que se considerd podria
haber construido el TMATL como objeto. Con sus respuestas a todas las preguntas
del cuestionario y sus explicaciones a las mismas dio muestra de haber construi-
do las estructuras mencionadas en la DG; sus respuestas fueron siempre contun-
dentes y nunca hizo uso de procedimientos auxiliares en sus respuestas. Mostro,
ademas, ser capaz de hacer acciones sobre la MATL La utiliza para calcular la
imagen de un vector bajo la TL Al preguntarle si esta seguro de su respuesta,
responde:

‘Si, porque la matriz asociada me permite encontrar las imdgenes de un vec-
for sin necesidad de tener la T en forma explicita, ademds no me piden cudl es
la transformacion, en realidad, no necesito hacer mds”. E4 evidencia en su traba-
jo en el cuestionario que ha coordinado todos los procesos involucrados en la
construccion del TMATL y que es capaz de establecer la igualdad entre ellos (Figu-
ra 8). Identifica con claridad los elementos que debe usar en la respuesta de cada
pregunta. Sin embargo, de sus respuestas no es posible inferir con certidumbre si
ha construido el TMATL como objeto, pues no es posible discriminar si considera
el teorema desde el punto de vista matricial o si reconoce su caracter funcional,

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 2, AGOSTO DE 2015 113



Construcciones y mecanismos mentales para el aprendizaje del teorema matriz asociada...

al no haberle hecho mas preguntas, pues no fue posible que participara en la
entrevista.

i

F1 0, Tl e e e
b

b

-ZZ,%
ggi’w\

Figura 8. Respuesta de E4 a la pregunta 5

En la respuesta de E18 se encuentra un ejemplo de un alumno que, a pesar
de mostrar haber construido una concepcién objeto de la MATL, enfrenta algu-
nas dificultades frente a la construccién del TMATL Este alumno responde co-
rrectamente las primeras cuatro preguntas y explica sus procedimientos con
claridad. Si bien contesta correctamente la pregunta 5, no efectia las acciones
sobre la MATL que le permiten la construccién del TMATL (Figura 9), en cambio,
hace un proceso de reversion sobre la MATL dada para encontrar el vector de
coordenadas y determinar la imagen del vector dando un paso hacia atras,
regresando a la combinacion lineal, lo que le permite reconstruir el proceso
para encontrar la matriz.

L21
EVJB‘)%—] =p 20(49,0,1) +3(0,4,4,0)
=(2,3,3,2)—9ver_—}ﬂr

o . z ¥ Cusko on Hocema-
i R By
{2-44»2-3 ) (B Lscalas em
e i ZL') Aa ctxa Lo
L2 )+ 24 (£+1) = &x* +24x r2Y

Lb Imcujen lg,‘ vector . (2(3:3}2) 5

Figura 9. Respuesta de E18 a la pregunta 5

114 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 2, AGOSTO DE 2015



Maria Trigueros, Isabel Maturana, Marcela Parraguez y Miguel Rodriguez

Es importante destacar que a partir de las respuestas al cuestionario y los
comentarios que los alumnos ofrecen sobre ellas, E4 es el Unico que muestra
una concepcion objeto de la MATL y la construccién del TMATL en transicion
entre una concepcion proceso y una concepcion objeto.

CONSTRUCCION DE LA MATL Y DEL TMATL COMO PROCESO: LA ENTREVISTA

De entre los alumnos que respondieron el cuestionario se eligio a los tres, aparte
de E4,que dieron alguna muestra de haber construido una concepcion del TMATL
que posiblemente se encontraba en transicion entre la concepcion proceso vy la
concepcion objeto. Se decidié indagar mas a profundidad sobre sus construccio-
nes a través de una entrevista a profundidad. Los alumnos entrevistados fueron
E3, E9y E18.

El analisis de los datos de la entrevista permitié adentrarse en la construc-
cion del TMATL. Como se menciono6 anteriormente, las preguntas de la entrevis-
ta se basaron en las del cuestionario y se anadieron otras particulares,
dependiendo de las respuestas de cada uno de los entrevistados. Una pregun-
ta que se utilizd en las tres entrevistas y que resulto clave en la posibilidad de
permitir a los estudiantes reflexionar y reconstruir conocimiento durante la
entrevista fue la siguiente:

Sea T R? — R? transformacion lineal definida por T(u) = Au, donde

cos 6 —sin @ )
A=| para 6 = 30° T define una rotacion de 30° en el sentido
sin@d cos @

contrario a las manecillas del reloj.

a. Demuestre que es una transformacion lineal.

b. Determine las coordenadas de la imagen del punto P = (5, V3) bajo la
Transformacion T. ¢Puede graficar?

¢ Si T(u) = A%u. Como mueve la transformacion T, al vector u.

d. Si T,(u) = A'u. Como mueve la transformacion T, al vector u.

En ella se presenta una transformacion en términos del producto de una
matriz por un vector. Se pidié a los alumnos senalar si la transformacion es lineal
y probarlo, con el propoésito de mirar las acciones que podian hacer sobre la
transformacion, en las que se pone a prueba la evolucion en la construccion del
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concepto MATL, puesto que una resistencia a la prueba corresponde a no haber
construido como objeto la MATL Por otra parte, si su respuesta era positiva, permi-
tia obtener evidencias de una construccion proceso del concepto TL, pero al com-
plementar la demostracién con las respuestas a las preguntas ¢) y d), es posible
obtener informacion sobre la posibilidad de haber construido como objeto la
MATL, lo que se reconoce como el TMATL.

En el caso de E18, se observd su capacidad de realizar los calculos particula-
res propuestos en la pregunta b), pero no fue capaz de hacer la demostracion
pedida, como se muestra en la figura 10.

y e |\

Figura 10. Respuesta de E18 a la pregunta b)

Podemos pensar que E18 realiza acciones sobre las matrices, pero no tra-
baja con la funcion T, esto es, no coordina los procesos funcién combinacion
lineal y matriz.

Las evidencias obtenidas en las respuestas de E9 durante la entrevista reafir-
maron la dificultad de los alumnos para considerar al producto de la matriz por
el vector como una funcion.

[E9-13] Me habia complicado un poco con la anotacion.

[Ent-14] ¢Qué pasoé con la anotacion?

[E9-14] Es que de hecho me habia confundido, porque pensé en un mo-
mento que la transformacion lineal era tomada de algun dngulo y
le aplicaba entonces esto como la variable...

No obstante, respondi6 la pregunta como se muestra en la siguiente figura 11.

En este caso, E9 mostré ser capaz de realizar acciones sobre la matriz para
demostrar que es una TL En su descripcion se encuentra evidencia de la forma
en que coordina los procesos asociados al producto entre matrices y vectores.
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Figura 11. Respuesta de E9 a la demostracion de la TL

[E9-19]

[Ent-20]
[E9-20]
[E9-21]

[Ent-22]
[E9-22]

Los vectores cuando son de R? puedo escribirlos como una matriz
de 1x2. Entonces, por propiedades de las matrices conforman una
linea, entonces puedo aplicar distribucion. El producto distribuye.

Entonces es por distributividad, es por propiedad de las matrices.
Si

Y nuevamente por distributividad de las matrices se puede distri-
buir este producto y puedo bajar esto.

&Y eso depende de la matriz que te dieron?

No.

Por su parte, E3 realiza la prueba para la matriz dada sin dudar sobre el pro-
cedimiento a realizar, esto se aprecia en su trabajo, que aparece en la figura 12.

En las respuestas a las otras partes de la pregunta dadas por E9 y E3 es po-
sible observar que, a pesar de ser capaces de operar con la matriz como proceso
y de coordinar este proceso con el proceso de funcioén, su trabajo se ve limitado
al considerar la TL como una rotacién o una reflexién, como se aprecia en la
respuesta de E9 que se muestra en la figura 13.

[Ent-30]
[E9-30]

Ahora la transformacion inversa.

Esta propiedad viene a ser por la paridad del coseno y la dispari-
dad del seno. Entonces el dngulo es el vector del dngulo negativo.
Entonces es como aplicar la transformacién con coseno de -30%..
Se da un giro.
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Figura 12. Respuesta de E3 a la demostracion de la TL

Por su parte, E3 explica como la matriz actiia sobre los vectores, explicando la
relacion entre los grados y el movimiento de los vectores, argumentando: “..60°,
primero 30 y después 30, en el sentido contrario a las manecillas del reloj..” al
mismo tiempo que realiza los calculos sobre las matrices que se muestran en el
figura 14, que no son claros ni se relacionan con su discurso.

o Fb @s(zs

i o G
M:I%l'(:';“’” w@sf30) -ﬁaé()])
~ A [0 su&

7 st ws0

A ey ~30°

5il0) cos 6y

Figura 13. Produccion de E9 al considerar la transformacion inversa
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Figura 14. Respuesta de E3 a los apartados c) y d)

En el transcurso de la entrevista, y como se muestra en las figuras anteriores,
E3 y E9 dan muestras de utilizar las estructuras que han construido y de reflexio-
nar sobre ellas, para, con la guia de la entrevistadora, encapsular, ahi mismo, la
MATL como un objeto al dar evidencias de poder hacer acciones sobre ella, mien-
tras que las respuestas de E18 ponen en evidencia una concepcion proceso de
la MATL Sin embargo, al enfrentar el TMATL, aunque son capaces de utilizarlo con
comprension, Unicamente se puede concluir que lo han construido como un
proceso. Sus respuestas no muestran evidencia alguna de considerar al TMATL
como una funcion, es decir, concebir el teorema como la funcién: [TV, — [T15
— [T(V)]z Al parecer, los alumnos comprenden el teorema en términos matricia-
les, pero no alcanzan a construir la relacion con su interpretacion funcional, pero
los datos de este trabajo no alcanzan para sugerir como serfa posible lograrla.

5. DISCUSION Y CONCLUSION

Los resultados de esta investigacion muestran las construcciones y mecanismos
mentales que modelan el aprendizaje del TMATL Entre ellos se destaco la cons-
truccion del concepto coordenadas del vector como objeto y la coordinacion entre
los procesos de coordenadas de un vector respecto a una base del espacio domi-
nio de la TL como proceso con la idea de matriz asociada a una transformacion
lineal como proceso para obtener como resultado las imagenes mediante la TL
En cuanto al teorema que nos ocupa, el analisis de los resultados obtenidos
da cuenta que los estudiantes que logran construir el TMATL, mostraron evidencias
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de haber construido las siguientes construcciones y desarrollado los mecanismos
mentales asociados a ellas:

120

)

)

©)

La construccion objeto del concepto de coordenada de la imagen de un
vector: Se logra a partir de la coordinacion del proceso imagen de un vec-
tor en términos de la base del espacio vectorial de llegada de la TL con el
proceso de matriz. Esta coordinacion se realiza a partir de la construccion
de la combinacioén lineal de vectores como proceso.

La construccion del concepto MATL como objeto: Para ello es necesario
coordinar los procesos de matriz y de coordenada de la imagen de un
vector a través del cuantificador, que exige que todas las imagenes de
la base del espacio de partida, sean puestas en combinacion lineal de la
base del espacio de llegada de la TL Este proceso se encapsula en el
objeto matriz asociada a una T, denotado como [T]5. Esta encapsulacion
mostré ser dificil para los sujetos de los casos de esta investigacion. Uni-
camente uno de ellos, E4, dio muestras en su trabajo de haberlo construi-
doy, durante la entrevista, con la guia de la entrevistadora, dos alumnos
mas, E3 'y E9, lograron dicha encapsulacion.

Las evidencias obtenidas dan cuenta de las dificultades en la cons-
truccion del MATL Claramente, el analisis de los resultados muestra que la
no construccion del concepto coordenadas de la imagen de un vector
como un proceso imposibilita la construccion de la MATL Sin embargo,
la determinacion de las coordenadas de la imagen de un vector no basta
para construir la MATL Esta dificultad implica que no se ha construido la
coordinacion del proceso que permite escribir a estos vectores imagen
como combinacién lineal de los vectores de la base del espacio dominio
de T con el de matriz, para obtener un ordenamiento de las imagenes
mediante T, en una matriz que se identifica con la matriz coordenadas.
La construccion del concepto de TMATL como proceso: Se obtiene median-
te el proceso de comparaciéon de los objetos [TIE'y [T(v)], mediante la
igualdad entre ambos objetos:[TI5 [Vl = [T(V)],. Este proceso debe coordi-
narse, ademas, con el proceso de funciéon en un nuevo proceso que per-
mite considerar esta igualdad como el resultado de la aplicacion de una
funcion, lo cual viene a ser la construccion mental proceso TMATL En los
datos de la entrevista se observd que los estudiantes E3 'y E9 construyeron
una concepcion proceso de TMATL. Ambos son capaces de comparar los
objetos [T18y [T(v)]y a través del producto de matrices. Sin embargo, nin-
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guno de ellos fue capaz de coordinar el proceso de comparacion con el
de funcidn, indispensable en la posible encapsulacion de TMATL. Los resul-
tados de esta investigacion muestran las dificultades involucradas en esta
construccion.

Una contribucion relevante de este trabajo consiste en mostrar que
la construccion de la MATL como un objeto, no garantiza que se ha cons-

truido la relacion [T]g [\/]B =[T(v)]B, que establece el TMATL como un

objeto. Al parecer, el peso que se le da al manejo de las matrices hace
que la posibilidad de pensar en el TMATL como una relaciéon entre funcio-
nes quede en un segundo plano. Este resultado parece indicar que en los
cursos de algebra lineal es necesario llevar a cabo actividades explicitas
para poner de relieve el papel de la funcion en este importante teorema.

En general podemos decir que las construcciones previstas en la DG que
aparecen en el trabajo de los estudiantes son, fundamentalmente, la construccion
del concepto de coordenadas de un vector como un objeto, la construccionde la
MATL como un objeto, y la importancia del reconocimiento de MATL como una
funcion. Estos datos muestran que la DG disenada parece dar cuenta de las cons-
trucciones necesarias en el aprendizaje del TMATL. Cabe sefnalar que la evidencia
encontrada no es suficiente para afirmarlo. Es necesario llevar a cabo mas inves-
tigacion que contemple entrevistas a un mayor numero de estudiantes para tener
evidencia que lo sustente.

Con este estudio se propone una primera respuesta a la pregunta de investi-
gacion planteada acerca de las construcciones y mecanismos mentales asocia-
dos a la construccion de la MATL y, al mismo tiempo, a la pregunta sobre las
construcciones y mecanismos mentales necesarios para el aprendizaje del TMATL
Se propone, asi, esta DG a la comunidad interesada en el aprendizaje de este
tema como un posible modelo de ensenanza-aprendizaje del TMATL y como dise-
no de investigacion que permita validarla. Los resultados de este estudio, sin
embargo, van mas alla de la validacion de la DG. Entre las contribuciones que la
investigacion hace a la literatura se pueden senalar el estudio de la transforma-
cion lineal desde una perspectiva matricial; las construcciones que parecen ser
indispensables en la comprension de este importante teorema; la construccion de
las coordenadas de la imagen como objeto; la importancia del orden en la cons-
truccion de la MATL; la construccion de la MATL como objeto en la construccion
del T™MATL; el papel de la relacion de la MATL con una funcion y su papel en el
teorema como paso fundamental para la comprension real del mismo. Este
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estudio proporciona nueva evidencia de que el uso de las estructuras de la teoria
APOE permite determinar las construcciones que subyacen a las dificultades de
los alumnos y a sus estrategias.

RECONOCIMIENTOS

Este trabajo ha sido subvencionado parcialmente por el proyecto FONDECYT nim.
1140801, pi-pucv 037.495-2013, por la Asociacion Mexicana de Cultura y el TAM.
Los autores manifiestan sus agradecimientos por la buena disposicion de todos
los participantes en la investigacion.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Armnon, I, J. Cottril E. Dubinsky, A. Oktag, S. Roa, M. Trigueros y K. Weller. (2014). ApOS
Theory. A Framework for Research and Curriculum Development in Mathema-
tics EducationNew York: Springer.

Bagley, S, C. Rasmussen & M. Zandieh (2012). Inverse, composition, and identity:
The case of function and linear transformation. In (Eds.) S. Brown, S. Larsen, K.
Marrongelle, and M. Oehrtman, Proceedings of the 15th Annual Conference
on Research in Undergraduate Mathematics.

Godino, J. D, C. Batanero y V. Font (2007). The onto-semiotic approach to research
in mathematics education. ZDM. The International Journal on Mathematics
Education, 39 (1-2), pp. 127-135.

Harel, G. (1989a). Applying the principle of multiple embodiments in teaching li-
near algebra: aspects of familiarity and mode of representation. En School
Science and Mathematics 89, pp. 49-57.

Harel, G. (1989b). Teaching in learning linear algebra; difficulties and an alterna-
tive approach to visualizing concepts and processes. En Focus on Learning
Problems in Mathematics, 11 (1-2), pp. 139-148.

Karrer, M. y A-P Jahn. (2008). Studying plane linear transformations on a dynamic
geometry environment: analysis of tasks emphasizing the graphic register.
ICME 11- TSG 22, Theme number 1.

Molina, G, y A. Oktag.(2007). Concepciones de la transformacién lineal en contex-
to geométrico. En Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa 10 (1), pp. 241-273.

122 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 2, AGOSTO DE 2015



Maria Trigueros, Isabel Maturana, Marcela Parraguez y Miguel Rodriguez

Roa, S,y A Oktag. (2010). Construccion de una descomposicion genética. En Re-
vista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa 13 (1), pp.
§9-112.

Sierpinska, A. (2000). “On some aspects of students’ thinking in linear algebra’, in
J-L Dorier (ed.), On the Teaching of Linear Algebra, Dortrecht: Kluwer Acade-
mic Publishers, pp. 209-246.

Sierpinska, A, A. Nnadozie & A. Oktac. (2002). A study of relationships between
theoretical thinking and high achievement in Linear Algebra. Concordia Uni-
versity. Unpublished Manuscript

Sierpinska, A, T. Dreyfus, and J. Hillel. (1999). Evaluation of the teaching design in
linear algebra: the case of linear transformations. Recherches en didactique
des mathématiques 19 (1), pp. 7-40.

Stake, RE. (2010). Investigacion con estudio de casosBarcelona: Labor.

Uicab, R, y A. Oktac.(2006). Transformaciones lineales en un ambiente de geome-
tria dindmica. En Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa 9 (3), pp. 459-490.

Wawro, M, C. Larson, M. Zandieh & C. Rasmussen.(2012). A hypothetical collective
progression for conceptualizing matrices as linear transformations. Paper pre-
sented at the Fifteenth Conference on Research in Undergraduate Mathema-
tics Education, Portland, OR.

Weller, K, A. Montgomery, J. Clark, J. Cottrill, I. Aron, M. Trigueros y E. Dubinsky.
(2002). Learning Linear Algebra with ISETL. Recuperado de http://homepages.
ohiodominican.edu/~cottrilj/datastore/linear-alg/LLAWI-P3.pdf

ANEXO 1. TEOREMA MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL (TMATL)

Dicho teorema establece lo siguiente: sean V'y W espacios vectoriales de dimen-
sion finita sobre un mismo cuerpo K T: V. — W una transformacion lineal,
B=1{v, v, .., v.J una base de V'y B'= {wy, w,, .., w, ] una base de W. Los vectores
T(vy), T(v), .., T(v,) estan en Wy por lo tanto, cada uno de ellos se puede expre-
sar como combinacién lineal de los vectores de la base B':

T(v) = ayw + ayw, + ..+ a, w,
T(v) = a,wy + apw, + ..+ a,, w,

w

T(Vn) = alnwl + aZnWZ t.ta m

mn
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En otras palabras, [T (vl)]'B - C’?l LT (vn)]'B = 0:2,7 ;y la matriz aso-
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