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Conocimiento de la ensenanza de las
matematicas del profesor cuando ejemplifica
y ayuda en clase de algebra lineal

Teachers’ knowledge of mathematics teaching when
they exemplify and help in linear algebra classes

Leticia Sosa Guerrero*
Eric Flores-Medrano**
José Carrillo Yanez***

Resumen: Este articulo muestra evidencias del conocimiento exhibido por dos
profesoras de bachillerato en Espana en relacion con el uso de ejemplos y
ayudas en la clase de algebra lineal. Se trata de un estudio de caso instrumental
cualitativo enfocado desde un paradigma interpretativo. Utilizamos el modelo
Mathematics Teacher's Specialised Knowledge para analizar el conocimiento de
las profesoras, centrandonos particularmente en uno de los subdominios del
conocimiento didactico del contenido, el Conocimiento de la Ensenanza de las
Matematicas. A partir de la observacion de las cualidades y tipos de ejemplos
empleados por las profesoras, los resultados dan cuenta del conocimiento de
estas acerca de la potencialidad y el uso didactico de los ejemplos. Andlogamente,
el uso de diversas técnicas de andamiaje permite identificar conocimiento de
las profesoras sobre la diversificacion y focalizacion de las ayudas.
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Palabras clave: Profesor de matemdticas, ejemplificacion en matemdticas, ayudas
en matemdticas, conocimiento diddctico del contenido, conocimiento base para
la ensenanza.

Abstract: This paper examines the kind of mathematical knowledge, which lies
behind the use of examples and provision of support for students by two Bac-
calaureate (16-18) teachers in Spain. The methodological approach is that of a
qualitative instrumental case study within an interpretative paradigm. Analysis
is carried out through the Mathematics Teacher's Specialised Knowledge model,
with particular focus on one of the sub-domains of pedagogical content knowl-
edge, Knowledge of Mathematics Teaching. The detailed consideration of the
types of examples used and their particular features sheds light on the teachers’
awareness of the potential these have in the educational context At the same
time, the use of various scaffolding techniques on the part of the teachers points
to knowledge about the variety of learner support available and how this focuses
on specific aspects.

Key words: Mathematics teachers, exemplification in mathematics, mathematics
learning support, pedagogical content knowledge, knowledge base for
teaching.

INTRODUCCION

En los trabajos de Shulman (1986, 1987) hay un reconocimiento de las diferentes
naturalezas del conocimiento que un profesor utiliza en su profesion. Algunos
investigadores (e.g. Ball, Thames & Phelps, 2008; Tatto et al, 2008) han trabajado
en la conformacién de modelos analiticos que permitan sistematizar elementos
del conocimiento del profesor de matematicas. La influencia del constructo deno-
minado Pedagogical Content Knowledge (PCK —conocimiento didactico del con-
tenido) ha motivado que en dichos modelos haya una constante consideracion
de conocimientos relacionados con la ensenfanza y el aprendizaje de las
matematicas.

Este trabajo tiene por objetivo la identificacion de elementos constituyentes
del conocimiento de la ensenanza de las matematicas. Usamos el modelo lla-
mado Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge [MTSK] (Carrillo, Climent,
Contreras & Munoz-Catalan, 2013). Nos basamos en la observacion de dos
actividades usuales en la practica de aula del profesorado: la ejemplificacién de
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contenidos matematicos y brindar ayudas (andamiaje), ya sean grupales o per-
sonalizadas, a sus estudiantes. Mediante el método de observacion no participante,
se videograbaron 15 sesiones de Algebra Lineal de cada una de las dos profesoras
informantes de este estudio. Nuestro interés no esta en evaluar si una situacion
es propicia para dar o no ayudas o si los ejemplos empleados son idoneos ante
las intenciones que se persiguen. Lo que intentamos es clarificar qué conoci-
miento esta detras de estas acciones y toma de decisiones.

FUNDAMENTOS TEORICOS
EL MODELO MTSK

Este articulo tiene sus bases en el MTSK, el cual fue disenado para explorar y
comprender los conocimientos del profesor de matematicas que, en su conjunto,
solo tienen sentido para él (Carrillo et al, 2013).

Este modelo considera la separacion de dos grandes dominios de conoci-
miento, el Conocimiento Matematico y el PCK. En cada uno de estos se consideran
tres subdominios de naturaleza diferenciable (figura 1).

Por un lado, se estudian diferentes aspectos del conocimiento matematico
del profesor de matematicas. La divisién de este dominio en subdominios de cono-
cimiento se hace de manera intrinseca a la disciplina, diferenciando el conoci-
miento de los objetos matematicos (KoT-Knowledge of Topics) del conocimiento
de su estructuracion (KSM-Knowledge of the Structure of Mathematics) y, a su
vez, del conocimiento de la sintaxis y practicas matematicas (KPM-Knowledge
of the Practice of Mathematics).

El KoT engloba el conocimiento del profesor acerca de los contenidos mate-
maticos y sus significados de manera fundamentada. Considera el conocimiento de
definiciones, procedimientos, fenomenologias asociadas al concepto, propiedades
y caracterizaciones. Por ejemplo, el conocimiento que tiene un profesor acerca
de qué se obtiene al multiplicar dos matrices y de las posibles aplicaciones de
esta operacion forma parte de este subdominio.

En el KSM se considera el conocimiento de las relaciones matematicas que
el profesor hace entre distintos contenidos, ya sea del curso que esta impartiendo
0 con contenidos de otros cursos o niveles educativos. El conocimiento de como
se relacionan algunas matrices con los procesos estocasticos de probabilidad
es un elemento del KSM.
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Figura 1. Subdominios del MTSK

Por su parte, en el KPM se considera el conocimiento que tiene el profesor
acerca de la légica proposicional, de los modos de proceder y de la sintaxis
propia de las matematicas. En este subdominio estd, entre otros, el conocimiento
que tiene el profesor acerca de qué es una definicion, qué caracteristicas puede
tener la demostracion matematica, el papel de la suficiencia y necesidad de
propiedades, el papel del ejemplo y contraejemplo en la demostracion.

Por otro lado, la consideracion del PCK se une al interés que han tenido
diferentes investigadores (e.g. Llinares, 2000) por indagar en éste. Entre los
aspectos que lo hacen especialmente interesante estd su caracterizacion como
un conocimiento particular del profesor, propio de la labor de ensefanza. En el
MISK se consideran como parte de este dominio el conocimiento del contenido
desde el punto de vista de los logros de aprendizaje esperados (KMLS-Knowledge
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of Mathematics Learning Standards), como objeto de aprendizaje (KFLM-Know-
ledge of Features of Learning Mathematics) y como objeto de ensefanza
(KMT-Knowledge of Mathematics Teaching).

En el KMLS se considera el conocimiento que posee el profesor sobre las
capacidades conceptuales, procedimentales y de razonamiento matematico que
se promueven en determinados momentos educativos (Escudero-Avila et al,
2015). Amplia la idea del conocimiento de los programas y materiales curriculares
considerados por Shulman (1987) y Ball et al. (2008). Por ejemplo, el conocimiento
de aquello que se espera que aprendan sobre matrices los estudiantes de
bachilleratos de ciencias sociales o los de ciencias exactas forma parte de este
subdominio.

El KFLM engloba los conocimientos sobre las caracteristicas de aprendizaje
inherentes al contenido matematico. Considera el conocimiento relacionado con
las caracteristicas de aprendizaje derivadas de la interaccion del estudiante
con el contenido matematico, pero no las caracteristicas del estudiante en si
mismo. Conocer errores habituales en el producto de matrices pertenece a este
subdominio. Otros ejemplos y categorfas relativos al Algebra Lineal pueden
encontrarse en Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2015).

El KMT se refiere al conocimiento que le permite al profesor seleccionar
representaciones particulares, ejemplos, libros de texto o ciertos materiales para
la ensenanza de un concepto o procedimiento matematico. EI KMT es el cono-
cimiento del profesor en cuanto a las caracteristicas de recursos (materiales o
tecnoldgicos) que usan para ensefar. Incluye su conocimiento acerca de tareas,
actividades, ayudas y ejemplos, asi como su conocimiento acerca de teorias de
ensenanza de las matematicas, ya sean personales o institucionalizadas. Un
ejemplo es el conocimiento acerca de las bondades del software Derive para
trabajar algebra matricial en el aula.

Inspirados en el contenido del KMT decidimos estudiar el conocimiento que
manifiestan dos profesoras de Algebra Lineal en el uso de ejemplos (distinguiendo
el tipo y potencialidad de estos con base en las intenciones detectadas para su
aparicion) asi como en las ayudas que dan a sus estudiantes en diversas
situaciones.

Las creencias que tiene el profesor acerca de las matematicas, su ensenanza
y aprendizaje, son consideradas en el MISK como elementos que permean al
conocimiento del profesor en los diferentes subdominios, lo cual guia la eleccion
del paradigma interpretativo al realizar las investigaciones, sin embargo, no son
objeto de estudio en este articulo.
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EJEMPLOS Y AYUDAS EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Gran parte de los profesores usa de alguna manera los ejemplos (Chick & Harris,
2007). Concebimos el ejemplo como “un elemento de una coleccion de objetos
(entes) que es utilizado en una determinada situacién de ensenanza/aprendizaje
porque evidencia determinada, o determinadas, caracteristicas” (Figueiredo, 2010,
p. 173). El ejemplo puede ser empleado para ilustrar objetos como un concepto,
procedimiento o teorema (Zodik & Zaslavsky, 2007) y se usa en ocasiones para
dar sentido o para comprender dichos objetos (Watson & Mason, 2002).

El uso de ejemplos en el aula es importante en el proceso de ensenan-
za-aprendizaje (Figueiredo, Contreras & Blanco, 2009), el cual, ademas de ser
un terreno esencial, es complejo (Bills et al, 2006); tanto su eleccion como su
tratamiento constituyen un gran reto para el profesor en relacién con el grado
de dificultad para el aprendizaje que dicho ejemplo suponga (Zaslavsky &
Peled, 1996).

En la literatura se pueden encontrar varias clasificaciones de ejemplos. Dentro
del uso didactico de estos, Figueiredo, Blanco y Contreras (2007) presentan una
clasificacion segun el objetivo del ejemplo: 1) Definicién, son los primeros ejem-
plos, se presentan a los alumnos inmediatamente después de definir un concepto
pero también puede presentarse primero los ejemplos y luego la definicion;
2) Representacion, primeros ejercicios tipicos de aplicacion del concepto, pro-
mueven el surgimiento de las primeras dudas —mayor autonomia al alumno;
3) Caracteristicas, surgen cuando el alumno emprende la tarea de profundizar
en el concepto, en sus diversas representaciones y descubrir sus peculiaridades,
se dan como explicacion a las dudas de los alumnos o como una forma de
resolver las situaciones de confusion; 4) Aplicaciones internas, aparecen en las
fases de mayor profundizacion en el concepto, las aplicaciones pueden incluir
contenidos o conceptos ensenados anteriormente o relacionarse con otros pos-
teriores y 5) Aplicaciones externas, son de aplicacién a la vida real y a otras
ciencias. Por otro lado, Bills et al. (2006) muestran una clasificacion segun la
naturaleza del ejemplo: 1) ejemplos resueltos (por el profesor o el manual),
2) ejercicios (para ser resueltos por los alumnos), 3) ejemplos genéricos (de
conceptos o ilustraciones de procedimientos), 4) contraejemplos (que necesitan
de una hipotesis o afirmacion para contrariar) y 5) no ejemplos (que sirven
para definir los limites de un concepto, de un caso en el que un procedimiento
no se aplique o falle en la obtencion de un resultado deseado, o para demostrar
que las condiciones de un teorema son precisas, bien definidas).
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Zazkis y Leikin (2007) afirman que los investigadores podemos aprender
acerca del conocimiento matematico y pedagdgico de los profesores desde el
repertorio de ejemplos generados por ellos. En ese sentido, Figueiredo, Contreras
y Blanco (2012) realizan un estudio centrado en el tipo de ejemplos que utilizan
cuatro futuros profesores y una profesora con experiencia y tratan de explicar
algunos aspectos del conocimiento matematico para la ensefanza. Sin embargo,
cabe destacar que hay pocos trabajos que propongan explicitamente indicadores
y categorias del Conocimiento Didactico del Contenido referentes al conocimiento
de ejemplos (e.q. Chick, Baker, Pham & Cheng, 2006; Chick & Harris, 2007), lo
que concede relevancia al proposito de esta investigacion.

En cuanto al uso de ayudas por parte del profesor, coincidimos con Amerian
y Mehri (2014) en que el andamiaje es un tipo particular de ayuda y con Jiménez
(2012) en que el papel del profesor es central en la organizacion de estas. El
término andamiaje ‘refleja una consciencia del hecho de que los estudiantes
pueden necesitar ayuda en el proceso de aprendizaje, e indica que dicha ayuda
puede darse usando un andamio en el cual el profesor puede estar en un nivel
superior al estudiante” (Rasmussen, 2001, p. 569).

Bruner (1986) presenta una vision de los efectos que puede tener el anda-
miaje sobre el aprendiz y que lo hace interesante para ser estudiado: a) simplifica
la dificultad de la tarea, b) atrae y mantiene la atencion, ) ofrece un modelo de
interaccion, d) extiende la situacién en la que se esta interaccionando, e) se
observa el punto en que se frustra una tarea y f) provee de un modelo de reso-
lucion de la tarea que se esta enfrentando.

Verenikina (2004) realiza una revision de literatura con la finalidad de escla-
recer cual es la nocion de andamiaje que puede ser usada con fines educativos.
Destaca una caracterizacion y algunas técnicas. En la caracterizacion se expresa
que en el andamiaje el conocimiento es co-construido, que la eleccion del tipo
de actividad es esencial para que el saber esté incrustado en esta y resulta
importante el reconocimiento de como los artefactos median el conocimiento.
Algunas técnicas de andamiaje que recolecta de resultados de investigaciones
son: mostrar, dividir una tarea en pasos simples, proveer guias, focalizar la aten-
cion, ejemplificar y cuestionar.

Otras formas de aplicar andamiaje fueron categorizadas por Zurek, Torquati
y Acar (2014) a partir de un estudio realizado en etapas tempranas de educacion.
Enlistan los siguientes recursos que los profesores emplean para brindar
andamiajes:
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* Provocar mediante frases o preguntas que evoquen una respuesta concreta
de los estudiantes.

« Utilizar preguntas en las que se requiera usar evidencia.

e Proponer situaciones para hacer predicciones.

* Focalizar la atencion en caracteristicas relevantes de un problema.

 Dar pistas que ayuden a llegar a una conclusion.

* Proveer de herramientas que permitan desarrollar la actividad.

* Ofrecer una realimentacion con efectos de validar.

* Ofrecer una realimentacion con efectos de corregir.

* Llevar el lenguaje impreciso de los estudiantes hacia uno
institucionalizado.

* Agregar informacion a lo expuesto por los estudiantes.

* Dar una categoria que subordine a los elementos que los estudiantes
reconozcan.

* Dar ejemplos especificos para explicar un concepto general.

* Vincular lo que se esta trabajando con conocimientos o experiencias
previas.

* Ser coparticipe del trabajo.

 Contextualizar o descontextualizar (acercar o alejar un concepto de una
fenomenologia con la que se corresponda) segun la intencion.

Por otro lado, Verenikina y Chinnappan (2006) describen un proceso como
técnica de andamiaje denominada cambio en la cantidad de ayuda. Este pro-
ceso abarca desde los momentos en los que el profesor da mucha ayuda a
sus estudiantes hasta cuando estos pueden realizar el trabajo de manera
auténoma. En este articulo buscamos el conocimiento que permite al profesor
gestionar las ayudas.

DISENO DE LA INVESTIGACION

Nuestra investigacion esta inscrita en el paradigma interpretativo (Latorre, Rincén
& Arnal, 1996) porque intentamos comprender e interpretar el KMT evidenciado
por dos profesoras al dar ayudas y usar ejemplos en su clase de Algebra Lineal
en bachillerato. Se emplean métodos cualitativos debido a que nuestro proposito
es comprender, descubrir e interpretar la realidad (Merriam, 1988) y porque, de
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acuerdo con Erickson (1986), la caracteristica que mas distingue a la indagacion
cualitativa es el énfasis en la interpretacion.

LoS CASOS

En esta investigacion consideramos un estudio de casos de corte instrumental
el cual, de acuerdo con Stake (1994), permite profundizar en la comprension de
un tema determinado o afinar una teorfa. Entre la distincién que hace el autor
de los estudios de caso, se hace notar que el uso del tipo de estudio de
casos depende de la finalidad que se persiga. En nuestro estudio la intencién
es profundizar en la conceptualizacion del KMT, es decir, el estudio de casos es
un instrumento para lograr esto. Decidimos estudiar dos casos (Emiy Aly), ambas
son licenciadas en matematicas y profesoras de bachillerato en centros publicos
de Espana. Su alumnado es heterogéneo social y cognitivamente. Emi tiene 21
anos de experiencia y ensena en el bachillerato de Ciencias Sociales. Una buena
parte de su alumnado procede de clases bajas, y ha de atender en el aula a una
alumna con necesidades educativas especiales. Aly cuenta con 13 anos de
experiencia y ensena en el bachillerato Cientifico Tecnoldgico. Ambas profesoras
fueron elegidas por ser reconocidas como buenas profesionales por sus pares,
sus directivos y la comunidad. Asumimos este reconocimiento y las diferencias
de experiencia y contexto como garante de aportacion de riqueza de indicadores
de conocimientos para ensenar matematicas.

RECOLECCION DE DATOS Y ANALISIS

En la linea de Kagan (1990), en el estudio de los dos casos, intentamos obtener
todo el provecho posible con multiples fuentes de evidencia: observaciones de
aula, notas de campo, cuestionarios y entrevista semiestructurada.

Las observaciones de aula (15 clases de cada profesora, con una duracion
aproximada de 50 minutos cada una), se efectian durante el comienzo del curso
de Algebra Lineal de sequndo de bachillerato con el método de observacién no
participante (Cohen & Manion, 2002). En cada clase, para obtener impresiones
que complementan la observacion, tomamos notas de campo in situ'y a posteriori
(como recomiendan Lofland y Lofland, 1984), pues estas son registros que
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incluyen aspectos tedricos, puntos de vista y reflexiones personales que subyacen
en la observaciéon (Evertson & Green, 1989).

Ademas se pidio a las profesoras que contestaran secuencialmente seis
cuestionarios con preguntas abiertas sobre algunos aspectos generales (forma-
cion, experiencia, etcétera) y otras referentes al KMT. Luego, para obtener mas
informacién se realizd una entrevista semiestructurada a cada una de las pro-
fesoras. De esta forma las observaciones de aula constituyen la fuente principal
para el analisis, las notas de campo, cuestionarios y entrevista son fuentes
secundarias que ayudaron principalmente a triangular la informacion.

Primer acercamiento: Construccion de una revisién de literatura acerca de
ejemplos y ayudas para dotar de sensibilidad tedrica a los investigadores.

Segundo acercamiento: Seleccién de extractos en los
cuales se distingan aspectos relacionados con el uso de
ejemplos y ayudas.

Tercer acercamiento: Identificacion de elementos de
conocimiento sobre la ensefianza de las matematicas que
se manifiesten en los extractos seleccionados.

Fuente primaria:
Clases grabadas y
transcritas

Andlisis de la
informacion

Cuarto acercamiento: Abstraccion y codificacion de
descriptores para el KMT.

Fuentes secundarias:
Notas de campo,
entrevista y
cuestionarios

Quinto acercamiento: Revision de las fuentes para
ver si hay elementos que complementen a los
descriptores construidos o que ayuden a surgir

alguno nuevo (no fue el caso).

\

Figura 2. Acercamientos realizados para el analisis de informacién y la obtencion de
resultados.

Posterior a la transcripcion de las videograbaciones, hicimos el analisis a
partir de cinco acercamientos para contrastar y confrontar la informacién ana-
lizada. Se sintetizan en la figura 2.

Una vez categorizadas las evidencias de usos de ejemplos y ayudas, proce-
dimos a interpretarlas como elementos de conocimiento pertenecientes al KMT.
En este proceso nos apegamos al acercamiento bottom-up 'y top-down en tér-
minos de la teoria dirigida y teoria generada (Grbich, 2007), la cual nos permitié
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obtener una lista preliminar de indicadores, compararlos y refinarlos hasta obte-
ner elementos de conocimiento que dieran cuenta de esas acciones de
las profesoras.

RESULTADOS

En este apartado mostramos los elementos de conocimiento que encontramos,
fruto del analisis de los usos de ejemplos y de las ayudas que las profesoras
daban en su clase. Primero presentamos el andlisis que dio pie a la abstracciéon
de elementos de conocimiento. Codificamos este primer acercamiento con la
letra E (para ejemplos) y A (para ayudas) sequidas de un niimero para identifi-
carlas. Posteriormente, presentamos de forma sintética la abstraccién de elemen-
tos sobresalientes para la conformacion de indicadores de conocimiento referentes
al KMT. La codificacion que seguimos resulta de nombrar a cada indicador con
las siglas KMT seguidas de un numero que los ordena.

El. La profesora emplea algunos ejemplos contextualizados en los que puede
ser Util el trabajo con matrices.

En este indicador nos referimos a Emi, quien sabe que usar ejemplos (situa-
cion-problema) de criptografia y de estudios socioldgicos, le es util para ir creando
un contexto de significacion antes de introducir la definicion formal de matriz.

Tras una primera sesion en la que Emi presenta las matrices (primera
aproximacion informal), en la sequnda sesion, la profesora comienza propo-
niendo un ejemplo de criptografia (consistente en el cifrado y descifrado de
mensajes), en el cual menciona la utilidad del producto de matrices y de la
matriz inversa:

Emi. «Las matrices no sélo nos sirven para guardar datos, para almacenar informa-
cion, sino que con las matrices podemos realizar operaciones en las cuales,
como en esle caso, nos ayudan a proteger el descifrado de un texto, de un
mensaje cifrado y luego también con la ayuda de la operacion inversa, de la
matriz inversa, volver de nuevo al mensaje originaly.

Enseguida Emi les propone otro ejemplo, en esta ocasidén sobre estudios
sociolégicos. Ella les pregunta a los estudiantes: “quién creéis que es una per-
sona idonea para ser el delegado de la clase?” Y en la pizarra va completando
la matriz, en ella acomoda en orden alfabético letras que representan a cada
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estudiante de la A a la P en forma de fila, y en forma de columna en ese orden,
escribiendo 1 si cree que seria buen delegado o 0 si no lo cree (se puede votar
por uno mismo); todo ello para hacerles notar que a través de una matriz se
veria claramente que el que tuviera mas unos seria la persona que, segun el
grupo, seria idénea para ser el delegado de la clase. A continuacion les senala
que estas matrices se utilizan en estudios sociologicos para ver la opinién que
el grupo posee de cada uno de sus miembros. De este modo, se promueve la
nocion de matriz como arreglo ordenado de datos.

Después de usar esos ejemplos contextualizados, Emi concluye de la siguiente
manera:

Emi. «Bueno, visto esto, decidme, équé es una matrizz, ya tenéis que tener una idea»

S1.  «Un conjunto de datos que se disponen en columnas»

Emi. «Si en lugar de datos decimos elementos?»

S1.  «También»

Emi. «Seria prdcticamente lo mismo y mds genérico, entonces es un conjunto orde-
nado de elementos dispuestos en filas y columnas, es lo que nosotros llamamos
matriz.

Tras esta formalizacién de la definicion de matriz, Emi define algunos tipos
de matriz (cuadrada, fila, columna, nula, triangular superior e inferior, escalar,
diagonal, unidad, traspuesta y opuesta).

Con estos extractos queremos hacer notar como la profesora emplea los
ejemplos contextualizados con dos fines. En primer lugar, los usa para mostrar
la funcionalidad del tema en relacion con otras ciencias: Criptografia y Sociologia
(tipo de ejemplo 5 para Figueiredo et al, 2007). El sequndo aspecto es la relacion
que establece entre los ejemplos y la necesidad e importancia del orden de los
elementos de las matrices como caracteristica definitoria (tipo de ejemplo 1 para
Figueiredo et al, 2007).

Estos aspectos nos llevan a la determinacion del indicador “saber de la
potencialidad del ejemplo contextual para crear un entorno de significacion
antes de introducir la definicién formal de un concepto’. Sin lugar a dudas, en
este conocimiento influyen tanto que Emi esté impartiendo el tema de matrices
a estudiantes de bachillerato de la especialidad de Ciencias Sociales, como su
trayectoria profesional, lo cual puede trascender su conocimiento del contenido
matematico.
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E2. La profesora elige intencionalmente un ejemplo en el que se cumple una
propiedad singular.

Aly da muestras de conocer la potencialidad del ejemplo como instrumento
para hacer notar singularidades de un tema. En este caso se trata de una pro-
piedad de los determinantes de la cual quiere hacer notar su potencialidad.
Utiliza el ejemplo para remarcar que en ocasiones interesa separar un determi-
nante en la suma de dos determinantes porque puede simplificar los calculos.
El ejemplo consiste en hacer el calculo de la expresion 1y lo separa como
aparece en la expresion 2

7+3 3

4+2 2‘ =
73 33
‘4 5 + 5 2‘ (2

Aly. «Ven por qué me interesa separar?»

S2. «Porque el sequndo se anula»

Aly. «Claro, porque hay veces que al separar, resulta que hay uno que se anula,
dvale? Entonces es mejor primero hacer esto y aplicar la propiedad y no hacer todo
el cdlculo, sino separar en dos, porque, claro, en nuestro ejemplo el sequndo deter-
minante tiene dos columnas iguales, entonces su determinante es cero, dde
acuerdo?.

En este caso, la eleccion que hace la profesora del ejemplo (de aplicacién
de un procedimiento —Bills et al, 2006) es intencionada para que se denote
la potencialidad de una propiedad que, aunque a primera instancia pareceria
que aumenta la cantidad de calculos (calcular dos determinantes en lugar
de uno), en realidad simplifica los resultados con los que se tiene que operar,
lo cual toma importancia de cara a ejercicios mas complicados que el que
les presenta.

Lo anterior nos permite delimitar otro indicador con respecto al conocimiento
de las bondades que conoce la profesora para el ejemplo en la ensenanza. Lo
concretamos como “saber de la potencialidad del ejemplo como medio para
destacar o recalcar los aspectos singulares del contenido matematico que pre-
tende ensenarse’. Aqui se vera reflejada de manera implicita o explicita la
capacidad que cada profesor tenga para elegir los ejemplos con tal fin, ya que
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se pone en juego el conocimiento que les permite saber qué ejemplo podria ser
realmente potente para recalcar, ilustrar, aclarar, comprobar o mostrar aquellos
aspectos mas sobresalientes del contenido matematico a ensenar.

E3. La profesora emplea ejemplos contextualizados y en el lenguaje de los
estudiantes para que entiendan mejor el significado del producto de matrices.

La profesora considera que los estudiantes podrian entender mejor el con-
tenido si ven en el ejemplo una aplicacion familiar para ellos, con datos cerca-
nos a su entorno. En la clase 3, Emi crea un ejemplo cercano al contexto de los
estudiantes y con palabras familiares a ellos.

Emi. «Quiero que me escribdis la matriz A, que va a ser una matriz fila que me
indique el numero de vuelos de Sevilla a cada una de estas ciudades intermedias
yvamos a llamar B a la matriz columna, el numero de vuelos desde los puntos
intermedios a Nueva York, [..] tenéis que calcular A por B y después de calcular A
por B, ver si se pueden multiplicar, y luego quiero que me digan qué significado
tiene el producto».

Queremos destacar que, si bien es cierto que la profesora indica el proceso
para resolver el problema y que esto priva a los estudiantes de proponer solu-
ciones genuinas, también es cierto que muestra un conocimiento sobre ejemplos
contextuales en los que el producto de matrices tiene un significado concreto
que puede ser asequible al bagaje cultural de los estudiantes. Consideramos que
el tipo de ejemplo que usa Emi puede ser muy cercano al ejemplo de aplicacion
a la vida real (tipo 5) de la categorizacion de Figueiredo et al. (2007).

Esto da pie a la conformacion de otro indicador acerca del conocimiento de
la potencialidad del ejemplo, esto es “saber crear, elegir y explorar situaciones
problema en forma de ejemplo o ejercicio, para que los estudiantes puedan pro-
ducir sentido y significado al contenido matematico”.

Por otro lado, las ayudas matematicas son elementos habituales de la accion
del profesor para propiciar el aprendizaje de sus estudiantes. En las ayudas se
interrelaciona el conocimiento matematico del profesor y su conocimiento acerca
de las representaciones, recursos y estrategias didacticas que pueden hacer mas
asequible el contenido al estudiante:

Al. La profesora gestiona una serie de ayudas diferenciadas entre sus estu-
diantes para que multipliquen dos matrices.

En el siguiente extracto mostramos cémo la profesora Emi aplica la técnica
de andamiaje denominada cambio en la cantidad de ayuda (Verenikina &
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Chinnappan, 2006), diferenciando la necesidad de cada una de las estudiantes
involucradas. Se trata de un tema procedimental en el cual la profesora intenta
que se aprenda la mecanizacion del proceso. En el subtema matrices, Emi indica
a los estudiantes, paso a paso, el procedimiento matematico que deben realizar
para hacer el ejercicio que les propone sobre producto de matrices. Apoya a los
estudiantes que le piden ayuda para poder empezar a hacer el ejercicio, ademas
les indica algunas pautas a seguir o incluso ayuda a terminar el ejercicio a S3
en su cuaderno, tras su segunda equivocacion.

En esa clase, Emi pide a sus estudiantes que realicen el producto de matrices
de la expresion 3

121)410
0131521 3)
321 )\ 312

Destacan dos casos, por un lado la estudiante S4, que solo requiere ayuda
para empezar el ejercicio y por otro lado S3 que tiene mas dificultades durante
el proceso.

Emi. «Alguien necesita ayuda? [S4 levanta la mano y Emi se acerca a ellal. Tienes
que multiplicar la primera fila por la primera columna [Emi marca, en el cuaderno
de S4 en el primer ejercicio, la primera fila de la primera matriz y la primera colum-
na de la sequnda matriz] y luego tienes que ir multiplicando cada una de las filas
por cada una de las otras columnas».

Emi sabe que con esa ayuda es suficiente para que S4 logre obtener el
producto de las dos matrices.

Posteriormente, S3 levanta la mano para solicitar ayuda a Emi. La profesora
se acerca a S3 'y le indica paso a paso el procedimiento matematico y juntas
logran obtener los valores de la primera fila de la matriz producto. Emi pretende
que S3 aprenda el procedimiento para multiplicar dos matrices y considera que
un meétodo adecuado para ello es indicarle elemento a elemento (fila-columna)
qué debe multiplicar y luego sumar. Posteriormente Emi ayuda a S3 para que
obtenga los valores de la segunda fila.

S3. «Esta con ésta [S3 senala la sequnda fila y la primera columnal»
Emi. «Eso es»
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S3. «Yo creia que multiplicaba sélo el primer elemento de la fila por toda la columna
[en términos generales ay; por byy, luego por byy, y finalmente por byl, pero entonces
ahora es 0 por 4, 1 por 5,y 3 por 3[son los productos correspondientes a la sequnda
fila por la primera columnal»

Emi. «Si, muy bien».

Asi, S3 expresa a Emi su idea errénea en cuanto al procedimiento de la
multiplicacion fila-columna. Emi sabe que en sus ayudas a S3 tendra que sub-
sanar esa idea errdnea, por ello le va preguntando tanto la fila como la columna
que debe ir multiplicando. Emi sabe que S3 presenta mas dificultades que S4
para ejecutar el procedimiento, por eso decide dar un paso mas alla del marcado
de fila y columna que emple6 para representar el procedimiento en el caso de
S4, pasando a desglosar la expresion concretandola en los numeros especificos
que forman esas fila y columna.

En los siguientes pasos S3 vuelve a su idea erronea de multiplicar sélo un
numero de la tercera fila por cada uno de los elementos de la sequnda columna.
Emi detiene a S3, indicandole que no es asiy es Emi quien le indica los productos
concretos que tiene que realizar, S3 sélo anota los resultados. Es asi como logran
obtener los valores de la tercera fila de la matriz producto.

En esos segmentos de transcripciones, de los cuales solo se muestra aqui
una parte, se evidencia la variacion de las ayudas que Emi va dando a sus
estudiantes, pues a S4 solo le indico los pasos a seguiry con S3 fueron diferentes
las ayudas, conforme surgian reacciones de la estudiante hasta terminar ese
ejercicio.

Lo anterior nos lleva a la obtencién del indicador “saber qué tipo de ayudas
matematicas dar a los estudiantes en situaciones de error, confusion o dificul-
tad, con la intencion de que puedan dar solucion a una tarea’, que engloba el
conocimiento de ayudas diferenciadas dependiendo del tipo de problematica
matematica a la que se enfrente el estudiante. Cabe destacar que en este caso
la tarea es de tipo procedimental y que no se dota a los estudiantes de los
porqués de cada paso en ese proceso.

A2. La profesora da ayudas para que sus estudiantes mantengan en mente
cudl es el proposito del problema que estan resolviendo.

Emi encomienda a los estudiantes hacer un problema de programacion lineal
propuesto en el libro de texto. El problema consiste en determinar como debe
organizarse el transporte para que su gasto sea minimo.
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Emi les hace notar con qué datos cuentan y qué tienen que determinar en
el problema; en particular, les hace notar que sélo necesitan dos variables para
resolver el problema y que da igual que escojan una ciudad u otra dado que
las otras ciudades quedarian en relacién con esas. En términos de Zurek et al.
(2014), Emi utiliza una técnica de andamiaje para focalizar la atencion en
aspectos relevantes del problema.

Emi. «Tenemos el coste de transporte desde cada ciudad europea a cada una de las
africanas, luego los lotes de que disponen y los lotes que necesitan cada una de
las poblaciones, entonces équé es lo que hay que determinar? Cudntos lotes de cada
tipo desde cada una de las ciudades europeas a cada una de las africanas y tenemos
que saber cudntos lotes de mantenimiento y de choque salen de la ciudad A, de la
ciudad B y de la ciudad Cy lo mismo para Munich».

Hay que senalar que, en la clase anterior, Emi ya les habia encomendado la
tarea de hacer al menos el planteamiento del problema, por eso, en la clase les
pide a los alumnos que alguno pase a la pizarra, pero, al ver que nadie lo hizo,
decide empezar a dar pautas y hacer preguntas para que los estudiantes parti-
cipeny de esa manera ayudarles a comprender de qué trata el problema y luego
hagan el planteamiento. Emi sabe que si no promueve al menos la comprension
del problema, sera dificil que los estudiantes hagan un intento para resolverlo.

Respecto a esto, hay que mencionar también que en varias ocasiones Emi
se enfrenta a que los estudiantes eluden abordar un ejercicio o problema, es
decir, los estudiantes no hacen nada para solucionarlo, porque no entienden de
que trata el ejercicio o problema, o no entienden qué quiere el profesor que ellos
hagan. Por ello, Emi, tratando de solucionar esa dificultad, decide hacerles saber
explicitamente lo que requiere el problema y enfatizarles en concreto como
quiere que lo resuelvan y para qué (de hecho, se sirve de ejemplos para recalcar
esos aspectos). Con esta evidencia y analisis surge el indicador “saber que una
estrategia para que los estudiantes comprendan o realicen un ejemplo, ejercicio
0 problema, consiste en senalar lo que la actividad les demanda’.

A3. La profesora brinda ayuda para que los estudiantes se percaten de detalles
implicitos en un problema que resolveran.

Emi les hace notar a los estudiantes que se puede leer entre lineas en los
datos del problema, es decir, que aunque no se de en el problema la distancia
entre las fabricas de refresco y los supermercados, se puede saber qué super-
mercado esta mas cerca de cada fabrica si se fijan en el coste de transporte.
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Emi. « Por qué estas diferencias de precios?»

S3. «Depende de qué tan lejos estén»

Emi. «Muy bien, dependerd de la distancia los costes de transporte pues las cajas
se introducen en camiones y los camiones tienen que recorrer una distancia, entonces
dependiendo de la distancia que cada uno recorra serd el coste, por ejemplo podemos
ver que aunque no nos lo digan, el supermercado mds cercano desde la fabrica A
es el supermercado 2 [pues es el menor coste que aparece en la tabla para la fabrica
Al v para la fabrica B el supermercado mds cercano es el 1 [pues es el menor coste
que aparece en la tabla para la fabrica Bl, mientras que el supermercado 3 seria el
mds alejado para las dos de ellas».

Emi sabe que habra problemas en los que los estudiantes tendran que
deducir datos que no estan explicitos en el problema pero que pueden obtenerlos
y asi tener acceso a la solucion del problema. Expresa en la entrevista que para
ella una manera de animar a los estudiantes a hacer el ejercicio es senalarles
datos o0 aspectos que ellos deben considerar, combinando técnicas de andamiaje
de focalizacién y ofrecimiento de pistas.

Esto nos lleva a plantear el indicador “saber como senalar a los estudiantes
algun dato del problema que no aparece explicito y que se usara para darle
solucion’”.

Cada uno de los descriptores que abstrajimos, y que presentaremos en la
tabla 1, pertenecen a la misma categoria dentro del KMT que se llama actividades,
tareas, ejemplos, ayudas (Carrillo et al, 2014a). Se trata de elementos de los que
el profesor se vale para gestionar los contenidos entre los estudiantes de su
clase. En este caso, el tipo de gestién que tienen las profesoras se relaciona con
una comunicacion mayoritariamente unidireccional en la que la profesora asume
la responsabilidad del aprendizaje y se convierte en el medio de validacion del
conocimiento. Queremos subrayar que nuestra intencion es comprender el cono-
cimiento que ponen en juego las profesoras. No nos posicionamos desde una
perspectiva evaluativa, sino desde una interpretativa, por lo cual, no hacemos
juicios de valor acerca del tipo de determinaciones y acciones que llevan a cabo.
Para fines practicos, hemos dividido la categoria en subcategorias referentes a
ejemplos y a ayudas.

En resumen, los resultados que presentamos en este articulo corresponden
al conocimiento del profesor que da pie a que la investigacién proponga indi-
cadores como parte —tangible— para analizar el KMT del profesor de matematicas
al utilizar los ejemplos y dar ayudas a sus estudiantes. Estos indicadores dan
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Tabla 1. Indicadores de conocimiento que provienen del analisis de los usos de
ejemplos y las ayudas que las profesoras dan a sus estudiantes.

Categoria Subcategoria Indicador

Conocimiento de las carac- | KMTL. Saber de la potencialidad del ejemplo
teristicas de las tareas ejem- | contextual para crear un entorno de significa-
plos y actividades cion antes de introducir la definicion formal de
un concepto.

KMT2. Saber de la potencialidad del ejemplo
como medio para destacar o recalcar los aspec-
tos singulares del contenido matematico que
pretende ensenarse.

KMT3. Saber crear, elegir y explorar situaciones
problema en forma de ejemplo o ejercicio, para
que los estudiantes puedan producir sentido y
significado al contenido matematico.

Conocimiento de diversas | KMT4. Saber qué tipo de ayudas matematicas
maneras de encauzar, ca- | dar a los estudiantes en situaciones de error,
nalizar y dar pautas ante | confusion o dificultad, con la intencion de que
problematicas suscitadas en | puedan dar solucion a una tarea.

el aprendizaje matematico

Actividades, tareas, ejemplos y ayudas

KMT5. Saber que una estrategia para que los
estudiantes comprendan o realicen un ejemplo,
ejercicio o problema, consiste en sefalar lo que
la actividad les demanda.

KMT6. Saber como sefialar a los estudiantes al-
gun dato del problema que no aparece explicito
y que se usara para darle solucion.

luz sobre la categoria y el subdominio en cuestion, permitiendo acercarnos a
otros profesores con una mayor sensibilidad tedrica y con una mejor herramienta
analitica. Somos conscientes de que el propio conocimiento en general de las
profesoras, su formacion, experiencia e interés, el contexto donde desarrollan
su trabajo, ademas de otras variables que influyen en su identidad como pro-
fesoras, condicionan las expresiones de su conocimiento de la ensenanza de
las matematicas que se han interpretado con la intencion de abstraer los indi-
cadores presentados.
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CONCLUSIONES

El analisis de las acciones de las profesoras nos ha permitido abstraer lo que
hemos presentado como indicadores de conocimiento para la categoria Activi-
dades, ejemplos, tareas y ayudas, perteneciente al conocimiento de la ensefanza
de las matematicas. Para ello elegimos a dos profesoras sobre la base de su
consideracion como buenas profesionales por su entorno educativo y por las
diferencias entre sus contextos.

Independientemente de las valoraciones que pudieran hacerse del aprove-
chamiento y generacion de oportunidades de aprendizaje por parte de las pro-
fesoras, el uso del modelo tedrico MTSK como herramienta analitica y la sensibilidad
tedrica de la que nos dot6 el estado del arte que construimos han posibilitado
la obtencion de los indicadores mencionados y por ende la profundizacion del
propio modelo MTSK.

Pudimos detectar el uso por parte de las dos profesoras de varios tipos de
ejemplos de acuerdo a la literatura revisada. Ademas, observamos la importancia
de que el profesor conozca la potencialidad del ejemplo como recurso didactico,
asi como el conocimiento subyacente a la seleccion, aplicacion o uso de éstos,
lo cual incluye plantearse si el ejemplo que se propone es realmente un ejemplo,
si debe usar datos concretos o genericos, si debe usar ejemplos para contextua-
lizar un contenido, etcétera. Es evidente que estas elecciones por parte del profesor
no sélo se sustentan en el KMT, reflejan parte de este tipo de conocimiento, pero
también requieren estar respaldadas por conocimiento del propio tema, de como
se proyectara este tema a futuro, tanto dentro de la disciplina como en otras
ciencias, de los elementos sintacticos que permiten saber los efectos matematicos
del uso del ejemplo, de las consideraciones que suponen estos para los diferentes
procesos de aprendizaje y de aquellos aspectos estipulados oficialmente de hasta
dénde o cuanto del contenido debe abordar con los ejemplos. Todo ello a fin de
construir un riguroso cuerpo de conocimiento acerca de los conceptos que
presente (Muir, 2007) y obtener el maximo provecho como oportunidad de
aprendizaje (Carrillo, Contreras-Gonzalez & Zakaryan, 2014b).

Por otro lado, en cuanto a las ayudas, la organizacion de la clase en una
comunicacion privilegiadamente unidireccional o con rasgos de discusion pro-
gramada permitié Unicamente ver algunas de las técnicas que en la literatura
se han encontrado oportunas para propiciar el aprendizaje mediante andamiajes.
De hecho consideramos que algunas de las técnicas que pudieran ser mas
productivas e interesantes, pero que requeririan de un trabajo mas protagénico
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por parte de los estudiantes, no fueron intentadas por las profesoras. En parte
puede deberse a que el tema es tratado desde un punto de vista de dominar la
técnica y no de comprender los porqués de los procedimientos ensenados. En
ese sentido, también en el uso de los ejemplos es notorio que, aunque las pro-
fesoras hayan evidenciado diversos conocimientos del KMT, parecen no haber
motivado la construccion de conocimiento por parte de los estudiantes sino mas
bien parecian invitados unicamente a reproducir procedimientos.

Ademas queremos destacar que, aunque en este articulo solamente hemos
explorado el conocimiento de la ensefanza de las matematicas, somos cons-
cientes de que existe una interrelacion entre los distintos subdominios del MTSK.
El ejemplo tiene distintas facetas que lo hacen aparecer en los diferentes sub-
dominios: conocer las caracteristicas del ejemplo como medio para hacer com-
prensibles ciertas partes del contenido esta incluido en el conocimiento de la
ensenanza de las matematicas, lo cual ha sido objeto de estudio en este articulo;
pero ademas saber ejemplos de un tema especifico esta en el conocimiento de
los temas, saber qué ejemplos les seran mas accesibles o cuales mas utiles a los
estudiantes se encuentra en el conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje
de las matematicas, saber qué es un ejemplo, qué es un contraejemplo y las
funciones logicas y argumentativas de estos forman parte del conocimiento de
las practicas matematicas. De este modo, tomando la ejemplificacion como foco
se podrian obtener indicadores del conocimiento del profesor tanto matematico
como didactico. Lo mismo podriamos decir si focalizamos en las ayudas (algunas
relaciones son descritas en Carrillo et al, 2014a).

Finalmente, queremos sefnalar que aun quedan varias tareas pendientes; por
ejemplo, analizar como se expresan —si lo hacen— los indicadores propuestos
en este articulo en profesores con otras caracteristicas, ademas de estudiar en
qué medida estos indicadores asi como los que emerjan de otras investigaciones,
podrian aportar ideas para el diseno de programas y actividades de formacion
inicial y continua del profesorado (Sosa & Ribeiro, 2014).
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