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ARTICULOS DE INVESTIGACION

El rol de la experimentacion
en la modelacion matematica

The Role of Experimentation
in Mathematical Modeling

Ruth Rodriguez Gallegos®
Samantha Quiroz Rivera?

Resumen: La presente investigacion tiene como objetivo describir el rol de la
experimentacion en el disefio de una clase de matematicas para ingenieros
basada en modelacién matematica. La clase en particular es un curso de Ecua-
ciones Diferenciales (ED) que se imparte en segundo afio en una institucion
privada del noreste de México. El estudio, de tipo cualitativo, detalla la manera
en que la experimentacion aporta elementos significativos para la mejor com-
prension de la modelacion de fendmenos eléctricos a través de las Ecuaciones
Diferenciales, muy especificamente, alrededor del estudio de los circuitos eléc-
tricos Resistencia-Capacitor (RC) y su respectivo estudio desde el punto de vista
matematico y fisico por medio del uso de tecnologia especifica. Los resultados
encontrados revelan que la implementacion de experimentaciones en una clase
de matematicas permite favorecer la construccion, interpretacion y validacion de
los modelos matematicos por los propios alumnos, los cuales son propuestos
en clase de manera grupal en contraste con la ensefianza denominada tradi-
cional, la cual se limita a la presentaciéon de métodos para resolver ED sin
ninguna conexion con la realidad.
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Palabras clave: Modelacion matemdtica, experimentacion, Ecuaciones Diferen-
ciales, Ingenieria.

Abstract: This research aims at describing the role of experimentation in the
design of a mathematics course for engineers, which was based on mathema-
tical modeling. The course is Differential Equations (ED), taught in second year
in a private institution in Northeast Mexico. The study, in a qualitative approach,
shows how experimentation provides significant elements for better under-
standing the modeling of electrical phenomena by Differential Equations, spe-
cifically, the study of electrical circuit Resistor-Capacitor (RC) and their respective
study from mathematical and physical point of view through the use of specific
technology. The results reveal that the implementation of experimentation in a
math class allows the construction, interpretation, and validation of mathemat-
ical models by the students themselves, which are proposed in the course in
a collaborative way as opposed to traditional teaching of this subject, which it
is limited to the presentation of methods to solve ED without any connection
to reality.

Keywords: Mathematical models, experimentation, Engineering Education, Dif-
ferential Equations.

INTRODUCCION

La razdn principal para la ensefianza de las matematicas es la de formar alumnos
capaces de aplicar las matematicas y transferir estos conocimientos en una varie-
dad de contextos y situaciones fuera de la escuela (Alsina, 2007). Cuando se trata
de educacion superior, los fines de la ensenanza de las matematicas estan ligados
a los retos del mundo laboral futuro de los estudiantes (Camarena, 2008).

Una de las asignaturas de mayor importancia en la formacion de ingenieros,
por su amplia relacién con fenémenos fisicos y sociales, son las Ecuaciones
Diferenciales. A pesar de ello, la ensenanza de esta materia ha estado subordi-
nada a la memorizacioén de procedimientos analiticos lo que ha llevado a la
incomprension de sus aplicaciones en los diversos contextos profesionales (Artigue,
1995; Blanchard, 1994).

Con el propdsito de superar este tipo de practicas, se inicia aproximadamente
hace 40 anos en la comunidad cientifica el estudio de la modelacion matematica,
la cual representa el proceso de construccion y uso de modelos matematicos

92 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016



El rol de la experimentacién en la modelacién matematica

para la resolucién de problemas aplicados en contextos cotidianos como
profesionales.

Si bien han sido reportados ampliamente las competencias que este tipo de
ensenanza de las Matematicas basadas en la modelacion desarrolla en los
alumnos que aprenden Ecuaciones Diferenciales (Rodriguez y Quiroz, 2015), el
interés por comprender mas en detalle la adquisicion de dichas competencias
sigue latente.

Los recursos de los cuales se puede valer la modelacion matematica han
aumentado debido a la incorporacion de numerosa tecnologia en el aula de
matematicas, entre ellos, software que simula diversos tipos de fenomenos (https://
phet.colorado.edu/es/) o la propia experimentacién de ellos de manera real
(Rodriguez, 2015). El cuestionarse la importancia de la experiencia en una clase
abstracta como las Matematicas no es un tema del todo nuevo (Briand, 2011)
y sin embargo, poco estudiado al dia de hoy. Lo anterior conlleva a una serie de
cuestionamientos sobre el impacto de dichos recursos en el aprendizaje de las
matematicas. En base a lo anterior, la presente investigacion busca conocer el
rol de la experimentacion en dos etapas del ciclo de modelacion: la construccion
y uso de los modelos matematicos. A través del diseno e implementacion de una
clase de Ecuaciones Diferenciales, se detallan los elementos que se ven influen-
ciados por el armado de circuitos eléctricos (Resistencia-Capacitor, RC) para el
aprendizaje del método analitico para resolver una ED Lineal de Primer Orden.

Primeramente son presentados los aspectos teoéricos que sustentan el estudio.
En segundo lugar se retoma la metodologia seleccionada para dar paso a los
resultados y las conclusiones a las que se llegaron.

MARCO CONCEPTUAL: LA MODELACION MATEMATICA
Y LA EXPERIMENTACION

Basados en los resultados de diversas investigaciones previas (Blum y Niss, 1990;
Pollak, 1969; Trigueros, 2006), en el presente trabajo se entiende a la modelacion
matematica como el proceso ciclico consistente en la creacion o uso de modelos
matematicos para la resolucion de una problematica basada en fenémenos de
naturaleza fisica o social relacionados con la realidad propia del quehacer
profesional de los alumnos, en este caso futuros ingenieros. A pesar de que ha
sido vista desde diferentes perspectivas, en este trabajo se retoma a la modelacion
como una estrategia didactica de acuerdo con Kaiser y Sriraman (2006). En este
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sentido reconocemos que su rol apoya el aprender las matematicas dentro del
salon de clases en relaciéon a problemas reales varios (Biembengut y Hein, 2004).
El proceso de modelacion matematica es detallado por Rodriguez (2007, 2010),
quien esquematiza ocho etapas ubicadas en cuatro dominios presentados en
la figura 1. Se ilustran en el esquema, ademas del reconocimiento de un dominio
real y uno matematico, la presencia de dos dominios mas: el dominio pseu-
do-concreto y el dominio fisico.
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Figura 1. Esquema de modelacién matematica (Rodriguez, 2007, 2010)

El dominio fisico, conformado a su vez por dos etapas: Modelo Fisico y Resul-
tados Fisicos, tiene su génesis en el reconocimiento de la importancia de la
comprension de los fendmenos fisicos abordados en la problematica inicial. Asi,
la comprension del problema planteado lleva a los alumnos a armar un Modelo
Fisico que eventualmente apoya la construccion del Modelo Matematico.

Se ha reportado (Henry, 2001) que la creacion de un Modelo Matematico
(como una ED) asi como la generacion de sus resultados (biisqueda de solucion)
es una de las etapas mas dificiles de lograr por los alumnos. Entre las principales
problematicas reportadas para dicho logro se encuentran la falta de comprensién
de la problematica inicial o la carencia de conocimiento sobre los fenémenos
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fisicos que se buscan modelar (Blum y Borromeo, 2009). La comprensién de los
fendmenos fisicos podria verse beneficiada por la introduccion de experimentos en
el aula. Su practica es posible gracias al gran auge tecnologico que llevd a las
matematicas a convertirse en una disciplina empirica como lo senala Borwein
(2003). En ciencias, han sido ampliamente reportados los beneficios del uso de
experimentos en clase, donde los alumnos tienen oportunidad de: a) obtener expe-
riencias para desarrollar el pensamiento cientifico; b) verificar sus explicaciones
y extraer conclusiones de sus preguntas; c) generar sentido critico; d) despertar
la curiosidad y observacion; y e) propiciar el cuestionamiento de su entorno
natural y social (Garcia y Calixto, 1999).

Por su parte Navarro (2012) agrega a estas razones, el que la experimentacion
en el aula de ciencias: a) apoya la construccién del conocimiento por medio de
visualizaciones; b) apoya la motivacion; ¢) provoca una mejor comprension y
asimilacion de conceptos; y d) favorece el trabajo grupal y colaborativo.

A pesar de ello, los experimentos en el aula de matematicas no han sido el
comun denominador en el disefio de lecciones de los profesores. Algunas de las
investigaciones relacionadas han mostrado las competencias globales de mode-
lacion matematica que los alumnos desarrollan, con o sin el apoyo en tecnologia
(Houston, 2007; Maaf, 2006; Rodriguez, 2015; Rodriguez y Quiroz, 2015; Singer,
2007). Sin embargo, son pocos los resultados que muestren la manera en que
este tipo de actividades pudieran apoyar a la modelacién matematica, especifi-
camente en la etapa crucial del armado o uso de modelos matematicos. En aras
de comprender esta relacion, se presenta en la siguiente seccion el marco con-
textual de la investigacion asi como su metodologia.

El objetivo general de la investigacion consiste en determinar el rol de la
experimentacion en el armado y construccion del Modelo Matematico en un
curso de ED basado en la modelacién matematica. Ademas nos interesa definir
el rol de la experimentacion en la secuencia didactica disenada asi como los
retos que implico su ejecucion en el aula.

MARCO CONTEXTUAL: EL CONTEXTO DE LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

Desde el 2008, la ensefanza de las ED en la universidad en la que se realiza
la investigacion, ha sufrido una reestructuracion desde su curriculo. El curso
basa su ensefianza en la modelacién matematica de diferentes fendémenos tanto
fisicos como sociales. Entre ellos, fendmenos eléctricos, mecanicos, térmicos, asi
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como fendmenos sociales como el crecimiento de poblacion, esparcimientos de
virus o crecimiento de capital. En la mayoria de las lecciones implementadas, se
ha incorporado multiple tecnologia de acuerdo con las caracteristicas de cada
contenido matematico. El uso de diverso material tecnoldgico ha posibilitado
que los alumnos experimenten fendmenos eléctricos en el aula asi como el uso
de simuladores.

El diseno de las lecciones ha sido conformado tanto por expertos en mate-
maticas asi como con el apoyo de expertos en las areas de ingenieria de cada
uno de los contextos a modelar. Esto ha permitido el robustecimiento del curso
asi como una continua y enriquecedora comunicacion entre disciplinas.

En el presente articulo se presenta con detalle la clase que corresponde a
introducir el método analitico para resolver una ED Lineal de Primer Orden de
la forma y" + P(x) * y = Q(x). Se decide, debido a la ensefianza por medio de la
modelacion, que la clase inicie justamente en la necesidad de comprender
la modelacion de un fendmeno eléctrico en el cual se busca conocer el cambio
respecto al tiempo de la carga de un capacitor (C) de un Circuito Eléctrico
Resistencia-Capacitor.

La sesion ha sido implementada desde hace 4 anos aproximadamente y
ha tenido mejoras continuas a través de las experiencias con alumnos y maes-
tros. La presente investigacion busca el analisis de la ultima version de dicha
sesion. En la secuencia de clase se disefaron siete secciones (actividades)
que estuvieron en relacion con el proceso de modelaciéon matematica descrito
anteriormente en la figura 1. Se describen a detalle en la seccién de metodo-
logia cuando se presenta la secuencia didactica tal y como fue implementada.

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Las investigaciones cualitativas tienen el proposito de comprender la situacion
problematica abordada desde el punto de vista de quienes la experimentan
(Hernandez, Baptista, y Fernandez, 2010). Con la intenciéon de analizar la com-
plejidad de algunos casos particulares dentro del contexto que se presenta, se
utiliza un enfoque de Estudio de Casos (Stake, 2005). En especifico, el estudio
de casos se denomina embebido, puesto que de acuerdo a Yin (2003), éste tiene
la particularidad de elegir mas de un caso pero siguiendo subunidades l6gicas
que seran analizadas en detalle.
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Nos interesa determinar la manera en que la experimentacion apoya la
creacion y uso de modelos matematicos lo cual permitird, eventualmente, reflexio-
nar sobre los retos que conlleva su implementacién en una clase de ED. En
concordancia con el marco tedrico presentado en la seccion anterior, se eligieron
las unidades de analisis (los didlogos entre los mismos alumnos y documentos
generados por ellos) que dieran pie a la produccion y estudio de los datos,
aunque siempre con un caracter flexible como lo sefiala Stake (2005). Las uni-
dades de analisis estuvieron en concordancia con los siguientes propositos, de
caracterizar.

a) El rol de la experimentacion en la actividad de los alumnos donde fue
implementada la secuencia didactica disenada.
b) Los retos que implicd la ejecucion de la experimentacién en el aula.

La poblacion de la investigacion fue conformada por 46 estudiantes de diversas
ramas de la ingenieria que cursaban la materia de ED en el semestre agosto-di-
ciembre 2015 (2 grupos). La eleccion de la muestra estuvo basada en criterios
propios de un estudio de casos, donde fue necesaria una reflexion sobre el numero
de réplicas para recolectar la informacion a ser analizada (Yin, 2003). Con el
proposito de ser exhaustivos en el andlisis de las transcripciones, se seleccionaron
seis casos (agosto-diciembre 2015), correspondientes a dos equipos de trabajo.
Su eleccion fue de manera aleatoria entre los 14 equipos de trabajo.

La secuencia de la actividad experimental ocurre en una sesion de clase de
1.5 horas de duracion. La secuencia de actividades estuvo determinada siguiendo
las etapas del ciclo de modelacion de Rodriguez (2007, 2010). A continuacion se
presenta a detalle la secuencia de actividades en esa sesion y en la figura 2
se representan las actividades ubicadas en el esquema de modelacion
matematica.

Actividad 1. La actividad uno presenta la situacion problema (Situacion Real
dentro del ciclo de modelacion). La situacion gira en torno a cuestionarse en
conocer como esta cambiando la magnitud “carga de un capacitor’ en un circuito
RC respecto al tiempo. Durante los primeros minutos de la clase, se presenta
una breve introduccién al tema de circuitos mediante una charla con expertos
en la divulgacion de la ciencia y/o de ingenieros expertos en el area. Esto supone
la mayor parte del tiempo, la presencia de colaboradores externos en la clase
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Figura 2. Actividades de la experimentacion dentro del Ciclo de Modelacion.

para la adecuada presentacion del tema. Durante la charla, los alumnos discuten
ideas que los llevan a iniciar la propuesta de un Modelo Pseudo-Concreto.

Actividad 2. Es durante esta actividad donde se empieza a incorporar el uso de
tecnologia en el aula. De nuevo, esta actividad busca que los alumnos vivan la
Situacion Real e inicien con la creacién de un Modelo Pseudo-Concreto. Se
invita a los alumnos a construir un circuito RC con material que el profesor lleva
a la clase. El experimento que los alumnos realizaron fue disenado por la pro-
fesora responsable del grupo en colaboracién con expertos en fisica e ingenieria
eléctrica y robotica. Los materiales que incluia el experimento fueron: a) 1 sensor
de voltaje; b) 1 computadora; ¢) 1 Lab quest mini (dispositivo entre el sensory
la computadora); d) 1 cable adaptador; e) un juego de 4 baterias (1.5 volts = 6
volts; f) 1 resistencia; g) 1 capacitor; h) tres cables conectores. El material men-
cionado se distribuyd en cada equipo de trabajo, conformado por tres estudiantes.
A cada uno se le proporcion6 un protocolo de practica de laboratorio previamente
realizada por el docente donde se les indicaba las instrucciones para realizar
las diversas conexiones (ver figura 3).
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2. Una al genarador con [a resistencia con ayuda de un conactor:

3.- Une la resistencia con el capacitor:

Figura 3. Fragmento de practica que se les proporciond a los equipos de trabajo.

Actividad 3. En esta actividad los alumnos pueden obtener mediante la tecnologia
los Resultados Fisicos y Resultados Pseudo-Concretos de la situacion que se
presentd en un inicio. Se pidi6 el armado del circuito y la generacion de graficas
que se forman por la carga y descarga del capacitor con apoyo del sensor de
voltaje. Se propicié una discusion grupal con el fin de iniciar una interpretacion
de las graficas proporcionadas por el sensor. Algunos ejemplos son mostrados
en la parte inferior (ver figura 4):

4 W runi

Time | Fotential

- L 52 .3
A k :]

g 5.3 3
ol 54 3210
55 32140

-1

0 Time (1) 150 m S8 3.301

Figura 4. Diversas representaciones mostradas por sensor de voltaje.
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Actividad 4. Los resultados arrojados por el sensor apoyan la construccion del
Modelo Fisico y Modelo Matematico. Se propicia la discusion grupal de sus
conocimientos previos que buscard iniciar la construccion de un modelo de ED
para representar el cambio de la carga del circuito eléctrico RC. La ED es:

Rq’(t)+%q(t)=E(t);q(t=0)=Oc.

Actividad 5. En el ciclo de modelacion, la etapa de Estudio Matematico esta
representada en esta actividad. Se introduce la deduccion del método analitico
de una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) lineal de primer orden. En algunas
ocasiones, éste ya ha sido presentado previamente y solo se procede a la reso-
lucion matematica de la ED propuesta con anterioridad.

Actividad 6. Por ultimo se permite al alumno que confronte sus resultados del
Modelo Matematico con los resultados que la tecnologia propicio, es decir,
el Modelo Situacion Real. Con los resultados obtenidos (solucion general y par-
ticular) del modelo tedrico, se solicita evaluar el Modelo Matemético que habia
sido propuesto con la informacion obtenida del armado del circuito. Se compara

este analisis con las graficas obtenidas por el sensory la respuesta analitica de

la carga. La forma de la solucion general es: g(t) = g—ge‘”’"c.

Actividad 7. Se reflexiona de manera general sobre el proceso de experimentacién
y modelacion; ademas se discute sobre las diferencias entre lo expresado ana-
liticamente y la experimentacion realizada.

La recoleccion de informacion de los casos fue suficiente para alcanzar un
nivel de comparabilidad y estudio exhaustivo del fendmeno que permitiera la
validacion de las conclusiones (Stake, 2005). En ella se usaron dos fuentes de
informacion: los dialogos entre los mismos alumnos y los documentos generados,
es decir, los registros escritos que fueron realizados por los estudiantes durante
la sesién. La recoleccion de la informacion utilizéd tres técnicas importantes:

* Instrumento A. La observacion participativa en 3 sesiones previas, durante
y posterior a la implementacion en cuestion. La observacion fue videogra-
bada y transcrita para su andlisis a detalle en los dos grupos donde se
llevd a cabo la experimentacion.

100 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016



El rol de la experimentacién en la modelacién matematica

* Instrumento B. El anadlisis de documentos producidos en estas 3 clases
(protocolo de practica y ejercicio) y/o tareas posteriores.

* Instrumento C. Una encuesta previa para conocer el conocimiento y la
familiaridad de los 46 alumnos sobre el contexto eléctrico.

* Instrumento D. Una encuesta final del curso (46 estudiantes) donde se les
pregunto en especial sobre el impacto del uso de experimentacion en su
aprendizaje de las ED.

* Instrumento E. La transcripcion de la entrevista de 6 de los 46 alumnos
durante el semestre agosto-diciembre 2015. Las entrevistas fueron video-
grabadas y transcritas para su analisis a detalle.

El analisis de la informacion buscé examinar, categorizar, tabular, evaluar y
recombinar evidencia, siempre guiados por las proposiciones iniciales del estudio
(Yin, 2003). La triangulacién optima para el estudio de casos es la que confronté
las observaciones directas con la revision de registros y la metodologia planteada
(Stake, 2005).

La validez de constructo fue seleccionada como la éptima para las investi-
gaciones de esta naturaleza. Esta validez refiere a que los conceptos definidos
en el marco teorico se reflejaron en los instrumentos utilizados (Concha, Barriga
y Henriquez, 2011). De esta manera, fue por medio de la concepcién de mode-
lacion matematica y sus diferentes etapas y transiciones, como se pudieron
confeccionar los instrumentos para la recoleccion y posterior analisis de los datos
obtenidos. Para completar dichos instrumentos se utilizaron video grabaciones
en las sesiones de recoleccion de datos. (Yin, 2003).

PRESENTACION Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Los resultados muestran que la puesta en marcha de la experimentacion tuvo
dos roles importantes. En primer lugar, la manipulacion de los diversos materiales
que conformaban un circuito eléctrico vivencié un acercamiento hacia un feno-
meno que pocos alumnos de la clase han tenido oportunidad de apreciar. Dentro
del ciclo de modelacion, el planteamiento de la Situacion Real es de gran impor-
tancia puesto que representa el detonante de todo un proceso de creacion de
modelos matematicos. Precisamente la tecnologia permitié que los alumnos no
s6lo tuvieran un acercamiento al problema mediante su lectura, sino ademas, a
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través de la experimentacion del mismo, mediante los materiales involucrados.
Ello fue un factor de motivacion durante la sesion.

De acuerdo con una encuesta previa (Instrumento ¢) realizada a los estu-
diantes antes de la sesion, menos del 45% de ellos tenian alguna experiencia
con el armado de circuitos eléctricos en otras asignaturas y materias. Los alumnos
expresaron asombro y motivacion cuando se entregaron los elementos del armado.
El apoyo en la motivacion y la promocion de la curiosidad y la observacion son
dos roles atribuidos a la experimentacion que estan en concordancia con los
resultados de Garcia y Calixto (1999) y Navarro (2012).

Cinco de las preguntas de la encuesta final (Instrumento D) estuvieron enca-
minadas a la indagacion de la percepcion de los alumnos respecto a la utilizacion
de diferentes recursos tecnoldgicos en el aula. Resalta la pregunta numero 3 de
la encuesta, donde los alumnos muestran la valoracion que le asignan al uso
de sensores en el aprendizaje de las ED. Las respuestas de 46 alumnos encues-
tados en una escala tipo Likert, muestra que 91.1% consideran que la experi-
mentacion en clase favorecio el aprendizaje de las ED en diversas formas.

Experimentacion (sensores) [¢ Qué tanto favorecio realizar las siguientes actividades
en el curso?]

Favorecid mucho 27 58.7%
Favorecidalgo 15 326%
Favorecié poco 2 4.3%
Favorecié muy poco 1 2.2%
No favoreci 1 2.2%

Figura 5. Respuestas de 46 alumnos a la encuesta final del curso.

Algunos de los comentarios registrados al momento de las entrevistas (ins-
trumento e) con los alumnos se registran a continuacion.

A3: Si, es muy diferente simplemente ver los problemas en papel que realmente
observar el fendmeno y comparar el desarrollo tedrico con la practica, porque asi se
materializa lo que vimos en clase y te das cuenta de su utilidad.

A6: Definitivamente si fue de ayuda el uso de experimentos debido a que me los
puedo imaginar sin ningn problema y en consecuencia la visualizacion y el planteo
de Ia ecuacion no se vuelven tan complicados.

A8: Si. Ver personalmente que tus predicciones son certeras y que en verdad estas
entendiendo como funciona el mundo es una experiencia que no siempre se tiene.
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A10: La actividad de circuitos fue muy padre, ya que tiene un uso mas practico que
solo medir temperatura.

A22: Definitivamente si, me es mas facil aprender basandome en ejemplos que
acontecen en la vida cotidiana debido a que me los puedo imaginar sin ningun
problema y en consecuencia la visualizacion y el planteo de la ecuacién no se
vuelven tan complicados.

Los resultados de los instrumentos analizados muestran, que la experimen-
tacion aunada con la charla inicial con los expertos, permitié a los alumnos
iniciar su planteamiento del Modelo Pseudo-Concreto y del Modelo Fisico. Las
palabras mismas que utilizaban para explicarse la situacién que estaban viven-
ciando fueron indispensables al momento de hacer una acercamiento a la
modelacién matematica. Ello conlleva al segundo de los roles que tuvo la tec-
nologia en el proceso de modelacion.

El segundo rol que tuvo la experimentacion en el aula fue permitir una mejor
comprension y asimilacion de los conceptos matematicos en juego (ED, su solu-
cion, estabilidad de la misma, etc) por los alumnos. Esto esta determinado por la
actividad namero cuatro, que estuvo encaminada a la formacion de un Modelo
Matematico a través de un Modelo Fisico. En la discusiones generadas por los
estudiantes, el Modelo Matematico estuvo fuertemente ligado con la propia expe-
riencia a través del manejo de los circuitos eléctricos y los simuladores. Uno de
los principales debates gir6 en torno a la interpretacion de las graficas del sensor
versus el comportamiento de la carga del capacitor en tiempo (Situacién Real).

En el inicio de la clase, los alumnos de ambos equipos analizados dibujaron,
de acuerdo con sus ideas previas, dos graficas diferentes como se muestra en la
figura 6. El docente busco siempre el debate de ideas sin validar alguna de ellas.

(1) Docente: iPuede alguien decirme qué representan esas dos grdficas?
(2) Al: Representa que se carga rdpido y se va alentando.

(3) Docente: éEso representa?

(4) A2: No, que se va cargando lento y después rdpido.

Dentro de estas interacciones se aprecia como el Estudio Matematico, parte
importante del proceso de modelacién, no se limita a la respuesta analitica de
las ED, sino que permite el analisis cualitativo de representaciones graficas. Ello
conlleva a una posterior generacion de ideas para su discusion y validacion de
las respuestas analiticas.
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Figura 6. Graficas iniciales mostradas por los alumnos de ambos equipos.

-

La construccion del circuito eléctrico RC en cuestion, permite el didlogo con-
tinuo y que los alumnos confrontaran sus ideas iniciales de lo que ocurriria con
lo que sucede en la realidad. En las conversaciones registradas, se evidencia
que al final de la sesion los estudiantes muestran un manejo correcto de los
términos propios del contexto eléctrico (carga, descarga, capacitor, resistencia,
etc) y una mejor comprension de lo que ocurre en el fenémeno estudiado en
relacion al tema matematico mostrado en la clase (ver figura 7). Es importante
senalar que los 2 ejemplos de graficas mostradas en la figura 6 no es la grafica
que realmente refleje lo ocurrido en el circuito (ver respuesta en figura 4). Sin
embargo, el hacer vivir una actividad de experimentacion en una clase de mate-
maticas (que no es lo usual) ayuda a que los alumnos entiendan el significado
de una solucion particular de 1a ED y que vislumbren el apoyo importante de
los métodos analiticos para encontrar estas expresiones matematicas. El sensor
deja ver la grafica y una tabla numérica de comportamientos pero nunca la
expresion matematica de la solucion analitica.

Figura 7. Alumnos de ED en el armado de un circuito eléctrico RC.
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De esta manera, las explicaciones que los estudiantes proporcionaron, eran
verificadas por ellos mismos después de observar el circuito eléctrico. Esto dentro
del ciclo de modelacién es posible apreciarlo en la parte de Confrontacion del
Modelo de la Situacion Real. De esta manera, no era el mismo docente quien
validaba las respuestas de los equipos, sino que la misma tecnologia orientaba
una discusiéon cuando no habia congruencia por los resultados del modelo anali-
tico. Por ello, se identifico el desarrollo de un sentido critico, muy relacionado con
lo afirmado con Navarro (2012), puesto que incluso las explicaciones ofrecidas
por los expertos en el tema hicieron dudar a los alumnos quienes buscaban
continuamente la constatacion que estos supuestos fueran ciertos:

Docente: (Después de mostrar las grdficas de varios equipos) Entonces la carga debe
comportarse de manera exponencial.

Ab: A nosotros no nos queda asi, asi no carga nuestro capacitor.

Docente: Tal vez los cables tienen un problema

A4: Pero si funcioné hace un momento éno puede ser que haya diferencias entre la
manera de cargarse cada uno de los circuitos?

La evidencia recolectada y triangulada, correspondiente al segundo objetivo
especifico, mostré que el armado del Modelo Matematico estuvo vinculado a la
realizacion del experimento. Los alumnos comprendieron lo que ocurria cuando
el circuito eléctrico era cerrado por ellos mismos, ello fue evidenciado con las
explicaciones de los mismos estudiantes respecto a las graficas que se generaron:

A2: éQué representa la asintota en la grdfica?

Al: La asintota es el voltaje total de las baterias.

A3: Pero como una bateria no estaba muy nueva no se alcanzo el voltaje mdximo
tedrico.

Esta comprension los llevo a proponer un Modelo Matematico para explicar
el fenémeno en ambos equipos. Los alumnos eligieron correctamente los ele-
mentos que componen la ecuacion diferencial gracias a los materiales previamente
manipulados en la experiencia. Cuando los estudiantes mostraron los modelos
creados por los equipos se permitié que el grupo no solamente debatiera el
modelo correcto sino también la forma de su solucion de manera analitica:
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Docente: {Cudl es la funcion de la solucién que acabamos de ver?

Ad4: Exponencial.

Docente: éMds ideas?

Ab: Raices.

Ab6: Es que nos dijeron que tarda tiempo infinito en cargarse, debe ser exponencial.
Docente: Muy bien. Lo que vimos en el sensor es que la solucion es exponencial,
como se resuelve analiticamente?

Al: Con lineal (refiriéndose al método para resolver una ED lineal).

Una parte importante de la clase fue la promocion de una reflexion entre la
solucion analitica y la grafica que habia sido generada por los sensores. Las
explicaciones de los alumnos mostraron la comprension del fenémeno tanto
fisica como mateméaticamente (ver figura 8).

10.- [ Quét puedes dedir de la forma de la griflea? (Cudl es su asintota? jPorqué croes
que es asi? ol Loy
5 gm o e =1 -~ - by B
ef exforancia) €\ arnntad er e\ velsy
g LA
adiag Qu'u'ﬁ!._ & afi forot 23 Vo fumos o Ve 15y

de lew 4 bavney (15w C,"u)*

&

Figura 8. Explicaciones de los alumnos respecto a la solucion analitica.

Es necesario reconocer que los resultados muestran que el trabajo en equipos
fue determinante en el proceso de construccion y de discusion de ideas entre
los alumnos, ello acorde con lo expuesto por Hitt (2003). Por ejemplo, un caso
particular donde un estudiante tuvo como primera idea el que la solucion era
de tipo raices, pudo comprobar que estaba en un error cuando sus mismos
companeros debatieron con él la idea de que la grafica se acercaba mas a una
exponencial. El uso de la tecnologia brindada por el sensor brind6 elementos
importantes que dieron fundamentos a los argumentos de los alumnos. El rescate
de sus conocimientos previos, el armado del propio circuito, y las estrategias para
su resolucion, representaron aspectos ricos en ideas que llevaron a una evolucion
conjunta de los saberes de los alumnos.

Respecto al segundo objetivo especifico, los retos que implico el poner en
marcha la experimentacion en el aula fueron multiples. En primer lugar demandé
para el docente el trabajo previo disenando la actividad mas adecuada al
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contenido matematico elegido. Una vez seleccionada, se inicio la busqueda de
un problema preciso y que fuera factible su manipulacion en el aula de clases.
En un segundo momento, uno de los retos del docente estribd en el constan-
te cuestionamiento de las ideas iniciales de los alumnos para lograr una cons-
truccion de su conocimiento. Las interacciones del docente con los alumnos
fueron cruciales para el desarrollo del armado fisico del circuito eléctrico y en la
conformacién de los modelos que lo describian, asi como lo sefalan Quiroz
(2015) y Quiroz, Hitt & Rodriguez (2015).

Por ultimo, contrario a lo esperado por los profesores; el uso de la tecnologia
por los alumnos no representa un reto dificil de superar. La practica brindada por
la docente con las instrucciones del armado permite el reconocimiento y la
utilizaciéon de los distintos materiales por los alumnos. Sin embargo, una vez
generadas las graficas por el sensor, el principal reto originado por el experimento
fue la busqueda de explicaciones tanto en el ambito fisico como matematico de
los resultados encontrados.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

La experimentacion en el aula de clases ha mostrado de antemano importantes
aportaciones para la comprension de las ciencias. Sin embargo, en el aula de
matematicas no es comun su aplicacion. La presente investigacion mostré como
la experimentacion no solamente tiene cabida en una clase de matematicas
sobre todo si estd basada en modelacion matematica, sino que ademas la
experimentacion en la clase por los estudiantes es determinante en el proceso
de dotar de nuevo significado a los estudiantes sobre las nociones matematicas
en juego.

Sin embargo, los resultados presentados abren mas interrogantes sobre la
misma aplicacion de la experimentacion. Por ejemplo, 1a relacion que pudiera
existir entre una experimentacion fisica en el aula o aquella que utiliza simuladores,
puesto que no siempre es posible proporcionar a los alumnos el material adecuado.
Por otro lado, los elementos utilizados para el disefio de la actividad, en concor-
dancia con el ciclo de modelacion, podria apoyar el diseno de otras clases donde
se emplee la experimentacion en diferentes cursos de matematicas.

Los resultados de la presente investigacion pretenden formar la base de mas
estudios preocupados por el rol y los retos de la experimentacion en una clase

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016 107



Ruth Rodriguez Gallegos * Samantha Quiroz Rivera

de matematicas basada en la modelacion matematica. Consideramos que el
uso de este tipo de actividades en el aula apoya no solamente la comprension
de los conceptos matematicos sino también ayuda a promover la motivacién de
los estudiantes al percibir su relacion con su vida cotidiana.

La busqueda de estrategias que combinen, en el aprendizaje de las mate-
maticas, los contenidos y sus aplicaciones brindan oportunidades a los alumnos
de reconocer la utilidad de esta asignatura en contextos propios de su vida
cotidiana. Esta busqueda es indispensable en la formacion de ingenieros, quienes
deben ser capaces de dar solucion a las problematicas profesionales a las que
se enfrentaran en sus areas laborales.

Finalmente, es necesario reconocer la labor determinante del docente en la
eleccion, diseno o adaptacion y puesta en escena de actividades experimentales
en el aula. Por tanto, el trabajo con los docentes ha de ser un aspecto primordial
si se busca la diseminacién de este tipo de actividades en las aulas de clase.
Investigaciones recientes han mostrado metodologias que combinan el trabajo
investigador-docente y cuyos resultados pudieran tomarse en cuenta para el
seguimiento del estudio de la experimentacion en matematicas.
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Resumen: En este trabajo se evaltia la dimension matematica del Conocimiento
Didactico-Matematico de futuros profesores de matematicas, al hacer transfor-
maciones de las representaciones de una funcién. Se aplicé un cuestionario a
90 profesores en formacion repartidos en tres grupos; fue analizada la homo-
geneidad de las respuestas por grupos, y se caracterizaron los objetos matema-
ticos primarios y procesos presentes en las practicas matematicas que desarrollan
los profesores en formacion al resolver el cuestionario. Los resultados eviden-
cian serias dificultades de los mismos para identificar y usar los interceptos de
una funcion sin ayuda grafica; analizar sus valores extremos y sus intervalos
de crecimiento; modelarla matematicamente e identificar la pendiente de una
funcion lineal. Los objetos matematicos primarios y procesos presentes en las
practicas que desarrollan los estudiantes al hacer transformaciones de las repre-
sentaciones de las funciones involucradas en la situacion son muy similares, a
pesar de la diferencia en horas desarrolladas en el programa en cada uno de
los tres niveles.
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Palabras clave: profesores en formacion, funcion, representaciones semiéticas,
prdcticas matemdticas.

Abstract: In this paper the mathematical dimension of the Didactical-Mathemat-
ical Knowledge of the future teachers of mathematics is analyzed when they
transform the representations of a function. A questionnaire was applied to 90
future teachers who were distributed in three groups. The homogeneity of the
answers per group is analyzed, and the primary mathematical objects and
the present process in the mathematics practices they develop trough their
answers are characterized. The results show serious difficulties of the future
teachers with some function topics, such as: indetifying and using their intercepts
without a graphical support; analyzing their extreme values and growth ranges;
making a mathematical model or a graphical draft; indetifying the slope of a
linear function. The primary mathematical objects and present processes in the
practices that the prospective teachers develop are very similar, in spite of the dif-
ference in the number of hours od instruction in each of three gropus.

Keywords: future teachers, function, semiotic representations, mathematical
practices.

INTRODUCCION

La enculturacion matematica de ninos y jovenes de las comunidades depende
en gran medida de las habilidades y competencias para ensenar que posean
las personas que los orientan. En relacién con el concepto de funcion, parece
haber un distanciamiento bien marcado entre su comprensién a nivel escolar y
su necesidad de uso consciente a nivel social. Es decir, en las practicas sociales
—-no académicas— es casi inevitable la utilizacion de este concepto en contextos
cotidianos —aunque sea inconscientemente—, mientras que en contextos acadé-
micos los estudiantes parecen no reconocerlo y les cuesta utilizarlo de manera
consciente, quiza por no poderlo relacionar con algo conocido. Para el Ministerio
de Educacion Nacional de Colombia (MEN, 2005), el estudio de las funciones es
de suma importancia en el desarrollo de una comunidad, ya que conectan mode-
los y/0 patrones con otros para producir estructuras matematicas perdurables
en el tiempo. Se trata de un concepto que brinda una gran oportunidad para
explorar sus representaciones en un mismo ambiente, lo cual facilita su estudio
a través del analisis de congruencias e incongruencias entre los elementos de
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sus representaciones. Asi, los escenarios donde este concepto es usado con fre-
cuencia podrian ser los mas apropiados como enlace para realizar la conexion
entre el concepto a nivel social y su uso y comprension en contextos académicos.

Son abundantes los trabajos que indagan acerca de las dificultades presen-
tadas por estudiantes y profesores al decodificar informaciéon para hacer trans-
formaciones entre elementos de una funcion (Amaya y Medina, 2013; Hitt, 2003;
Marroquin, 2009; Suarez y Cordero, 2010) y sobre los conocimientos didacti-
co-matematicos de los profesores en la ensefanza de las funciones (Font, 2011;
Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005; Parra y Pino-Fan, 2016). Seguin Hitt (2003)
el problema de los estudiantes y de algunos profesores de ensefanza media
para entender el concepto de funciéon es que generalmente se restringen a la
manipulacion de una representacion algebraica del mismo, y esto produce
limitaciones en su comprension. En general, la actividad de conectar diferentes
representaciones de un concepto matematico no es considerada fundamental
por muchos profesores para su construccion. En particular, las actividades que
involucran transformaciones tipo conversién y tipo tratamiento (Duval, 2004) son
minimizadas por los profesores al estudiar las funciones, desconociendo que
promueven un mejor entendimiento de las funciones y facilitan el desarrollo
de procesos de visualizacion.

De lo planteado por Hitt (2003) se puede inferir que en la ensefianza de las
funciones se ha tendido a sobrevalorar los procedimientos analiticos algebraicos
y la algoritmizacion, sin tener en cuenta que el estudio de funciones se potencia
si se realiza en un ambiente natural de camaraderia y cooperacion mutua entre
aprendices. Asimismo, el recurrir a diferentes registros es absolutamente indis-
pensable para la comprensién en matematicas (Duval, 2004) y ademas, segun
Duval (2012), esta comprensién requiere de la coordinacion y el funcionamiento
en sinergia de por lo menos dos registros, y que se pueda pasar espontaneamente
de una representacion a otra sin siquiera notarlo.

En este trabajo se tuvo como objetivo evaluar el conocimiento matematico
de futuros profesores de matematicas para hacer transformaciones de las repre-
sentaciones de una funcion. Concretamente se evalia el reconocimiento, la
produccion y transformacion de diferentes representaciones de una funcion, al
igual que su uso, con el proposito de resolver una situacion problema. Con esta
finalidad utilizamos el modelo del conocimiento del profesor denominado Modelo
del Conocimiento Diddctico-Matemdtico (cDM) (Pino-Fan, Assis y Castro, 2015),
el cual nos proporciona herramientas tedrico-metodoldgicas concretas para la
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caracterizacion de los conocimientos de los futuros profesores, relacionados con
la dimension matematica.

2. MARCO TEORICO
2.1 SOBRE LOS CONOCIMIENTOS NECESARIOS PARA ENSENAR MATEMATICAS

Durante las ultimas décadas, las investigaciones en Educacion Matematica han
sido muy fecundas al tratar de indagar sobre los conocimientos matematicos
que debe dominar un profesor para ensefar las matematicas eficientemente.
Entre los trabajos mas destacados estan los de Shulman (1986, 1987, 2005), Ball,
Thames y Phelps (2008), y Godino y sus colaboradores (Godino, 2009; Godino,
Batanero, Rivas y Arteaga, 2013; Pino-Fan et al, 2015). Como resultado de estos
trabajos, aun no se ha llegado a un consenso sobre un marco teérico que
caracterice dichos conocimientos, pero si se han formulado diversos modelos
que han hecho aportes significativos para su caracterizacion (Pino-Fan y Godino,
2015), uno de ellos es el denominado modelo del Conocimiento Didactico-Ma-
tematico (cbm).

El cbm, inicialmente planteado como un sistema de categorias de andlisis
de los conocimientos del profesorado (Godino, 2009), se ha ido refinando en
diversos trabajos (Godino y Pino-Fan, 2013; Pino-Fan y Godino, 2015; Pino-Fan,
Assis y Castro, 2015). El coM asume del Enfoque Onto-semidtico su sistema de
herramientas teoricas, el cual proporciona un sistema de categorias y sub-cate-
gorias de conocimientos que el profesor debe conocer, comprender, saber aplicar
y valorar, y para las cuales se proponen herramientas teorico-metodologicas que
facilitan la operativizacion de los andlisis de los conocimientos incluidos en cada
sub-categoria. EI modelo del cDM propone tres dimensiones, cada una a su vez
compuesta por sub-categorias (Pino-Fan y Godino, 2015): Dimension matemadtica,
Dimension diddctica, Dimension meta diddctico-matemdtica.

Es de interés en este trabajo la Dimension matematica, conformada por las
sub-categorias conocimiento comun del contenido —relacionado con el conoci-
miento que un profesor moviliza para resolver los problemas que les coloca a
sus estudiantes y para verificar que las soluciones dadas a ellos sean apropiadas;
mas especificamente, se relaciona con el conocimiento que el profesor comparte
con estudiantes del nivel donde orienta—, y el conocimiento ampliado del con-
tenido —que permite al profesor realizar las conexiones entre los conceptos que
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fundamentan lo que se trabaja en un nivel y proyectar lo trabajado hacia lo que
se necesita posteriormente, ademas de permitirle seleccionar y utilizar diferentes
representaciones de un objeto, decidir cudl registro utilizar como principal y cudl
0 cudles como auxiliares.

La Dimensién matematica es integral, integrada e integradora debido a la
naturaleza de sus componentes. Por un lado, el conocimiento comun del con-
tenido es absolutamente indispensable en un profesor de matematicas, quien
debe conocer el material que ensena y poderlo modificar para construir situa-
ciones problema, sin que pierda su esencia matematica. El conocimiento ampliado
del contenido, en el caso concreto de nuestro estudio, facilita —entre los concep-
tos— establecer los enlaces, vinculos y conexiones intra e inter registros y
representaciones.

Las sub-categorias de la Dimension didactica son tanto integradoras como
integradas, facilitan el conocimiento del material y de las personas objetivo del
proceso de ensenanza-aprendizaje, pero para ser Utiles necesitan de la Dimension
matematica, y dificilmente se dan en ambientes aislados de los procesos de
ensenanza. El conocimiento de los estudiantes es integrado a los demas cono-
cimientos del profesor y forma parte integral de los demas conocimientos de la
Dimensioén didactica. Por lo anterior, la efectividad de los aprendizajes dependerd,
principalmente, de la habilidad del profesor para integrar las componentes de
cada dimension.

La Dimension meta didactico-matematica hace al profesor consciente de que
de su formacion y actualizacién continua y permanente depende, en gran medida,
el aprendizaje de sus estudiantes; permite al profesor reflexionar sobre su propia
practica (Pino-Fan, Godino y Font, 2016). Es muy importante si se sopesa el interés
en formar personas de bien, versus resolutores de problemas matematicos, si se
quiere que la formacion matematica contribuya a la formacion de mejores seres
humanos y ciudadanos. El establecimiento de este tipo de relaciones entre las
dimensiones y su efecto formativo dice mucho sobre la potencialidad del cbm.

2.2 ACERCA DE LAS FUNCIONES
El objeto matematico funcion es el resultado de grandes esfuerzos de diferentes
pensadores, y en su desarrollo histérico de mas de 2,000 afnos ha sido objeto

de diversas acepciones y generalizaciones (Parra y Pino-Fan, 2016). Seguin Sastre,
Rey y Boubée (2008) tiene sus raices en el desarrollo del concepto de niimero.
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En la antigiiedad los griegos trabajaron problemas que involucraban funciones,
sin reconocerlas como tales, y haciendo solo representaciones verbales o graficas.
Sin embargo, son aportaciones relevantes de la cultura helénica que, si bien no
correspondian explicitamente al concepto de funcién, si pueden considerarse
los primeros antecedentes en su desarrollo. Para Kleiner (1989) el periodo mas
fecundo en la realizacion del concepto de funcion fue de 1450 a 1650, con
grandes hechos como: 1) La extension del concepto de nimero al de nimeros
reales y nimeros complejos por Bombelli y Stifel; 2) La creacion del &lgebra
simbdlica por Vieta y Descartes; 3) Los estudios de problemas de movimiento
por Kepler y Galileo; y 4) La union entre el dlgebra y la geometria por Fermat y
Descartes. Segun Leinhardt, Stein y Zaslavky (1990), el concepto de funcion tiene
un estatus de facilitador en el aprendizaje de las matematicas, pues permite la
interaccion de aprendices y objetos matematicos, a través de actividades que
involucran funciones con elementos del medio sociocultural.

El concepto de funcion es, sin lugar a dudas, un elemento fundamental en
el desarrollo histérico de la humanidad, y ha adoptado a lo largo de su evolucion
historica al menos seis significados parciales (Parra y Pino-Fan, 2016): 1) La
funcion como correspondencia, 2) La funcién como relacion entre magnitudes
variables, 3) La funcién como representacion grafica, 4) La funcion como expre-
sién analitica, 5) La funcion como correspondencia arbitraria, y 6) La funcion a
partir de la teoria de conjuntos. El término “funcién’ fue usado por primera vez
en 1673, en una obra de Leibniz; en la literatura frecuentemente alude a:

* Una relacion de correspondencia entre variables: relacion en la que a cada
valor en la variable de entrada le corresponde uno y so6lo un valor de la
variable de salida.

* |a correspondencia entre elementos de dos conjuntos: una regla en la que
cada elemento del conjunto de partida debe estar relacionado con un unico
elemento del conjunto de llegada.

* La dependencia entre dos variables: por cada valor que se le asigne a la
variable independiente, existe un Unico valor de la variable dependiente.

* El conjunto de pares ordenados: es un conjunto de pares ordenados, con
la condicion de que la primera componente no se repita en ningdn par
del conjunto.

* La relacion entre dominio e imagen: relacion que a cada numero pertene-
ciente al dominio D, le asocia un Unico resultado numérico de entre las
imagenes f(x).
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* El criterio de la recta vertical: si se traza una recta vertical por cualquier
parte del plano, si esta sélo corta la grafica, la corta en una sola parte.

Cada definicién se puede mirar como una relacion de dependencia entre las
variables, y en una representacion grafica, la variable independiente se asocia al
eje de las abscisas y la dependiente al eje de las ordenadas. Los registros mas
comunmente usados para representar una funcion son: analitico algebraico,
analitico numérico, grafico, figural, sagital, coloquial, tabular y el fenomenoldgico.

De acuerdo con el MEN (2005), el estudio de patrones, nociones y conceptos
propios del pensamiento variacional —como constante, variable, razén de cambio,
dependencia e independencia de una variable con respecto a otra, y con los
distintos tipos de modelos funcionales— contribuye a la comprension y uso de
los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos, para
el aprendizaje con sentido del calculo. Con el proposito de desarrollar el pensa-
miento variacional sugieren analizar diferentes representaciones e intentar for-
mular procedimientos, algoritmos o formulas que permitan reproducir el mismo
patron de regularidad, calcular el término siguiente, confirmar o refutar las
conjeturas iniciales e intentar generalizarlas. Entre los estandares propuestos
por el MEN (2005) para el desarrollo del pensamiento variacional, y los sistemas
algebraicos y analiticos, estan:

Identifico relaciones entre propiedades de las graficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas (..) Modelo situaciones de variacion con funciones polinémicas. Identifico
y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva que repre-
senta en el plano cartesiano situaciones de variacion. Identifico la relacion entre los
cambios en los parametros de la representacion algebraica de una familia de fun-
ciones y los cambios en las graficas que las representan (p. 87).

En lo sugerido por el MEN (2005) se evidencia la importancia del uso de las
representaciones semidticas como fundamento para relacionar los elementos
de una funcion y asignarle significado y sentido a los conceptos. De acuerdo
con Duval (2004), las representaciones semiéticas son el medio que permite a
un sujeto exteriorizar o comunicar sus representaciones mentales. A |a transfor-
macion de una representacion de un objeto sin cambiar de registro se le deno-
mina tratamiento, y cambiando de registro se le llama conversion; es decir, un
tratamiento se logra al decodificar la informacién de un registro y recodificarla
en el mismo registro, mientras que en una conversion la informacion decodificada

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016 117



Tulio R. Amaya De Armas ¢ Luis R. Pino-Fan ¢ Antonio Medina Rivilla

se recodifica en otro registro. Las similitudes de los elementos de dos o mas
representaciones permiten establecer las congruencias e incongruencias entre
ellos. Duval (1999) asegura que ‘la comprension de un contenido conceptual
reposa en la coordinacion de al menos dos registros de representacion y esta
coordinacion se manifiesta por la rapidez y la espontaneidad de la actividad cog-
nitiva de conversion” (p. 186).

El significado de los objetos estudiados surge de la identificacion de los
componentes conectados de las diferentes representaciones y la coordinacion
de las organizaciones cognitivas (Meel, 2003), al ponerlos en paralelo con repre-
sentaciones fenomenoldgicas. De lo anterior cabe destacar la funcién de las
representaciones semioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos, basados en la coordinacion tanto intra-registro e inter-registros como
trans-registro, es decir, en transformaciones tipo conversion o tipo tratamiento, y
al poner en paralelo los elementos identificados en cada representacion con
elementos socioculturales que se pongan en juego y permitan asignar significado
y sentido a los conceptos matematicos estudiados.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

En este trabajo se evalta la Dimension matematica de los conocimientos didac-
ticos-matematicos de futuros profesores de matematicas al hacer transformacio-
nes de las representaciones de una funcién. En otras palabras, se analizan
aquellos aspectos que comprenden sobre las funciones y la forma como los
comunican. Se propuso un trabajo en dos dimensiones: ontologica y epistemo-
logica. Ontologica por ser una actividad compartida donde la realidad se cons-
truye colectivamente a partir de la reflexion de los propios actores, buscando
cambios en ellos mismos. Y epistemoldgica porque la realidad investigada es
tratada de forma holistica, teniendo en cuenta la relacién de los participantes
con el entorno educativo en que se forman, y el conocimiento se da como resul-
tado de la interaccion entre todos los actores implicados en el proceso (Colds y
Buendia, 2004).

La muestra fueron 90 futuros profesores de matematicas de la Universidad
de Sucre, Colombia: 28 del tercer semestre, 28 del sexto semestre y 34 del octavo
semestre. Se partié del supuesto que los desempenios de los estudiantes de los
tres grupos eran diferentes, teniendo en cuenta la cantidad de cursos de didactica
y de matematica tomados por unos y otros.
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Al terminar el tercer semestre los estudiantes han tomado unas 464 horas
de formacién matematica (dos cursos de Célculo) y unas 432 horas de la com-
ponente didactica-pedagdgica (dos cursos de Didactica de las matematicas). Al
terminar el sexto semestre han tomado unas 512 horas mas de formacion
matematica (Calculo 11, Ecuaciones diferenciales y Analisis matematico), y unas
288 horas mas de la componente didactica-pedagogica (dos cursos mas de
Didactica de las matematicas). Y al terminar el octavo semestre han tomado unas
192 horas mas de la componente disciplinar y unas 224 horas mas en la com-
ponente didactico-pedagogica, durante las cuales realizan su practica docente.

A finales del segundo semestre del 2014 se aplico un cuestionario con pre-
guntas abiertas y cerradas sobre el mismo enunciado. Se escogié esta situacion
porque permite relacionar las funciones con el contexto sociocultural, lo cual
facilita establecer congruencias entre elementos de dos 0 mas representaciones
de las funciones involucradas, comparar sus respectivos significados y encon-
trarles sentido al utilizarlos mientras se resuelve la situacion.

El enunciado del cuestionario es:

En la grafica se muestran los costos de edicion y los ingresos por la venta de
una edicion facsimilar del poema dramatico de Alfonso Reyes, “Ifigenia cruel'.

100000 fpesas
S0000
B0000

= Ingresos

S0000

50000
40000
30000
20000

?

R1"d 100 200 300 400 500 800 | 700

Figura 1. Cuestionario base aplicado a los estudiantes. Original tomado de:
http://historiasdeactividades.blogspotcom/2007/09/ifigenia-cruel-de-alfonso-reyes.html

Al enlistar los indicadores que permiten determinar la relacion de los ele-
mentos de la situacion funcional con el contexto sociocultural se obtuvieron las
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categorias de analisis previas que se muestran en la tabla 1, con las cuestiones
planteadas por cada categoria.

Tabla 1. Categorfas de analisis y cuestiones planteadas en la situacion.

ftem Categorias de analisis Cuestiones planteadas
1 Identificacion y uso del intercepto al | {Cudles son los Costos, los Ingresos y la Ganan-
origen en una funcion. cia por producir y vender 0 ejemplares?
2 Identificacion y uso de los intervalos | éDentro de qué limites se debe mantener la oferta
de variacién de una funcion. para obtener ganancias?
3 Determinacién de los maximos y mi- | {Cuantos ejemplares se deben producir y vender
nimos de una funcién. para obtener la maxima Ganancia?
4 Identificacion y uso del concepto de | {Cudnto cuesta producir cada libro si no se con-
pendiente de una recta. sideran los Costos fijos de produccion?
5 Modelacién matematica de una si- | Calcula una expresiéon matematica que permita
tuacion funcional. un calculo aproximado de las Ganancias.
En el mismo plano coordenado realiza la grafica
de las Ganancias.
6 Utilizacion del concepto de ecua- | Sise sabe que se obtuvo una Ganancia de 20.000
cion para encontrar una incognita. | pesos, écual fue el ndmero de ejemplares que se
debio producir y vender?
7 Analiza el crecimiento y decreci- | {En qué intervalos crecen la funciones de Costos,
miento de una funcién. de Ingresos y de Ganancias?

Podria esperarse que al resolver cada item/tarea planteada, el estudiante
identificara, en la representacion grafica de las funciones involucradas, el ele-
mento por el que se le indagaba vy, a partir de esta identificacion, hiciera con-
versiones y/o tratamientos y diera su respuesta. Es decir, que decodificara del
registro grafico los elementos que necesitara de la funcién y los recodificara en
otro o en el mismo registro.

Por ejemplo, para obtener una representacion tabular de las funciones invo-
lucradas se podian ubicar puntos con igual abscisa sobre las graficas de las
funciones de ingresos y de costos, y luego restar las coordenadas correspondientes
(Ingresos — Costos) para obtener algunos valores de la funcién Ganancias y
proceder a elaborar una tabla como la tabla 2, donde los signos negativos para
las Ganancias indican pérdidas. En las representaciones mostradas en este
ejemplo se utiliza la siguiente convencion de colores: blanco para el Numero de
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ejemplares, verde para los Costos, azul para los Ingresos y morado para las
Ganancias.

Tabla 2. Representacion tabular de las funciones de Costos, Ingresos y Ganancias.

Ntmero de ejemplares  Costo en pesos  Ingresos en pesos  Ganancias en pesos

®) o) Y %

0 10000 0 -10000
50 17500 20000 2500
100 25000 37500 12500
200 40000 65000 25000
250 47500 75000 27500
300 55000 82500 27500
400 70000 90000 20000
450 77500 90000 12500
500 85000 87500 2500
600 100000 75000 -25000

Asimismo, es posible obtener las representaciones algebraicas de las funciones
de Costos, Ingresos y Ganancias, para ello es necesario realizar algunas trans-
formaciones tipo conversion y/o tipo tratamiento. Similar a como se hizo para
construir la tabla, se obtienen algunos puntos sobre las representaciones graficas
de las funciones de Ingresos y de Costos, y con esta informacion se tiene una
conversion al registro aritmético numeérico, con la que ademas se puede construir
una representacion cartesiana para cada una de las dos funciones: e. g, Costos
(0, 10.000), (200, 40.000); Ingresos (0,0), (50, 20.000) y (400, 90.0000), y utilizar
esta informacién para hallar la pendiente de la recta (funcion de Costos):
y2—yl 40.000-10.000 30.000
x2-x1 200-0 ~ 200
ejemplar sin considerar los costos fijos de produccion. Utilizando esta pendiente
y el intercepto al origen en el eje Y, se puede obtener la expresion algebraica:
Costos C(x) = 150x + 10.000. Esto indica que los costos fijos de produccion para
este libro son de 10.000 pesos, y el costo de edicion de cada ejemplar, sin tener
en cuenta los costos fijos de produccion, es de 150 pesos.

=150, que corresponde al costo de cada
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Para la funcion de Ingresos se pueden tomar los tres puntos de la represen-
tacion cartesiana mostrada anteriormente y remplazarlos en la forma general
de una funcion cuadratica: I(x) = ax? + bx + cy resolviendo el sistema de ecua-
ciones: (1) ¢ = 0; (2) 20.000 = 2.500a + 50b vy (3) 90.000 = 160.000a + 400b se
tiene que a=-05y b =425y reemplazando estos valores en [(x) = ax? + bx +
¢ se obtiene la funcion de Ingreso I(x)= -0.5x2+ 425x. Y como:

Ganancias es igual a Ingresos menos Costos [transformacion tipo conversion]
G(x) = I(x) - C(x) [transformacion tipo conversion]
G(x) = -0.5x+425x = (150x+10.000) [transformacion tipo tratamiento]
G(x) = -0.5x*+425x-150x-10.000 [transformacion tipo tratamiento]
G(x) = -0.5x*+275x-10.000 [transformacion tipo tratamiento]

Se dice que la transformacion es tipo conversion porque se hace un cambio
de registro, pasando del registro grafico al del lenguaje coloquial, y de este al
algebraico. Se dice que la transformacion es tipo tratamiento porque se hacen
transformaciones al interior del registro algebraico, sin abandonarlo.

Con la informacion anterior, y siguiendo la convencion de colores, en la figura
2 fueron reconstruidas las representaciones graficas de las funciones involucradas
en la situacion, y se incluyd la representacion grafica de las Ganancias.

Figura 2. Representacion grafica de las funciones de Costo, de Ingresos y de Ganancias,
en diferentes colores.

La convencién de colores facilita realizar las congruencias e incongruencias
entre los elementos comparables de las representaciones en cada registro, al
ponerlos en paralelo y empezar a comparar los elementos ostensibles, tanto en
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unos como en otros registros y representaciones. Este analisis de congruencias
es un fuerte potencializador para la comprension de las funciones, al hacer el
transito entre todas las representaciones posibles y relacionarlas con los elementos
de las representaciones del registro fenomenologico. De ahi la importancia de
poder efectuar transformaciones en matematicas como herramienta/instrumento
para el aprendizaje de un concepto (Del Castillo, 2013).

Con los resultados se hizo un analisis comparativo de las calificaciones
medias de los tres grupos al resolver el cuestionario, y utilizando tablas de con-
tingencias, con el coeficiente Chi-Cuadrado de Pearson (a0 = 0,05), son analizadas
las asociaciones entre las respuestas dadas a cada item, con el grupo de donde
estas provinieran.

Para elaborar el andlisis y la caracterizacion de los objetos matematicos primarios
y procesos presentes en las practicas matematicas que desarrollan los estudiantes
al resolver el cuestionario, se utilizd 1a nocion de configuraciéon ontosemiotica
(Pino-Fan, Godino y Font, 2015), a través de la cual se pueden identificar y describir
en detalle elementos linglisticos, conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones,
procedimientos y argumentos de los objetos matematicos implicados, asi como sus
significados y los procesos incluidos en las practicas matematicas institucionales
0 personales. Aqui solamente se reportan los resultados de la dimension matematica
del cbMm de los futuros profesores al resolver el cuestionario.

4. RESULTADOS, ANALISIS Y DISCUSION

wrn
]

En la presentacion de los resultados se muestra una tripleta (i, j, k) donde
(entre 0y 28) representa la cantidad de estudiantes del tercer semestre, ‘" (entre
0y 28) la de los del sexto semestre y ‘K" (entre 0 y 34) la de los del octavo
semestre que hicieron referencia al tépico analizado en ese item. Y se presenta
Pui j 6 x donde =3, 6 u 8 semestre, para referir a un profesor en formacion de

alguno de los tres niveles.

4.1 DIMENSION MATEMATICA
4.1.1 Conocimiento Comun del contenido

Los resultados del analisis de varianza mostrado en la tabla 3 y las comparaciones
multiples de la tabla 4 evidencian que se encontraron diferencias estadisticamente
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significativas en las calificaciones medias de los estudiantes de sexto semestre
con los demas grupos (P < 0.05). Pero llama la atencién que no se presentaran
diferencias entre los de tercer semestre con los de octavo (ver tabla 3) y que
obtuvieran mejores promedios los de sexto semestre que los de octavo, cuando
los de octavo han visto por lo menos 192 horas mas de matematicas, y aproxi-
madamente 704 horas mas de matematicas que los de tercero. Cuestion preo-
cupante, pues los estudiantes de octavo semestre ya cursaron el programa en
su totalidad, por lo cual es poco lo que se puede hacer para mejorar su nivel dis-
ciplinar, asi que ingresaran al mercado laboral con serias dificultades en la
dimension matematica. Que haya diferencias entre los de sexto semestre con
los de tercero podria esperarse, puesto que los de sexto en ese momento habian
visto aproximadamente 512 horas mas de matematicas que los de tercero, pero
a los de tercer semestre les faltan unas 704 o mas horas en la componente
disciplinar para terminar la carrera, lo que puede ser tiempo suficiente para
alcanzar o superar el nivel mostrado por los estudiantes de sexto semestre.

Tabla 3. Anova de la Calificaciéon al resolver el cuestionario.

Suma de Media
11 cuadrados Gl cuadratica F Sig.
Inter-grupos 101.285 2 50.642 10.673 0.000
Intra-grupos 412815 87 4745
Total 514.100 89

Tabla 4. Prueba bMs de Comparaciones multiples de las Calificaciones medias al
resolver el cuestionario.

Intervalo de confianza a

95%
Diferencia de  Error Limite Limite
() Semestre  (J) Semestre  medias (I-J) tipico  Sig. inferior superior
3° semestre | 6° semestre -2.286° 0582 | 0.000 -344 -113
8° semestre 0011 0556 | 0985 -1.09 112
6° semestre | 8° semestre 2296 0556 | 0.000 119 340
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A continuacion se estudian, por categorias de analisis, los resultados de las
respuestas al cuestionario dadas por los estudiantes de los tres grupos.

Identificacion y uso del intercepto al origen en una funcion

En esta pregunta (ftem 1) del cuestionario, se pidié a los estudiantes encontrar
los Costos, los Ingresos y la Ganancia por producir y vender 0 ejemplares. Se
esperaba que con una inspeccion visual pudieran encontrar los Costos e Ingresos
al producir y vender cero ejemplares, asi como inferir, por sustraccion, la Ganan-
cias. Sélo 27,7% (8, 13, 4) respondié acertadamente este item. La respuesta que
predomind entre los estudiantes (44,4%) tenia las dos primeras opciones correctas,
Costos e Ingresos, y la Ganancias cero (0), como se muestra en la respuesta del
estudiante P3), (figura 3).
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Figura 3. Respuesta dada por Py, a varios ftems del cuestionario.

En este objeto los estudiantes (21, 24, 25) utilizan elementos lingliisticos
verbales, nimeros naturales y el signo igual, como se observa en la respuesta
dada por P, cuando indica “Costos = 10.000, Ingresos = 0 y Ganancias =
-10.000". Entre los conceptos/definiciones que utilizan, destaca el de intercepto
al origen; asimismo, entre las proposiciones/propiedades parecen reconocer el
punto (0, 10.000) como el intercepto de la recta Y= 150x + 10.000 con el eje Y,
evidenciadas ambas representaciones en la respuesta de P3), cuando dice: “punto
de corte con eje Y — 10.000". En cuanto a los procedimientos utilizados por los
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estudiantes (18, 21, 14), parece ser evidente un analisis visual, ya que no mues-
tran ningun procedimiento, como se ve en la respuesta de P3), (figura 3). En este
caso, el analisis visual funcion6 a medias porque estos estudiantes, a pesar de
que pusieron en juego diferentes representaciones de la situacion, no fueron
capaces de concebir una Ganancia negativa, lo que pudo impedirles dar solu-
ciones adecuadas al problema (Hitt, 2003). En relacién con los argumentos, no
hay evidencias explicita de ellos en las respuestas de ningun estudiante de
alguno de los tres grupos.

Identificacion y uso de los intervalos de variacion de una funcion

En esta pregunta (item 2) se pidi6 encontrar los valores en que se debe mantener
la oferta para obtener Ganancias y se esperaba que, a partir de un analisis visual,
pudieran identificar el intervalo para dichos valores. 588% (13, 20, 20) de los
estudiantes dio respuestas acertadas en este item, pero mostraron ciertas limi-
taciones para identificar el dominio de la funcion Ganancias en el registro grafico,
como evidencia Pg); (figura 4) cuando dice “entre 400 y 450 ejemplares’,
quien confundio6 el dominio de la funcién Ganancias con el intervalo donde se
dan los mayores ingresos. Confusiones de este tipo pudieron ocasionar el alto
porcentaje de desaciertos (41.2%), quiza por no poder establecer conexiones
entre las representaciones semidticas involucradas en la situacion (Meel, 2003)
y a partir de ahi dar sus respuestas.
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Figura 4. Respuesta dada por Pgy a varios ftems del cuestionario.

Los elementos lingliisticos empleados por los estudiantes (10, 14, 16) en la
identificacion y uso de los intervalos de variacion de una funcién fueron mayo-
ritariamente verbales combinados con numeros enteros, como lo hace Py (figura
4) cuando escribe: “entre 400 y 450 ejemplares’. Respecto a los conceptos/
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definiciones, la totalidad de los estudiantes utiliza intervalos como lo hace P,
(figura 5), quien los expresa de dos formas: “de 40 a 510" o “xe (40, 510)". Las
proposiciones/propiedades utilizadas, aunque no lo expliciten si dejan ver que
el numero de ejemplares para los cuales se tiene Ganancias esta entre 40 y 510,
esto se hace evidente en el manuscrito de Pg)4 cuando marca sobre el eje x, 40
en un extremo del segmento y 510 en el otro, subrayando ademas la regién del
plano correspondiente a las Ganancias en ese intervalo. Los procedimientos
usados por los estudiantes parecen ser visuales, como lo manifiesta P, en su
respuesta mostrada en la figura 5. Y los argumentos son muy escasos en los
estudiantes de los tres grupos, sin embargo hay quienes como P, dan cuenta
de estos cuando dice: “para obtener ganancia la oferta debe estar entre 40 y
510 ejemplares, ya que en la grdfica se ve que la ganancia es la regién entre
los ingresos y los costos que va de 40 a 510
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Figura 5. Respuesta dada por el profesor en formacion P, a varios items del cuestionario.

Determinacion de los maximos y minimos de una funcion

En esta pregunta (item 3) se pidio obtener el nimero de ejemplares que se deben
producir y vender para obtener la maxima Ganancia. Se esperaba que confun-
dieran las Ganancias maximas con los Ingresos maximos. Sélo 38,9% (12, 13,
10) pudo determinar el intervalo donde la Ganancia es maxima. En su mayorfa
(53,3%) consideraron el intervalo [0, 700] como respuesta, quiza en virtud de que
esos eran los extremos visibles en la grafica y —segun lo reportado por Hitt
(2003)- los estudiantes tienden a dejarse llevar por lo visual. Sin embargo, no
consideraron las representaciones geométricas como complementarias en su
proceso de resolucion del problema, y como se esperaba (14, 11, 23) terminaron
confundiendo la Ganancia maxima con los Ingresos maximos, lo que se evidencia

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016 127



Tulio R. Amaya De Armas ¢ Luis R. Pino-Fan ¢ Antonio Medina Rivilla

en el manuscrito de Py (figura 5), quien marca la Ganancia maxima en la
region correspondiente a los Ingresos maximos, tal vez debido a que la grafica
de la funcion Ganancia no estaba explicita en la situacion, por lo cual no pudie-
ron asociarla con algo conocido (Suarez y Cordero, 2010), y en el manuscrito de
Pe)1 que dice: “la mayor Ganancia se da cuando se llega a 400 ejemplares’.
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Figura 6. Respuesta dada por P a varios ftems del cuestionario.

Los elementos lingdiisticos utilizados por los estudiantes en la determinacion
de los maximos y minimos de una funcion fueron verbales combinados con
numeros naturales, elementos graficos y signos de operacion, como lo hace P,
(figura 6), que afirma: ‘la Ganancia maxima es de 20.000 — Ingresos — Costos
= Ganancia’. Entre los conceptos/definiciones empleados estan maximos y mini-
mos, intervalo y funcion, en particular Py plantea la estructura aditiva “Ecuacion
ganancia — Ingresos — Costos = Ganancia’, donde se evidencia el uso del
concepto de funcion. En relacién con las proposiciones/propiedades, determinan
la mayor distancia entre las graficas de las funciones Ingresos y Costos como la
mayor Ganancia, al igual que el intervalo mas alto de la funcion Ingresos como
los puntos donde esta funcion toma sus valores maximos, asi lo hace P3); (figura
7). Respecto a los procedimientos usados, se evidencian procesos de visualizacion
complementados con algunos trazos figurales: Pg), (figura 5), por ejemplo, muestra
el punto mas alto de la grafica de Ingresos como la Ganancia maxima y subraya
la region correspondiente a las Ganancias, estableciendo con esto congruencias
entre elementos de las representaciones graficas, figural y del lenguaje coloquial.
Y en cuanto a los argumentos, no se muestran evidencias claras de ellos, sin
embargo Pg); en su manuscrito parece querer argumentar su actuar a partir de
la serie de pasos que realiza cuando dice: “Asi los ingresos = 90.000 y costos =
70.000 ecuacion ganancia — Ingresos — Costos = Ganancia — en la grafica —
90.000 - 70.000 = 20.000 « representa la ganancia”.
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Figura 7. Respuesta dada por Py; al item 4 del cuestionario.

Identificacion y uso del concepto de pendiente de una recta

En esta pregunta (item 4) se pidi6 a los estudiantes el costo de producir cada
libro si no se consideran los Costos fijos de produccion. Se esperaba que iden-
tificaran, en el contexto de la situacion, la pendiente de la funcion de Costos,
localizaran dos puntos por donde pasa su grafica y utilizaran la formula de la
pendiente para encontrarla, como lo hizo Pgy; (figura 7). Solo 37,8% (9, 18, 7)
dio respuestas acertadas a este item. Otro grupo (12, 4, 14) hizo un analisis visual
que no favorecié su avance en la solucion de esta tarea (Domenicantonio, Costa
y Vacchino, 2011), considerando como respuesta 10.000 —los Costos fijos de
produccién—, en tanto que otros (7, 6, 13) como Pg); (figura 8) consideraron como
respuesta 1500, valor que pudo obtenerse por error al simplificar.
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Figura 8. Respuesta dada por Pg; al item 4 del cuestionario.
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Para este item los estudiantes (18, 21, 23) utilizaron elementos lingiisticos
verbales y numeros naturales, expresiones aritméticas, algebraicas y figurales,

como lo hace Py (figura 8) cuando escribe: m= L7 Y0 ecyacion de la pen-

70.000—40.000 30000 X1 Xo .

100=200 m= 500 1.500. Entre los conceptos/definiciones
que emplean destaca par ordenado, intercepto al origen, ecuacion y pendiente
de una recta, como lo muestra Pgg)s. En relacion con las proposiciones/propie-
dades, parecen reconocer la pendiente de la recta como determinante de la
variacion de la funcion lineal, para el caso Pgy senala ‘0 «— pendiente’, quien
ademds establece congruencias entre los elementos de diferentes representa-
ciones semioticas de los registros analitico numeérico, grafico, del lenguaje coloquial
y algebraico, como se muestra en los ejemplos anteriores. Respecto a los proce-
dimientos utilizados (19, 10, 27), elaboran una conversién del registro grafico al
analitico numérico, donde hacen algunos tratamientos hasta dar con su respuesta,
y usan estos elementos para realizar una conversion al registro algebraico, en
el cual efecttan una secuencia de tratamientos hasta obtener la expresién
algebraica de los Costos, como puede verse en la solucion dada por Pgy. En
cuanto a los argumentos, ninguno los establece claramente.

diente, m=

Modelacion matematica de una situacion funcional

Para la modelacion matematicamente de una situacion funcional, se pidio a los
estudiantes resolver dos cuestiones: 1) Calcular una expresion algebraica que
permitiera un célculo aproximado de las Ganancias, y 2) Realizar en el mismo
plano coordenado donde estaban las graficas de las funciones de Ingreso y de
Costos, la grafica de las Ganancias.

1) Ante la primera cuestion (item 5) se esperaba que hallaran primero las
expresiones algebraicas para los Ingresos y los Costos, y a partir de varias con-
versiones y tratamientos, encontraran la expresion buscada. Solamente 47,8%
(10, 22, 11) de los estudiantes dio respuestas acertadas, con algo de desorden
al comunicarlas, como lo hace Py, que denota de varias maneras la funcion
de ingresos y no guarda una secuencia logica en la presentacion de sus resul-
tados. La siguiente opcion mas respondida correspondié a una funcién lineal,
reforzando lo reportado por Marroquin (2009), quien sefiala que los estudiantes
—al pedirseles modelar algebraicamente una funcion— tienden a dar como res-
puesta una funcion lineal.
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Figura 9. Respuesta dada por Pg); al item 5 del cuestionario.

Los elementos lingdiisticos utilizados por los estudiantes (24, 27, 29) al calcular
una expresion algebraica que permitiera un calculo aproximado de las Ganancias
fueron mayoritariamente algebraicos y aritméticos, combinados con nimeros
naturales y elementos verbales, como lo hace Pg); (figura 9) cuando anota: ‘y
-90.000 = 4p (x — 400)? ecuacion de la parabola’. Entre los conceptos/definiciones
que emplean estan: parabolas, rectas, punto, vértice y funciones, como muestra
Pen1 al expresar “G(x) = —0.5x% + 275x — 10.000", reportando la expresion alge-
braica que representa las Ganancias. En relacion con las proposiciones/propie-
dades (10, 22, 11), identifican graficamente el vértice y un punto de la grafica
de la parabola, y los usan para encontrar una expresion algebraica que dan
como respuesta; P11, en particular, dice: (400, 90.000) vértice”. En cuanto a los
procedimientos usados, en su mayoria (15, 24, 23) identifican el vértice y otro
punto por donde pasa la grafica de la parabola y, utilizando su forma candnica,
dan su respuesta, por ejemplo Pg);;, quien encuentra primero las funciones de
Costos y de Ingresos, y, a partir de ellas, la de Ganancias. Otros (9, 4, 11) dan
como respuesta la expresion algebraica que representa los Costos. Respecto a
los argumentos, en ninguno de los tres grupos se evidencian con claridad.
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2) Al construir en el mismo plano coordenado donde se present la situacion,
la grafica de las Ganancias (item 6), se esperaba que los estudiantes —a partir
de un analisis visual y mediante una serie de conversiones y tratamientos—
obtuvieran la grafica de las Ganancias, al identificar los interceptos de las graficas
de las funciones de Ingresos y de Costos y asociarlos con los cortes de la grafi-
ca de la funcién Ganancias con el eje de las abscisas, y que su altura la asociaran
con la diferencia de las funciones Ingresos y Costos. 57,8% (14, 20, 18) de los
estudiantes obtuvo respuestas acertadas. En el andlisis de desaciertos se evidencia
que apuntaron a que la Ganancia minima debia ser cero (38,9%), hecho que
concuerda con sus respuestas cuando se les preguntoé por el intercepto al origen
de las tres funciones en el item 1, como se muestra en la grafica elaborada por
P2 (figura 10). Este hecho constituye un obstaculo en el sentido de Brousseau
(1999), lo cual pudiera considerarse normal, teniendo en cuenta la sorprendente
lentitud de la humanidad en el proceso histérico de construccion del concepto
de numero negativo (Cid y Bolea, 2007).
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Figura 10. Respuesta dada por P, a varios items del cuestionario.

Los elementos lingtiisticos utilizados por los estudiantes al construir, en
el mismo plano coordenado donde estaban las graficas de las funciones de
Ingreso y de Costos, la grafica de las Ganancias, fueron verbales, graficos, figu-
rales y numeros enteros, como lo hace P, (figura 10). Entre los conceptos/
definiciones que usan destacan funciones, puntos, graficas e interceptos al
origen. En relacion con las proposiciones/propiedades, parecen reconocer los
puntos de corte de las funciones de Ingresos y de Costos y asociarlos con los
ceros de la funcion Ganancias en el eje de las abscisas, como se evidencia
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en la respuesta de Py, quien ademas establece congruencias entre elementos
graficos y del lenguaje coloquial cuando sefnala con una flecha y dice “grdfica
ganancia”. Segun los procedimientos empleados, se puede inferir que lo hicieron
por simple inspeccion visual, en tanto que otro grupo sélo sombred la region
correspondiente a las Ganancias, similar a como lo hizo Pg),. No hay evidencias
claras de los argumentos.

Utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita

En esta pregunta (item 7) se pidio encontrar el numero de ejemplares que se
debio producir y vender si se sabe que se obtuvo una Ganancia de 20.000
pesos. Se pretendia que identificaran graficamente dos puntos de igual abscisa,
uno para la funcién Ingresos y otro para la de Costos, de tal forma que su
diferencia fuera aproximadamente 20.000 pesos, o que si ya habian obtenido
la expresion algebraica de las Ganancias, armaran una ecuacion igualandola
a 20.000 y que, al encontrar la incégnita, respondieran. 61,1% (14, 21, 20) de
los estudiantes dio respuestas acertadas, los restantes cometieron errores al
modelar la expresion algebraica de las Ganancias, como lo hizo Pgg (figura
11), quien ademas comete errores al adecuar la ecuacién, antes de aplicar la
formula general, lo que pudo impedirle responder satisfactoriamente (Domeni-
cantonio, Costa y Vacchino, 2011).
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Figura 11. Respuesta dada por P35 al item 7 del cuestionario.
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Los elementos linglisticos que emplearon los estudiantes al usar el concepto
de ecuacion para encontrar una incégnita fueron mayoritariamente algebraicos,
aritmeéticos y verbales, como lo muestra Py (figura 12) cuando expresa: “~0.05(400)*
+273.5(400) - 10.000 es G(400)". Entre los conceptos/definiciones que utilizan
destacan funcion, polinomio aritmético y ecuacion cuadratica, por ejemplo P)1g
y Py (figuras 11y 12). En cuanto a las proposiciones/propiedades, un grupo
amplio (14, 21, 20) identificé puntos en la grafica de la funcion de Ingresos y en
la de Costos, y los relaciond con elementos del contexto sociocultural donde se
plantea la situacién. Los procedimientos utilizados son esencialmente los que
se previeron: 1) (13, 16, 15) dieron sus respuestas luego de un analisis visual; 2)
(12, 13, 14) hacen una conversion al registro algebraico y formulan una ecuacién
cuadrdtica e intentan resolverla, como se muestra en el manuscrito de Pg)s
cuando consigna: “Asi que al revisar la grafica nos damos cuenta que si se
tienen 400 ejemplares la diferencia entre los ingresos y los costos es de 20.000...,
que ademas dice haber encontrado la expresion algebraica por tanteo. Un grupo
muy reducido de estudiantes (0, 3, 1) argumentan sus respuestas, como es el
caso del Pg), quien expresa: “... por tanto si se tiene una ganancia de 20.000, es
porque se tienen 400 ejemplares’.
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Figura 12. Respuesta dada por P al item 7 del cuestionario.
Analisis del crecimiento y decrecimiento de una funcion

En esta pregunta (item 8) se les pidié determinar en qué intervalos crecen las
funciones de Costos, de Ingresos y de Ganancias. Se esperaba que los estudiantes

134 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016



Evaluacion del conocimiento de futuros profesores de matematicas sobre las transformaciones

identificaran visualmente el crecimiento en cada una de las tres funciones y, a
partir de esto aportaran sus respuestas. Unicamente 32,2% (10, 12, 7) de ellos
dio respuestas acertadas. Se evidencian serias dificultades con la comprension
del concepto de crecimiento, porque fue mucho mayor el nimero de quienes
hicieron la grafica de la funcién Ganancias que los que dieron una respuesta
acertada a este item y al hacer la grafica debieron darse cuenta hasta donde
crece esta funcion. La dificultad parece estar centrada en el uso indistinto de la
letra como magnitud y como variable generalizada (Font, 2011) y en el obstaculo
que genera el analisis grafico de una situacion funcional, y aunque los estu-
diantes tienen la tendencia de no ir mas alld de lo visual (Franco y Ochoviet,
2006), combinaron el uso de la letra como variable generalizada con un analisis
visual irreflexivo, como lo muestra la respuesta de P, que da valores fuera del
dominio de la situacién funcional “costos (=100, —o0*)", combinados con valores
al alcance de su visual cuando dice: “los ingresos crecen (0,400]".
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Figura 13. Respuesta dada por Pgy;; a varios items del cuestionario.

En este item los elementos lingtiisticos que utilizan los estudiantes (19, 19,
22) son mayoritariamente verbales combinados con nimeros naturales e inter-
valos, como hacen Pgy 1y Py (figuras 13y 14). Entre los conceptos/definiciones
que usan destacan el de intervalo y ejes coordenados, como muestra Py (figura
14) al expresar: “de cero a 425 ejemplares’. En relacién con las proposiciones/
propiedades, 1a mayoria (18, 16, 27) asocié los intervalos solicitados a lo que
estaba a su alcance visual, por ejemplo P3)1, quien hace un analisis visual muy
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limitado, tanto para la funcion Costos como para la de Ganancias, mientras que
el andlisis realizado por Py (figura 14) es mucho mas completo y adecuado a
la situacion, asociando el eje Y a cada funcion analizada cuando escribe: “el eje
Y (costos). Los procedimientos efectuados por los estudiantes de los tres gru-
pos parecen ser solamente visuales. En cuanto a los argumentos, se dan algunos
casos aislados como P3)g (figura 14) al decir: “Ingresos: de cero a 425 ejemplares,
ya que la funcion es cuadrdtica, por lo tanto una parte crece y la otra decrece
y en este intervalo donde se aprecia que a medida que se aumenta en unidades
sobre el eje X el eje Y (Ingresos) también lo hace'.
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Figura 14. Respuesta dada por P al item 8 del cuestionario.

A manera de conclusion en cuanto al conocimiento comun, las diferencias
entre los grupos ocurren en las calificaciones al resolver el cuestionario, mien-
tras que las caracteristicas de los objetos matematicos mostrados por estudiantes
de los tres niveles, en sus procesos de solucion, son muy parejos, tanto intra
como inter grupos.

4.1.2 Conocimiento Ampliado del contenido

Como hemos visto, el conocimiento matematico es necesario para entender las
matematicas, tanto en el nivel que se orienta como en el nivel posterior (Pino-
Fan y Godino, 2015). Permite poner en correspondencia diferentes objetos mate-
maticos, o hacer conexiones entre representaciones de un mismo objeto
matematico. Determina el repositorio de recursos matematicos usados por una
persona ante una situacion problema que tenga que resolver.

Las respuestas dadas por los estudiantes de los tres grupos a los ocho items
del cuestionario son muy diversas. Unicamente (8, 21, 9) de ellos dieron respuestas
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adecuadas a por lo menos seis items, mientras que otro grupo mucho mas
amplio (20, 7, 25) presento serias dificultades, tanto en la comprension de los
enunciados de algunos items como en la elaboracion de los procedimientos;
también al tratar de hacer conexiones entre diferentes representaciones de las
funciones y en la comunicacion de los resultados. Asi, se puede decir que los
estudiantes del primer grupo poseen un dominio adecuado de la Dimensién
matematica para resolver problemas con las caracteristicas del que se les planted.
Del segundo grupo podemos decir que las dificultades al identificar y relacionar
los elementos de una funcion en uno o varios registros podrian ser un impedi-
mento para el desarrollo del pensamiento variacional, indispensable para el
acceso al calculo (Hitt, 2003).

Que los profesores orientadores de los procesos de ensenfanza y aprendizaje
de las matematicas tengan este tipo de dificultades es problematico para la
enculturacion matematica de las comunidades donde se van a desempenar, ya
que si no poseen solidos conocimientos de la Dimension matematica, dificilmente
van a poder gestionar de manera adecuada los aprendizajes de sus futuros
estudiantes. Sin embargo, se presentaron casos aislados donde se evidencian
algunos fundamentos del conocimiento ampliado del contenido: P(g); (figura 14)
intentd, por integracion, encontrar el area entre las graficas de los Ingresos y la
de los Costos; ademas, al relacionar los elementos identificados en las represen-
taciones con elementos del contexto sociocultural donde se plantea la situacion,
hace un analisis trans-registro, proporcionando significado a los objetos estudiados
(Pino-Fan y Godino, 2015).

Otro que evidencia algunos fundamentos del conocimiento ampliado del
contenido es Pg) (figura 15), pues usa elementos no visuales en la grafica cuando
prolonga tanto el eje de los ejemplares como la grafica de los Ingresos, conser-
vando la secuencia de los elementos originales, y a partir de ahi da su respuesta;
por otra parte, Py y P13 (figuras 17 y 18) intentan utilizar la formula para
resolver una ecuacion cuadratica.

Asimismo, fue significativo el numero de estudiantes (9, 18, 7) que reconocio
la pendiente de la recta en el contexto de la situacion. Un grupo amplio de
estudiantes (7, 12, 4) realizan varios procedimientos para llegar a una misma
respuesta, en mas de un item, y para designar las Ganancias subrayaron la
region del plano correspondiente, hicieron la grafica, la asociaron con su repre-
sentacion coloquial y encontraron la representacion algebraica.

Como puede apreciarse en la tabla 5, se presentaron altos niveles de homo-
geneidad al interior de los grupos en 62,5% de las respuestas dadas a las

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016 137



Tulio R. Amaya De Armas ¢ Luis R. Pino-Fan ¢ Antonio Medina Rivilla

Enkre YE ‘?.519 (’ymr'lon‘J

XGE"—IS,SIO\f X = ejemplary,

LYoo -{Jf.-'\?lﬂt-l.'

A 10600
pA5C

Sl‘,"f\ [q Jit‘(fuo ,ru-f J&Jf'rl‘{ Uing, Pon'L_ufp
I ve manme e el f"‘*" (30"91 ’qu&‘() )

!
Y oan Aoy leste el ponte J‘f An recto (406 Hoood
indico ¢l torte de¢ ocoe @l pradvar: doo ey

asf S¢ Henr 90000 - 3psde = 209 Ooweo
Serl 0. ce0 A guenca " e

Cx) = g% + 10000

J(‘\() — “K'z'_ ho — (€000 lor ACO

b
E)L )= J’qy,'l.-lo:k- lezo dy )
=)

Figura 15. Respuesta dada por Pg)s a varios items del cuestionario.
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Figura 18. Respuesta dada por P53 al item 6 del cuestionario.

cuestiones planteadas, es decir, la tendencia por grupos fue a dar las mismas
respuestas, tanto en los aciertos como en los desaciertos. Que la homogeneidad
al interior de los grupos sea alta y que los porcentajes de aciertos en ellos no
lo sean, significa que hubo un alto grado de acuerdos, sobre todo en los des-
aciertos. Y que la homogeneidad al interior de los grupos sea alta y los porcentajes
de aciertos también lo sean, indica que hubo un alto grado de acuerdos, sobre
todo en los aciertos. Por ello, es muy posible que estos resultados no sean pro-
ductos del azar, sino que se deban a las creencias y formas de orientar los
procesos de ensenanza de algunos profesores, que orientan a algunos grupos y
no a otros.
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Tabla 5. Coeficientes Chi-Cuadrado de Pearson para cada cuestion planteada.

Cuestiones planteadas Aciertos (%) X P-valor
¢Cuales son los Costos, los Ingresos y las Ganancias por 2777 16.439 < 0,05
producir y vender 0 ejemplares?
éDentro de qué limites se debe mantener la oferta para 58,88 7585 > 005
obtener ganancias?
¢Cuantos ejemplares se deben producir y vender para 38,88 14.355 <005
obtener la maxima Ganancia?
¢Cuanto cuesta producir cada libro si no se consideran 37,77 18.750 < 0,05
los Costos fijos de producciéon?
Calcula una expresién matematica que permita un 4777 17.287 <005
calculo aproximado de las Ganancias.
Si se sabe que se obtuvo una Ganancia de 20.000 pe- 61,11 71408 <005

s0s, écudl fue el numero de ejemplares que se debid
producir y vender?

En el mismo plano coordenado realiza la grafica de las 57,77 10.052 > 0,05
Ganancias.
¢En qué intervalos crecen la funciones de Costos, de 3222 6.467 > 0,05

Ingresos y de Ganancias?

CONCLUSIONES

Al evaluar la Dimension matematica del cDM de los futuros profesores de mate-
maticas, se encontraron serias dificultades con la comprensién de la nocién
funcion, especificamente con la identificacion y uso de los elementos de las fun-
ciones involucradas, la identificacion de los interceptos al origen sin ayuda grafica
y el analisis de los valores extremos, asi como con los intervalos de crecimiento
la modelacion de las funciones y la identificacién de la pendiente de la funcion
lineal. Los objetos primarios y procesos presentes en las practicas que desarrollan
los estudiantes al hacer transformaciones de las representaciones de las funcio-
nes involucradas en la situacién son muy similares en los tres grupos, a pesar
de la diferencia en horas desarrolladas en el programa, en cada uno de los tres
niveles.

A pesar de los esfuerzos de los estudiantes por establecer conexiones entre
diferentes representaciones de las funciones estudiadas, la generalidad es que
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privilegian transformaciones tipo conversion hacia un sélo registro, donde reco-
difican la informacion, realizan algunos tratamientos y proceden a responder,
siendo deseable que establezcan conexiones entre diferentes registros (Duval
2004), ya que segun Font (2011), estos ponen en funcion diferentes procesos
cognitivos, cada uno de ellos estrechamente relacionado con otros. Pero ademas
de pensar en los procesos cognitivos que podrian activarse haciendo conexiones
entre representaciones, cabe pensar en la representacion como una herramienta
que posibilita practicas que sin ella no serfan posibles.

Uno de los conflictos epistémicos mas marcados en relacion con el concepto
de funcién (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005) es el distanciamiento entre el
reconocimiento del concepto a nivel escolar y su uso consciente a nivel social.
Esto se manifestd en la no aceptacion —por parte de algunos estudiantes— de
representaciones como la grafica, la tabular, la del lenguaje coloquial y la feno-
menoldgica en calidad de representaciones de una funcion, y por ello no las
usaron como apoyo para dar sus respuestas, a pesar de que las actividades
propuestas fueron pensadas teniendo en cuenta este tipo de conflictos, reportados
en algunos de los antecedentes revisados.
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