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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI 10.24844/EM2901.02

Tipos de mensajes del profesor durante
la produccion de una demostracion
en geometria

Types of Teacher Messages During the Production
of a Geometry Proof

Carmen Samper®
Tania Plazas’

Resumen: En una clase de geomelria plana euclidiana para profesores en
formacion, el profesor busca incentivar la participacion de los estudiantes en la
produccion colectiva de demostraciones. Durante su interaccion con ellos, profiere
distintos tipos de mensajes. En este articulo presentamos una tipologia de
mensajes del profesor, surgida al analizar, desde una perspectiva semiotica, su
discurso al interactuar con los estudiantes. Inicialmente, presentamos la teoria
que sustenta el analisis semidtico de los didlogos; luego detallamos la tipolo-
gia propuesta. A continuacion, describimos el contexto y asuntos metodologicos
del estudio. Como ejemplo del uso de la tipologia, analizamos los mensajes del
profesor durante una situacion real de clase.

Palabras clave: Aclividad semidtica, demostracion, mensajes del profesor, cons-
truccion de significado.

Abstract: In a pre-service Euclidean plane geometry course, the teacher tries to
encourage student participation in the collective production of proofs. During
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his interaction with them, he delivers different types of messages. In this article,
we present a characterization of teacher messages, which arose while analyzing,
from a semiotic perspective, teacher and student interactions within the class.
Initially, we present the theory that underlies the semiotic analysis of the dia-
logues; then we discuss in detail the proposed typology. We then describe the
context and methodology of the study. As an example of the use of the charac-
terization, we analyze the teacher's messages during a real class situation.

Keywords: Semiotic activity, proof, teacher's messages, meaning making.

INTRODUCCION

Durante el proceso colectivo de produccion de una demostracion en un aula uni-
versitaria de geometria plana, para la formacion inicial de profesores, la inter-
pretacion que el profesor hace de las verbalizaciones de los estudiantes lo
impulsa a realizar ciertas acciones tangibles. A partir de ellas, es posible inferir
diferentes intenciones relativas a la construccién de significado de elementos
tedricos’ y procesos involucrados en la actividad que se esta realizando. El
esfuerzo analitico de diferenciar esas intenciones posibilita la identificacion de
los mensajes que el profesor pretende comunicar en su interaccion con los
estudiantes. Esto resulta util para entender la actividad semidtica en el aula.

En el marco de una in\/estigaci(’)n,4 cuyo objetivo era ver como evolucionaban
los significados de los estudiantes relativos a un cierto objeto matematico, se
estudio un episodio que tuvo lugar en una clase de geometria de nivel univer-
sitario. Con el andlisis se pretendia obtener informacion sobre el aprendizaje de
los estudiantes, y asi determinar si se debia modificar la propuesta didactica.
Para dicho analisis se adopt6 la perspectiva semiotica de la ensenanza vy el
aprendizaje propuesta por Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), que tiene como
base la idea de signo triadico formulada por Charles S. Peirce. A partir del analisis,
reconocimos que el profesor daba mensajes de diferentes tipos durante el pro-
ceso de apoyo a los estudiantes para la construccion de significado de algun
objeto matematico.

3 El término “elementos tedricos” incluye definiciones, postulados o teoremas del sistema teérico que se
conforma gradualmente en la clase.

* Investigacion financiada por Colciencias (Instituto Colombiano para el Avance de la Ciencia) y por el
instituto de investigaciones de la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia).
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En este articulo caracterizamos tres tipos de mensajes que el profesor da
para favorecer la participacion eficaz de sus estudiantes, y propiciar que cons-
truyan con significado la demostracion de un teorema. Especificamente, los
mensajes buscan: favorecer la construccion de significado respecto al uso de
elementos tedricos; promover la comprension de la estrategia o del plan para
producir la demostracion; y propiciar la previsién o la determinacion de las
consecuencias que puede tener, en el desarrollo de la demostracion, una u otra
accion tedrica. En primera instancia, exponemos, de manera somera, los referentes
tedricos que fundamentan el analisis semidtico de la comunicacién en el aula.
En segundo lugar, presentamos e ilustramos la tipologia emergente de los men-
sajes del profesor, generada a partir del analisis de su interaccién con los estu-
diantes. En tercer lugar, describimos el contexto y la metodologia de la investigacion,
y hacemos un analisis usando las categorias disenadas. Finalmente, se exponen
algunos comentarios.

REFERENTES TEORICOS

La interaccion de profesor y estudiantes se analizé bajo la perspectiva semiotica
propuesta por Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), la cual tiene sus raices en el
signo triadico peirceano. Peirce concibe la semiosis como la actividad comuni-
cativa o de pensamiento en la que se crean o se usan ‘signos”. El “signo” de
Peirce, denotado SIGNO por Saenz-Ludlow y Zellweger, consiste en la relacion
triddica que resulta de la integracion inseparable de tres relaciones diadicas
entre un signo-objeto, aquello a lo que se alude ya sea en la comunicacion o
en el pensamiento; un signo-vehiculo, una representacion del objeto (e. g, pala-
bra, gesto, grafica o combinacion de estas); y el signo-interpretante, aquello
producido en la mente de quien percibe e interpreta el signo-vehiculo. Peirce
descompone el signo-objeto en tres objetos: el Objeto Real, en este caso mate-
matico, el objeto-dinamico, y el objeto-inmediato. EI Objeto Real Matemadtico
(ORM) es el objeto que acepta la comunidad de discurso matematico; el obje-
fo-dindmico es una representacion del ORM, generada en la mente del intérprete
cuando recibe un signo vehiculo y lo interpreta. El objeto-inmediato es una
representacion de uno o mas aspectos especificos del ORM que se codifican y
Se expresan en un signo vehiculo.

La siguiente es una descripcién somera de como ocurre la semiosis en torno
a un determinado ORM, en un intercambio verbal. En un acto de interpreta-
cion-inter (interaccion con otros), la persona A (profesor o alumno) genera un
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objeto-inmediato seleccionando de su interpretante algun aspecto especifico del
ORM sobre el que quiere enfocar su comunicacion, lo codifica y lo expresa en
un signo vehiculo dirigido a la persona B (profesor o alumno). En un acto de
interpretacion-intra (interaccién consigo mismo) que tiene lugar en el contexto
de su conocimiento y experiencia, B decodifica el signo vehiculo emitido por A
y genera un interpretante que determina un objeto-dindmico que puede estar
en mayor 0 menor consonancia con el objeto-inmediato de A. En ese momento,
B escoge un aspecto de su signo-objeto recién construido y el proceso se repite,
siendo B el que emite y A el que recibe.

En la actividad semiotica del aula de matematica, dos o mas personas (pro-
fesor-alumno o alumno-alumno) se comunican e interpretan SIGNOS de distintos
sistemas semidticos (lingistico, matematico y grafico, principalmente). EI modelo
que proponen Saenz-Ludlow y Zellweger concibe la ensefanza-aprendizaje de
la matematica como actos semidticos de interpretacion en el aula, siendo ello
un proceso cambiante y progresivo de construccion de significados. En dicho
proceso, bajo la guia de un profesor, los estudiantes forman sus concepciones
y significados de conceptos matematicos. EI modelo enfatiza que el profesor
debe ser consciente de la naturaleza evolutiva de tanto su proceso de interpre-
tacion como el de los estudiantes, para mantener una practica dinamica y
colaborativa de ensenanza y aprendizaje. Bajo este panorama, la mediacion
semidtica del profesor son las acciones interpretativas y deliberadas que ¢l realiza
con el proposito de lograr la convergencia de los objetos-dindmicos de los estu-
diantes hacia los objetos-inmediatos pretendidos del profesor.

Es importante notar que en el aula, los individuos que mantienen una con-
versacion matematica tienen distintos niveles de conocimiento respecto al ORM.
Asi mismo, sus metas difieren: la del profesor es apoyar el proceso de construccion
de significado de los alumnos; la del estudiante debe ser participar genuinamente
en su proceso de construccion de significado. En cada acto de interpretacion del
profesor, en donde se enlazan las metas de ensenanzay de aprendizaje, él debe
contemplar el ORM desde dos perspectivas: desde la matematica porque evoca
los significados, que posee, de ciertos aspectos del ORM para usarlos como
referencia para acciones especificas; desde la didactica, dado que el objeto
matematico que se esta construyendo emerge de las acciones intencionadas
del profesory de los estudiantes. (Cudles pueden ser los efectos en la mente del
profesor, durante la interaccion en el aula? Respecto a lo matematico: a) reconocer
que la comprension que tiene de un aspecto especifico del ORM puede/debe
mejorar; b) evocar el significado que tiene de algunos aspectos del ORM en
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discusion, o de otros que puedan apoyar el proceso de construccion de ese sig-
nificado. Respecto a lo didactico: a) evocar el significado que posee de ciertos
aspectos del ORM, foco de la conversacion, para usarlos como referencia de
acciones especificas que pueden ayudar a sus estudiantes a lograr mayor com-
patibilidad con el concepto correspondiente que tiene la comunidad de discurso
matematico; b) producir hipétesis respecto a la construccién de significado de
sus alumnos; ¢) determinar si esta construccion esta desarrolldndose de manera
aceptable; d) decidir como guiar la conversacién con un proposito didactico
especifico. Todas estas acciones estan influidas por las creencias, el conocimiento
y las experiencias previas del profesor. Por todo lo anterior y teniendo en cuenta
que todo surge a partir del conocimiento que tiene el profesor del ORM, los
interpretantes y los objetos dindmicos del profesor son mas de naturaleza didactica
que matematica. Sus acciones de mediacion tienen en cuenta sus interpretaciones
de los objetos dindmicos de los alumnos respecto a aspectos particulares del
ORM que esta en juego. A partir de ello, genera un objeto-dindmico con la inten-
cion de facilitar la evolucion de los objetos-dindmicos de los estudiantes. Deno-
minamos este objeto-dindmico del profesor, emergente y que evoluciona, como
objeto-dindmico-diddctico (Perry, Camargo, Samper, Sdenz-Ludlow y Molina, 2014).

Con el siguiente ejemplo hipotético se pretende ilustrar lo anterior. Supongase
que en una clase se esta trabajando el concepto de triangulo isésceles. Este
seria el ORM. Imaginese que surge el siguiente dialogo entre el profesor y los
estudiantes. Aunque el objeto-inmediato esta presente (implicita o explicitamente)
en el signo vehiculo, tanto el signo-interpretante como el objeto-dindmico se
infieren a partir del objeto-inmediato, porque ellos estan presentes en la mente
de la persona y no se manifiestan directamente. Por eso, es posible que existan
otras interpretaciones diferentes a las aqui expresadas (Tabla 1).

Tabla 1. Ejemplo de analisis semidtico.

Sujeto Signo-vehiculo Analisis
Profesor: ¢Como podemos definir | Objeto-inmediato: La definicion de triangulo is6s-
triangulo isosceles? celes.

Estudiante: | Es un tridngulo que tiene | Signo-interpretante: Podria ser una representacion
dos lados congruentes y | iconica mental de un tridngulo, que visualmente
dos angulos congruentes. | satisfaga la congruencia de dos lados y podria te-
ner un recuerdo de la definicion que estudié en
algun momento.
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Sujeto

Signo-vehiculo

Analisis

Objeto-dinamico: Exigencia de incluir la propiedad
de congruencia de dos lados y de dos angulos en
la definicion.
Objeto-inmediato: Definicion de triangulo isdsceles
en la que se incluye la congruencia de dos lados y
dos angulos.

Profesor:

(Dibuja en el tablero, un
AABC indica con el simbo-
lo grafico de congruencia
dos segmentos y dos angu-
los congruentes: AB = BC
yZA = £B)

A [+
¢Es esta una representa-
cion de un tridngulo isds-
celes?

Signo-interpretante: El estudiante no parece haber
analizado la dependencia que existe entre las dos
propiedades que menciona y, por lo tanto, cree ne-
cesario mencionar ambas. Tampoco ha tomado en
cuenta que los angulos congruentes deben ser
opuestos a los lados congruentes.
Objeto-dinamico-diddctico: Necesidad de hacer
notar que los angulos congruentes deben ser
opuestos a los lados congruentes.
Objeto-inmediato: Representacion de un triangulo
con dos lados congruentes y dos angulos con-
gruentes no opuestos a los lados congruentes.

Estudiante:

No. Porque los &angulos
congruentes deben ser el
ZAvyel £C.

Signo-interpretante: Podria ser una representacion
iconica mental de un triangulo, que visualmente
satisfaga la congruencia de dos lados y de los an-
gulos opuestos a estos.

Objeto-dinamico: Representacion errada de un
tridngulo isosceles porque los angulos congruen-
tes no se oponen a los lados congruentes.
Objeto-inmediato: Representaciéon de un triangulo
isosceles, el cual tiene los angulos congruentes
opuestos a los lados congruentes.

Luego el profesor solicita a los estudiantes que construyan un tridangulo isosceles con un soft-
ware de geomeltria dindmica, y que escriban un reporte de los pasos de construccion. Después
de examinar los reportes, se dirige a los estudiantes.

42
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Sujeto Signo-vehiculo Analisis
Profesor: Segun lo que reportan, la | Signo-interpretante: El estudiante no parece haber
mayoria construyd, usan- | analizado la dependencia que existe entre las dos
do circunferencias, un | propiedades que mencionay por lo tanto, ve nece-
triangulo con dos lados | sario mencionar ambas.
congruentes, ambos ra- | Objeto-dindmico-diddctico: Necesidad de hacer
dios de la misma circunfe- | notar la dependencia entre las dos propiedades:
rencia. ¢Alguno también | lados congruentes implica angulos opuestos con-
construyd  los  angulos | gruentes.
congruentes? Objeto-inmediato. Construccion de un triangulo
con dos lados congruentes.
Estudiante: | No fue necesario porque | Signo-interpretante: La congruencia de los angulos
asi quedaron. en la representacion del triangulo.
Objeto-dindamico: La congruencia de los angulos
es consecuencia de la congruencia de los lados.
Objeto-inmediato: Representacion de un triangulo
isosceles, en el cual los angulos opuestos a los
lados congruentes son congruentes.

En este ejemplo, en el cual el ORM es el concepto de triangulo isdsceles, el
objeto-inmediato pretendido del profesor es la definicion econdémica de esta
figura geométrica. Parece que sus objetos-dinamicos-didacticos se relacionan
con la necesidad de que los estudiantes noten dos asuntos: (I) si se decide que
la congruencia de dos angulos es una propiedad que debe incluirse en la defi-
nicién de triangulo isdsceles, también se requiere incluir en esta la identificacion
de los angulos que son congruentes, y (Il) la dependencia que existe entre esa
propiedad y la congruencia de dos lados del triangulo permite eliminarla de la
definicion. Ademas, se evidencia la evolucion del objeto-dinamico de triangulo
isdsceles de por lo menos un estudiante cuando él se da cuenta de que es
suficiente construir un tridngulo con dos lados congruentes para que sea is6sceles
porque necesariamente los angulos opuestos a esos lados seran congruentes.

TIPOLOGIA Y EJEMPLOS

El uso del marco tedrico de Saenz-Ludlow y Zellweger (2012) para realizar el
andlisis de la interaccion en el aula, nos obligd a tener mayor minuciosidad
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cuando estudiamos el signo-vehiculo, tanto del profesor como de los alumnos,
lo que llevé a imaginar posibles interpretantes del profesor que pudieran tener
relacion con el signo-vehiculo que emite inmediatamente. Gracias a esto se logrd
determinar que el profesor traté de comunicar mensajes de diferente tipo, que
incluyen signos-dindmicos-diddcticos. Se identificaron tres tipos de mensajes en
términos de su foco, que pueden ser: el uso experto de elementos tedricos, el
plan para construir la demostracion, o la prevision que se requiere cuando se
sugiere el uso de algun elemento tedrico en la demostracion. Este ultimo foco
tiene que ver con la conveniencia de atender necesidades futuras en el proce-
so de demostracion. Presentamos a continuacion una descripcion de la tipologia
de mensajes del profesor que emergio en este analisis.

1. ENFOCADOS EN EL USO EXPERTO DE ELEMENTOS TEORICOS

Estos mensajes los emite el profesor con el fin de favorecer la construccién de
significado de los elementos tedricos, utilizados como garantias en una demos-
tracion. Algunos componentes que, desde nuestro punto de vista, forman parte
del significado pretendido de los elementos tedricos son: (1) reconocer su estatus
tedrico (Duval, 2007) en un sistema axiomatico; (Il) reconocer su estatus operativo
(Duval, 2007) cuando se usan; (lll) identificar su estructura logica; (IV) traducir
su contenido en términos de los objetos involucrados en una situacion especifica;
(V) reconocer cuando tiene sentido usarlos; y (VI) usar el lenguaje geométrico
correcto cuando se refiere a ellos. Como el estatus teorico de postulados, teoremas
y definiciones es distinto, vemos necesario diferenciar lo que entendemos por
saber usar cada uno de ellos, en la produccion de una demostracion.

 Saber usar un postulado o teorema incluye principalmente dos acciones:
(1) reconocer la viabilidad de su uso para la situacién que se tiene entre
manos (resolver un problema, formular una conjetura, producir una demos-
tracion). Es decir, reconocer que la informacion que tiene corresponde al
antecedente del postulado o teorema. (I) Reconocer que su uso permite
obtener lo que se busca porque esta relacionado con el consecuente del
postulado o teorema. Asi identifica que ese postulado o teorema es Ia
garantia en su argumento.

» Saber usar una definicion consiste en desencapsular o encapsular propie-
dades segun el tipo de informacion que provee la situacion en la que se
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va a usar. (1) Si se tiene el término que designa al objeto, se desencapsulan
las propiedades poniéndolas en juego. (II) Si se tienen las propiedades que
definen al objeto se encapsulan mediante el uso del término correspondiente.

Por ejemplo, el uso experto de la definicion de tridngulo isésceles’ consiste,
por un lado, en manifestar que un determinado par de lados de un triangulo
son congruentes (desencapsular) teniendo como informacién que tal triangulo
es isosceles; por otro lado, consiste en declarar que un triangulo dado es isosceles
(encapsular), teniendo como informacion la congruencia de dos de los lados del
mencionado triangulo. El uso experto del Teorema del Triangulo Isosceles (TT)°
consiste en reconocer que si los datos incluyen un triangulo isosceles, tiene
sentido usar el teorema si se quiere concluir que el triangulo tiene dos angulos
congruentes. O, si se quiere demostrar la congruencia de dos angulos, basta
determinar si son angulos de un mismo triangulo para tratar de justificar que
es isosceles.

2. ENFOCADOS EN EL PLAN

Por medio de estos mensajes, el profesor busca que los estudiantes propon-
gan y comprendan la estrategia que se debe seguir para producir la demostra-
cion, y cual debe ser su estructura; es decir, que tengan un plan para hacer la
demostracion. Es importante resaltar que este tipo de mensajes surge al comien-
7o de la demostracion o en el desarrollo de la misma, cuando los estudiantes
se estancan y no recuerdan el camino que se trazo al inicio del proceso.
Respecto a la estrategia, los estudiantes tienen que reconocer si lo que van
a demostrar es: igualdad de conjuntos, pertenencia de un elemento a un conjunto,
una propiedad especifica o la existencia de un objeto geométrico especifico.
Ademas deben determinar los nucleos de la demostracion y los elementos teéricos
pilares (definiciones, teoremas, postulados) que apoyan esos ntcleos, determinar
COmMO Se van a usary por qué se usan. Denominamos nucleo de una demos-
tracion a las ideas principales que forjan el camino hacia el consecuente que

5 D. Triangulo isdsceles: Si un triangulo tiene dos lados congruentes, entonces es un triangulo
isosceles. . o

¢ T. Triangulo Isésceles: Dado un AABC con AB congruente con BC, entonces los angulos A
y Cson congruentes.
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se busca justificar. Puede haber uno o varios nucleos. Llamamos elementos
pilares de los nucleos a los principales elementos del sistema tedrico que proveen
la justificacion de cada nucleo. La demostracion completa consiste en desglosar
cada nucleo propuesto en pasos especificos.

En cuanto a la estructura de la demostracion, los estudiantes deben determinar
el tipo de demostracion que se va a realizary por qué; es decir, si conviene hacer
una demostracion directa, usar el método de la contrarreciproca, hacer estudio
de casos, o usar el método de reduccion al absurdo. También deben decidir qué
construcciones auxiliares permitiran enriquecer la situacion para que surjan
nuevas figuras geomeétricas o situaciones especiales que ayudaran a construir la
demostracion, porque estas permiten el uso de los elementos teoricos pilares.

Por ejemplo, la demostracion del Teorema del Triangulo Isdsceles exige reco-
nocer que se va a demostrar una propiedad especifica, que el nucleo es la
congruencia de dos triangulos, lo cual requiere como construccion auxiliar una
de las lineas notables del triangulo (altura, mediana o bisectriz de un &ngulo)
para determinar dos tridngulos, y que los pilares tedricos son los criterios de
congruencia de triangulos (Hipotenusa Cateto (HC), Lado, Lado, Lado (LLL), Lado,
Angulo, Lado (LAL), respectivamente) y las definiciones de lineas notables del
triangulo. Esta demostracion es de tipo directo.

3. ENFOCADOS EN PREVISION

Estos mensajes tienen que ver con las posibles consecuencias de una decision,
respecto a asuntos teoricos, en el desarrollo de una demostracién. Pretenden
comunicar que la actividad de justificar no discurre simplemente generando
paso a paso varios argumentos que se encadenan y que juntos componen la
demostracion; es imprescindible, para no perder tiempo en ensayos poco Utiles,
ir analizando el posible efecto posterior de algunas decisiones que se toman en
aquellos pasos en los que se tienen opciones y la autonomia para escoger
alguna de ellas. Ademas, son mensajes que buscan que se desarrolle el plan
establecido para hacer la demostracion, a partir de un analisis de las situaciones
que se presentan teniendo en cuenta las posibilidades que hay y las consecuen-
cias de tomar uno u otro camino. Es decir, es tener en cuenta que la decisién
que se tome en algun momento influird en los elementos tedricos que se deben
usar posteriormente.
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Estos mensajes surgen cuando es posible tomar decisiones respecto a los
nucleos y, por lo tanto, a los pilares que se van a usar o al tipo de demostracion
que se va a desarrollar. Un ejemplo esta en las demostraciones en las que se
involucran expresiones algebraicas y se escogen convenientemente valores para
simplificar el manejo algebraico correspondiente. Otro ejemplo son las demos-
traciones en las que existe la opcion de usar cualquiera de dos elementos teoricos,
pero usar uno requiere mas elaboracion que usar el otro. Un tercer ejemplo,
consiste en determinar si conviene hacer una demostracion directa o usar el
método de reduccion al absurdo.

Por ejemplo, para la demostracion del TTl se establecieron como pilares las
definiciones de las lineas notables del triangulo y los criterios de congruencia.
La prevision consiste en decidir qué linea notable usar y prever qué criterio de
congruencia es el adecuado. Asi, si los estudiantes deciden usar la mediana del
triangulo, entonces deberan usar el criterio de congruencia LLL; si escogen usar
la altura, entonces el hecho geométrico que se ha de utilizar sera el criterio HG,
si eligen la bisectriz, el criterio que se ha de usar es LAL La eleccion dependera
del sistema tedrico que se tiene a disposicion en ese momento. Es posible que
no se tenga alguno de esos criterios en el sistema y, por tanto, no se pueda
utilizar la respectiva linea notable.

ASPECTOS METODOLOGICOS DE LA INVESTIGACION

El estudio del que surgieron los elementos que dieron lugar a la tipologia que
presentamos en este articulo forma parte de la investigacion Conjeturas y orga-
nizacion del contenido matemdtico en clase, esta tuvo como escenario el curso
Geometria Plana impartido durante el segundo semestre de 2013. Se analizé la
interaccién entre los miembros de la comunidad de clase (profesor y alumnos),
durante dos sesiones de clase consecutivas en las cuales se enuncia y se demues-
tra, ajustado al sistema tedrico que se ha conformado, el Teorema Localizacion
de Puntos (TLP).” Este hecho geométrico permite localizar un punto en un rayo
a una distancia dada del extremo del rayo. En esas sesiones de clase, el Objeto
Real Matematico fue la demostracién del TLP. Enfocamos la atencion en la inte-
raccion en torno a los nucleos y pilares que dan soporte a la demostracion del

—
7 Teorema Localizacion de Puntos: Dados un rayo CT (CT)y un niimero positivo z existe un
Unico punto X tal que X pertenece al CTy la distancia de Ca Xes z
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TLP, en la estrategia principal para su demostracion, y en la prevision de las
decisiones teoricas tomadas en el trascurso de la produccion de la misma.

La seleccion de fragmentos significativos para el analisis se hizo a partir de
la trascripcion completa de dos clases. En el analisis retrospectivo de esa tras-
cripcion se evidencié que en la construccion colectiva de la demostracion de un
teorema, el profesor emite mensajes de los diferentes tipos descritos. Los nucleos y
los pilares de la demostracion determinaron los diferentes fragmentos en los
que se separo la transcripcion, teniendo siempre cuidado de incluir en cada uno
de ellos lo necesario para hacerlos autosuficientes.

CONTEXTUALIZACION

Geometria Plana es un curso del sequndo semestre del programa de formacion
inicial de profesores de matematicas de secundaria,® en la Universidad Pedagé-
gica Nacional. Tiene como fin que los estudiantes aprendan a demostrar y
entender un teorema, al participar en la conformacién de un sistema tedrico de
geometria plana euclidiana, lo cual implica entender los teoremas, concibiendo
teorema como la tripla formada por el enunciado, el sistema teérico que lo
sustenta y la demostracion (Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri, y Garuti, 1997).
Especificamente “entender un teorema’, segiin Molina (2014), es tener un signi-
ficado amplio que incluye comprender: (I) la estructura y el contenido del enun-
ciado, (II) la demostracion, (Ill) su relacién con otros elementos tedricos
(comparacion de enunciados de postulados u otros teoremas y sus respectivas
demostraciones) y (IV) el uso experto del teorema en diversos contextos.
Generalmente, la metodologia de trabajo que usa el profesor en el curso
consiste en proponer un problema geométrico abierto de conjeturacion, para
que a partir de las conjeturas propuestas por los estudiantes, se extraigan los
elementos teoricos que se quieren abordar en esa sesion de clase. Un problema
abierto es una tarea en la cual se hace una pregunta sin revelar o sugerir la
respuesta pretendida (Arsac et al, 1999; Silver, 1995, citados en Baccaglini-Frank
y Mariotti, 2010) y es de conjeturacién cuando se debe expresar la relacion
de dependencia entre dos conjuntos de propiedades como proposicion con-
dicional, que se constituye en la conjetura (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010).

¢ Programa Curricular Licenciatura en Matematicas.
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Los problemas propuestos generalmente requieren del uso de software de
geometria dindmica para representar y explorar la situacion correspondiente,
de tal forma que se pueda llegar a formular una conjetura como solucion al
problema. Estas conjeturas dan lugar a una actividad de verificacion de lo
propuesto y a la modificacion de los enunciados formulados (si se requiere)
para establecer una sola conjetura, ya sea para que ésta se convierta, después
de demostrarla, en un elemento mas del sistema teorico, o para que en el
proceso de justificarla surja la necesidad de introducir validamente un elemento
al sistema tedrico.

El sistema tedrico que se va conformando es, en esencia, el que propone
Euclides. Sin embargo, en este curso, se introducen dos postulados siguiendo la
propuesta de Birkhoff (1932) de hacer tangibles la regla y el transportador, cues-
tiones que Euclides no considera. Se escogié esta propuesta porque permite el
uso de un software de geometria dinamica como herramienta para construir y
explorar situaciones, con la intencion de descubrir hechos geométricos. Este tipo
de software esta esencialmente regido por los postulados de la geometria eucli-
dianay, por tanto, modelan sustancialmente dicha geometria. Los postulados que
se introducen son: Puntos de Recta- Numero Reales (PPR-NR)’ y Rayos - Ntimero.”
Estos permiten validar de manera formal algunas de las ideas que estan inmersas
en la teoria de Euclides, pero que no se abordan en ella de manera explicita,
como la infinitud de puntos en la recta, existencia del punto medio, entre otros.
Particularmente, en el caso del TLP, el primer postulado juega un papel central
en su demostracion. El TLP permite prescindir del PPR-NR para desarrollar el
resto del sistema axiomatico.

Para poder sequir comprensivamente los trozos de la interaccién entre profesor
y estudiantes, presentamos los elementos claves en el desarrollo de la demos-
tracion (Tabla 2).

9 Postulado Punto de Recta = Numeros Reales: Dada una recta, se puede establecer una
correspondencia entre los puntos de la recta y los niimeros reales tales que: 1) a cada punto de
la recta le corresponde exactamente un ntimero real, Il) a cada niimero real le corresponde exactamente
un punto de la recta. EI numero que le corresponde al punto se denomina coordenada del punto.

10 postulado Rayo - niimero: Dada una recta AB'y un punto C tal que C no pertenece a la
recta. Se puede establecer una correspondencia entre todos los rayos con extremo en Ay un punto
en el semiplano determinado por la recta donde esta C con los numeros reales entre 0 y 180 tal
que: (I) A cada rayo con un punto en ese semiplano le corresponde un Unico nimero entre 0 y
180, (1) a cada numero entre 0y 180 le corresponde un Gnico rayo con un punto en el semiplano,
(1) al rayo AB le corresponde 0y (IV) al rayo opuesto del rayo AB le corresponde el niimero 180.
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Tabla 2. Ntcleos y pilares de la demostracion del TLP.

Teorema Localizacion de Puntos

Nucleos

1. Usar coordenadas | a)
para encontrar el
punto X.

Pilares

Usar el PPR-NR (1.

Consecuencia del uso
del elemento teorico

Asignar coordenada 0 (cero) al ori-
gen del rayo (C) y t> 0 al punto
que lo determina (T).

b)

Usar definicion de distancia
para determinar un ndme-
ro real positivo z relacio-
nado con las coordenadas
escogidas para localizar al
punto X.

Verificar que se cumpla que la dis-
tancia del origen del rayo al punto
localizado sea z

¢) Usar el PPR-NR (II).

Asignar como X al punto que co-
rresponde al nimero obtenido an-
teriormente.

[’

2. Establecer las inte- | a
restancias entre los
puntos que se tie-
nen, de acuerdo a
lo que exige la de-

Usar la tricotomia de ndme-
ros reales para determinar
condiciones del numero z
con respecto a las coorde-
nadas que ya se tienen.

Estudiar las cuatro posibilidades
para z:
c<z<tc<t<zz<c<lot=z

finicion de rayo. )

=

Usar el T Interestancia-or-
den* para analizar las rela-
ciones de orden entre las
coordenadas en el contexto
dado.

Asegurar que el punto X pertenece
al CT. Se descarta z< c< 1. Si c<
z<toc<t<zot=zentonces X
estd entre Cy To Testd entre Cy
X o0 X=TesdecrXe ﬁ)

* T. Interestancia — orden: Dados los puntos A, By C Si B esta entre Ay C entonces ¢ (A) < ¢ (B) < c(C) o
c(A)> c(B) > c (C). c (A) simboliza la coordenada del punto A.

ANALISIS DE UN EPISODIO DE CLASE

A continuacion se presenta un ejemplo real donde se evidenciaron mensajes
de cada tipo, cuando se institucionalizé el enunciado del TLP y se demostrd con
el fin de incorporarlo al sistema tedrico que se estaba conformando. En clases
anteriores, se habia propuesto un problema cuya solucion requeria el uso de un
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software de geometria dinamica. A partir de las soluciones propuestas por los
estudiantes surgio el enunciado. Posiblemente, también emergieron ideas para
la justificacion del teorema (Tabla 3).

Tabla 3. Fragmento 1. Desarrollo del Nucleo 1a.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

1. Profesor: | ¢Qué es lo que necesitamos hacer en esencia | Plan:
para que aparezca X? {Como hacemos para | Nucleos 1y 2y sus pilares.
que aparezca con las condiciones que tenemos
acd? (En el enunciado escrito en el tablero sena-
la las condiciones que forman parte de la tesis.)

2. Laura: Una recta.

3. Profesor: | Una recta. éPara qué necesitas la recta? Plan: Nucleo 1 Pilar a

4. Laura: Para poder dar coordenadas.

Establecen teorica

mente la existencia de la recta.

6. Profesor: | Listo, ya tenemos la recta CT. (Para qué quere- | Plan:
mos la recta? Nucleo 1
Pilar a
Uso experto:
PPR-NR
7. Antonio: Para asignar las coordenadas, con uno de los
puntos en cero
8. Profesor: | Sea la coordenada de C {Cudl quieres que sea | Prevision:
la coordenada de C? Asignar coordenadas con-
venientes  para  facilitar
calculos algebraicos.
9. Antonio: | Cero.
10. | Profesor: | Cero.Ya sabemos que eso nos facilita el asun- | Prevision:
to. ¢Quieres alguna otra coordenada? Decisién hecha facilitara el
proceso algebraico
11. | Antonio: |Lade T
12. | Profesor: | La coordenada de T'Y la coordenada de T, que | Uso experto:
sea {quien? PPR-NR (i)
13. | Laura: L.
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

14. | Profesor. | t. Vale, yo hago lo que ustedes me digan. ¢Al- | Prevision:

guna condicion especial? Deben escoger propiedad
de la coordenada t, para
facilitar el proceso.

15. | Molly: Que tsea mayor a cero.

Por medio de sus preguntas [1], el profesor busca que los estudiantes pro-
pongan un plan, es decir que establezcan los dos nucleos de la demostracion.
A partir de las propuestas de Laura [2,4] y las preguntas del profesor [3,6], queda
establecido el primer nucleo de la demostracion y desarrollado parcialmente,
hasta usar la primera parte del PPR-NR. En lo que ha transcurrido hasta el
momento, parece que lo que interpretan los estudiantes de los mensajes del pro-
fesor concuerda con el objeto-inmediato del profesor, el cual parece ser el uso
experto del PPR-NR para iniciar el desarrollo del primer ntcleo. Los objetos
directos de los estudiantes son aspectos del Objeto Real Matematico. Sin embargo,
ese no es siempre el caso en una clase.

A continuacion se evidencia como la propuesta de un estudiante modifica
el desarrollo del primer nucleo y, por ende, como ello trastoca el plan para
la demostracion. El profesor permite que se desarrolle la idea, posiblemente
con la intencion de que los estudiantes se den cuenta del efecto que tiene en
el plan utilizar lo propuesto (Tabla 4).

Tabla 4. Fragmento 2. Propuesta erronea para hallar a X.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

16. | Profesor | Entonces aparecieron coordenadas. ¢Ahora | Plan:
qué hacemos? Insisto con la pregunta, (qué es | Nucleo 1 Pilar b
lo que necesitamos que aparezca?

17. | Molly Un punto.

18. | Profesor | El punto X {Como hacemos para que aparez- | Plan.
ca X? Nucleo 1 Pilar c

19. Ernesto Con el Teorema Punto a un Lado.*
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mos cudl es la coordenada de este punto X
entonces yo no puedo saber cudl es la distan-
cia entre Ca X Este X puede estar en cualquier
lado y no podemos saber si la distancia entre
Cy Xes z Entonces ustedes podrian decir pon-
gamos el X con el Teorema de Punto a un
Lado y pongamosle coordenada z ¢Puedo ha-
cerlo 0 no? Pues no, por eso no debe usar el
Teorema Punto a un lado.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

20. | Profesor | Queremos que aparezca el punto X. Ernesto | Uso experto:
dice que usemos el Teorema Punto a un Lado. | T. Punto a un lado.
¢A qué lado quieres ponerlo?, éa este lado oa Prevision:
este lado? (Senal en la representacion de la CT,| Determinar la interestancia
un punto a la izquierda de Cy luego un punto | que es conveniente para
a la derecha de T) asegurar la pertenencia al

I T | rayo.

21. | Ernesto A este lado (Senala un punto a la derecha de T).

22. | Profesor o _a—»———— | Uso experto:
- ’ D. Rayo
Listo lo dejamos a este lado. Aparece aca el
punto X. Plan:
Queremos que ese punto X esté en el rayoy ya | Nucleo 1 Pilar ¢
esta en el rayo. Perfecto. ¢Qué otra condicion
queremos que tenga X?

23. | Ernesto Que la distancia sea igual a z.

24. | Profesor | Que la distancia de Ca Xsea z Con esta cons- | Prevision:
truccién del Teorema Punto a un Lado, {pode- | Se tiene una de las condi-
mos garantizar que esta distancia de Ca X'sea | ciones de la tesis, falta ase-
77, ¢o podemos garantizar? Con lo que dice | gurar la otra.
Ernesto de encontrar a X con el (teorema) Pun- | Uso experto:
to a un Lado, épuedo garantizar que la distan- | D. Distancia
ciade Ca Xes 22 ¢Si o no?

25. | Molly Si se puede porque z es mayor que cero.

26. | Antonio No sabemos cudl es la coordenada de X

27. | Profesor | Ese es punto del asunto. Como auin no sabe- | Prevision: ~ Consecuencias

de propuesta en relacion a
las dos condiciones solicita-
das en la tesis.

* Teorema Punto a un Lado: Dados dos puntos Ay B, existe un punto C de la j@)tal que Bestaentre Ay Co
Aesta entre By C.
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El mensaje del profesor en [16,18] motiva la continuacién del desarrollo del
Ntcleo 1 del plan para la demostracion: eso es su objeto-inmediato. El espera
que los estudiantes propongan el uso del PPR-NR (Il) para localizar al punto X
Sin embargo, inicialmente [19,21], el signo-interpretante de Ernesto parece cen-
trarse solo en la posicion del punto X en la recta para que cumpla la pertenencia
al rayo; por ello su objeto-inmediato es asegurarlo tedricamente. Su objeto-dina-
mico es que el uso del Teorema Punto a un Lado valida la creacién del punto
X. Coincide parcialmente con el objeto-inmediato del profesor en cuanto a que
ambos estan buscando la justificacion tedrica de la existencia del punto X pero
Ernesto ignora, en ese momento, que su propuesta no conducira a la otra pro-
piedad que debe satisfacer: la distancia al extremo del rayo debe ser z El profesor
reconoce que la propuesta de Ernesto, de tomar al azar cualquier punto X del
rayo, para cumplir con la interestancia, llevara a tener que forzar en él la pro-
piedad de distancia requerida; esto seria parte de su signo interpretante. Lo que
propone Ernesto es un procedimiento espontaneo que los estudiantes usan
cuando deben demostrar la existencia de objetos geométricos especiales. Se
requiere la intervencion explicita del profesor para que ellos entiendan por qué
no es valido (Samper, Perry, Camargo, Saénz-Ludlow y Molina, 2016). Es por
ello, posiblemente, que el profesor impulsa el desarrollo de la idea de Ernesto
en sus siguientes mensajes [20,22], con los que busca que los estudiantes usen
de manera experta el PPR-NR (II) y la definicién de rayo (objeto-inmediato). Su
objeto-dinamico didactico es que los estudiantes deben reconocer la invalidez
del procedimiento que sugiere Ernesto. Al constatar, por medio de la respues-
ta de Ernesto [21] que por lo menos el signo interpretante de este incluye una
representacion correcta de rayo, y que €l es consciente de la condicion de
distancia que debe tener X el siguiente mensaje del profesor tiene que ver con
prevision. A través de sus preguntas [24], el profesor espera que el signo inter-
pretante de los estudiantes incluya la definicion de distancia y la consecuencia
que acarrea tomar al azar el punto X, pues de manera esquematica en su
intervencion [27] lo expresa.

Creyendo que los estudiantes han reconocido que el camino elegido por
Ernesto no es el adecuado, el profesor se esfuerza por encaminar nuevamente
la demostracion para completar el Nucleo 1, que se habia desarrollado parcial-
mente, y para que propongan el Nucleo 2 (Tabla 5).
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje
28. | Profesor: | Ernesto, si ya sabemos que no podemos utili- | Plan:
zar el Teorema Punto a un Lado, entonces | Nucleo 1 Pilarby c.
écémo hacemos para que aparezca X?
29. | Ernesto: | Asignandole un néimero a la coordenada (que
sera de) X.
30. | Profesor. | {Cudl serfa ese numero? Prevision:
Condiciones requeridas para
establecer la interestancia y
asegurar el uso del antece-
dente.
31. | Molly: z
32. | Profesor. | El z Por eso estda dado desde el principio y | Prevision: Importancia de
miren que aca dice que es mayor que cero; es | escoger la coordenada t
decir, coincide con la condicion que puso Mo- | con el mismo signo del nu-
lly donde tes mayor que cero. Eso va arreglan- | mero z.
do las cosas por el camino. Uso experto:
Bueno. Ya tenemos el numero. {Como hace- | PPR-NR (1)
mos para que finalmente aparezca el punto?
¢Como es que escribimos? Con otra afirmacion.
Existe un unico [punto] X. éEn donde esta?
33. | Antonio: | En la recta.
34. | Profesor: | Que pertenece a la recta CT. Uso experto:
PPR-NR (1)
35. | Antonio: | Y la coordenada de X.
36. | Profesor. | Y la coordenada de Xes igual a... Uso experto:
PPR-NR (1)
37. | Antonio: | Esigual a z
38. | Profesor. | Es igual a z Para eso es que nos dan ese z | Prevision:
Listo. Y écudl serfa la garantia en este caso? Relacion del nimero z dado
con lo hecho hasta ahora.
Uso experto: Reconocer que
se tiene el antecedente del
PPR-NR (Il) y se esta conclu-
yendo el consecuente de
este.
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

39. | Molly: Postulado Puntos de Recta- Numeros Reales,
dos.

40. | Profesor: | Listo apareci¢ el punto. Pero aca tengo otra | Plan:
dificultad. {Ese punto donde debe estar? Nucleo 2 Pilar b

41. | Molly: En el rayo.

42. | Profesor: | &Y donde aparecio? En la recta. De alguna for- | Plan:
ma tenemos que garantizar que ese punto | Nucleo 2 Pilar b
este en el rayo y no en la recta.

Después de establecer que la distancia de Ca X es z se concentran en demostrar que X efecti-
vamente pertenece al rayo CT, como lo solicita la tesis del TLP.

44. | Profesor: | {Cudles son las posibilidades que tiene X? Te- | Plan:
nemos fijo Ty C Nucleo 2 Pilar a
Uso experto: T. Tres Puntos*®

45, | Juan: Que X esté entre Cy T, que Cesté entre Ty X,
que Testé entre Cy X

46. | Profesor: | Que Cesté entre Ty X Pero.. épor qué hay un | Uso experto:
pero ahi? ¢Por qué este caso no tiene sentido? | T. Interestancia — orden.

El profesor muestra, en los pasos de la demostracion ya consignados en el tablero, las relaciones
de orden entre las coordenadas establecidas en la primera parte de ésta.

47. | Dina: Porque las coordenadas (se refiere a ty z) son
mayores que cero.

* T. Tres Puntos: Dados los puntos A, B y C de una misma recta, entonces B esta entre Ay C A estd entre By
Co Cestaentre Ay B.

Por medio de su intervencion [28], el profesor quiere que los estudiantes
vuelvan al plan inicial, es decir trabajen con coordenadas. Interpretamos que su
objeto-inmediato es el uso de la segunda parte del PPR-NR, cuestion que Ermnesto
[29] y Antonio perciben [35,37], al sugerir que X es el punto que corresponde al
numero real z y que Molly expresa explicitamente [39]. En este caso, sus objetos
dindmicos estan en consonancia con el objeto-inmediato del profesor. En su
mensaje, a través de las intervenciones [32,38], el profesor pretende que, en sus
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interpretantes, los estudiantes relacionen la decision hecha anteriormente [15],
respecto al signo de t con la que estan tomando en ese momento al asignar
como X al punto que corresponde al niimero z. Dado que desde el principio de
la demostracién [8,10,12,14], el profesor ha insinuado a los estudiantes prever
que las decisiones acerca de las coordenadas tendran un efecto perentorio en
algun momento de la demostracion, su expectativa no carece de fundamento.
El sabe que dicha informacion serd esencial para desarrollar el Nucleo 2. Ese
es el objeto-dinamico didactico del profesor. En su signo vehiculo [40], el obje-
to-inmediato del profesor es el Nucleo 2 de la demostracion, cosa que expresa
explicitamente, en su intervencién [42]. El objeto-inmediato en sus preguntas
[44,46] es el uso experto de un teorema que es pilar del Nucleo 2: T. Interestan-
cia-Orden. Los estudiantes interpretan parcialmente su objeto-inmediato, prove-
yendo la tesis del T. Tres Puntos [45] que debe dar lugar a la introduccion del T.
Interestancia-Orden, para justificar asi la imposibilidad de que el punto C esté
entre Ty X [47]. Sin embargo, como se vio, en lo que sigue de la construccion
de la demostracion, no fue tan evidente para los estudiantes la relacion entre
las coordenadas de los puntos; aunque fue establecida por ellos mismos, no
parecen haber sido realmente conscientes de las consecuencias futuras respecto
a la pertenencia de X al rayo CT.

COMENTARIOS

Con sus mensajes, el profesor buscoé mediar semidticamente para que los estu-
diantes construyeran, con significado, la demostracion; es decir, para que pro-
pusieran un plan, desarrollaran y proveyeran argumentos para sustentar sus
ideas, usaran de manera experta los elementos tedricos y lograran prever las
consecuencias de sus propuestas. La meta del profesor era que los estudiantes
adquirieran significado del teorema que se estaba estudiando. Para ello, promovio
la construccion social del conocimiento, siendo €l el experto que guiaba el pro-
ceso. No desarrollo la demostracion completamente mientras los estudiantes
escuchaban, como sucede con frecuencia.

Los estudiantes tenfan que interpretar los mensajes del profesor, porque es
asi como evocan lo que saben para formar interpretantes relacionados con el
objeto real matematico que se esta tratando en clase. Fue a través de las inte-
racciones con los estudiantes, la interpretacion de los signos vehiculo de ellos,
y sus mensajes, como el profesor fue impulsando la generacion de ideas y la
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participacion activa. Las respuestas a sus preguntas le permitieron dilucidar si
se acercaban al significado pretendido de los elementos tedricos involucrados en
la demostracion y del proceso de esta. En este caso, el uso experto de los ele-
mentos tedricos, en especial de las definiciones, fue el tipo de mensaje que mas
profirio el profesor. Estos deben apoyar la construccion de significado de cada
uno de los elementos tedricos en juego y el papel del sistema teorico en la demos-
tracion. Los otros dos tipos de mensajes apuntan al proceso mismo de la demostra-
cion. Cobran suma importancia cuando se pretende que los estudiantes lleguen
a construir demostraciones de manera auténoma, lo cual usualmente es uno
de los objetivos en cursos universitarios de matematicas. En este caso, los men-
sajes del profesor tuvieron que ver mas con el plan para la demostracion que
con la prevision que se debe tener.

Segun Ben-Zvi 'y Sfard (2007), aprender matematicas significa asimilar com-
prensivamente los objetos y procesos matematicos involucrados, y modificar y
extender el discurso propio acerca de ellos. Aseguran, ademas, que esto no se
logra sin contar con la interaccion con una persona competente. Acorde con
esto, con sus distintos mensajes, el profesor buscd que: se establecieran los
nucleos y sus respectivos pilares; se siguiera un plan propuesto por los estu-
diantes hasta determinar si era viable y util; se explicitaran las razones para
proponer el uso de un elemento tedrico; utilizaran estos elementos adecuada-
mente; y se dilucidaran las consecuencias de su uso. También, busco que los
estudiantes entendieran la importancia de la prevision en la construccion de
una demostracion, especificamente, la conexion que existe entre la informacion
dada en la hipotesis del teorema, z > 0 y haber asignado cero y un néimero
positivo como las respectivas coordenadas de los puntos Cy T. Sin embargo, se
requeria que el profesor directa y explicitamente expusiera en qué consiste la
prevision, maxime porque esto era una cuestion nueva para los estudiantes. En
este caso, eso no sucedid.

El andlisis de los mensajes del profesor, nos muestra la importancia tanto de
prever cuidadosamente las preguntas y la informacién que se quiere proveer
(objeto-dinamico-didactico), como de desentranar lo que comunican los estu-
diantes en sus signos vehiculo. Lo primero, porque no se trata de presentar
la demostracion sino de dar pautas para que sean los estudiantes quienes la
generen; lo segundo, porque posiblemente debe modificar su siguiente obje-
to-dinamico-didactico para favorecer la evolucion y convergencia de los objetos
dinamicos de los estudiantes hacia el aspecto del ORM que se esta tratando. En
ocasiones, ello implica dejar que los estudiantes prosigan con el desarrollo de
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una propuesta que el profesor sabe es errénea, para que sean ellos quienes
descubran porque no es adecuada. Hay que resaltar que la mediacién semiotica
que se pretende requiere de mayor esfuerzo del profesor, de mas preparacion,
tiempo y paciencia, pero es asf como se puede asegurar construccion significativa
de conocimiento.
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