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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM2902.02

Matematizacion y trabajo matematico en la
elaboracion de simuladores con GeoGebra

Mathematization and Mathematical Work in Creating Simulators
with GeoGebra

Rafael E. Gutiérrez A.!
Juan Luis Prieto G.2
José Ortiz Buitrago®

Resumen: El articulo se centra en los procesos de modelacion a través de los
cuales un grupo de estudiantes aprenden matematica mientras participan en
una experiencia de simulacion con GeoGebra. Especificamente, se asume una
perspectiva cognitiva para analizar los procesos de matematizacion y trabajo
matemadtico llevados a cabo por estos alumnos al representar una pieza que
compone al mecanismo de una maquina de vapor tipo Newcomen. Tal pers-
pectiva se refiere al “ciclo de modelacion” de Blum, Leif (2007), especificamente
en lo que respecta al transito por las fases modelo real, modelo matemdtico y
resultados matemdticos. EI analisis de los procesos cognitivos contribuy6 a
identificar ocho episodios que revelan como los estudiantes, con la orientacion
de un profesor, generaron un modelo matematico Util para representar la pieza
en el GeoGebra y construyeron un dibujo dinamico asociado con este modelo.
Los resultados obtenidos dan cuenta de la existencia de tipos de modelos
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matematicos generados en la matematizacion, diferentes niveles de analisis en
el trabajo matematico y caracteristicas del rol que cumple el profesor al orientar el
desarrollo de la actividad.

Palabras clave: Modelacion matemdtica, elaboracion de simuladores con Geo-
Gebra, procesos cognitivos, tareas de construccion, dibujo dindmico.

Abstract: The article focuses on the modeling processes through which a group
of students learn mathematics while participating in a simulation experience with
GeoGebra. Specifically, a cognitive perspective is taken to analyze the processes
of mathematization and mathematical work carried out by these students when
representing a piece that composes the mechanism of a steam engine type
Newcomen. This perspective refers to the “modeling cycle” of Blum, Leif3 (2007),
specifically regarding the transit through the real model phases, mathematical
model and mathematical results. The analysis of the cognitive processes con-
tributed to identify nine episodes that reveal how the students, with the guidance
of a teacher, generated a mathematical model useful to represent the piece in
the GeoGebra and constructed a dynamic drawing associated with this model.
The results obtained account for the existence of types of mathematical models
generated in mathematisation, different levels of analysis in mathematical work
and characteristics of the role that teachers play in guiding the development of
the activity.

Keywords: Mathematical modeling, Creating simulators with GeoGebra, cognitive
process, construction tasks, dynamic drawing.

INTRODUCCION

Hoy en dia la modelacion es un tema recurrente en el campo de la Educacion
Matematica (Kaisser, 2014). Prueba de ello es tanto el establecimiento de distintos
grupos de discusion en eventos cientificos que abordan perspectivas variadas
de la modelacion y aplicaciones, como el notable incremento en el nimero de
estudios sobre esta tematica que afo tras ano son publicados en diferentes
revistas, actas de congresos y libros especializados (Borba, Dos Santos, 2014;
Goncalves, 2015; Salett, Hein, 2004; Serres, 2015; Stillman, Kaiser, Blum, Brown,
2013). En estos espacios profesores, investigadores y responsables de las politi-
cas educativas coinciden en la importancia que la modelacion reviste para el
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desarrollo de una Educacién Matematica socialmente pertinente, inclusiva y
conectada con la realidad y otras disciplinas cientificas (Villa-Ochoa, Bustamante,
Berrio, Osorio, Ocampo, 2009).

Un aspecto que destaca en varios de estos estudios tiene que ver con las
bondades de integrar tecnologias digitales en las experiencias de resolucion de
problemas matematicos con cierto realismo (Confrey, Hoyles, Jones, Kahn, Maloney,
Nguyen, Noss, Pratt, 2010; Daher, Shahbari, 2015; Luvezute, Salett, Machado, Viali,
Lahm, 2014). Dentro de la gama de tecnologias que son integradas a las activi-
dades de modelacion en clases de matematica y ciencias, resaltan los simuladores
y juegos de video (Gonzalez, Molina, Sadnchez, 2014; Greefrath, 2011). En lo que
respecta a los simuladores, los investigadores dan cuenta del potencial de estos
recursos para desarrollar las capacidades de visualizacion y experimentacion de
los estudiantes, a través de la manipulacion de las variables y parametros asocia-
dos con los fendémenos de la realidad que son representados por medio de modelos
computacionales (Clark, Nelson, Sengupta, D'Angelo, 2009; Pugnaloni, 2008).

Si consideramos que la educacion del siglo XXI debe apuntar hacia una
formacion cientifica que permita a los ciudadanos pasar de ser consumidores
a ser productores de la tecnologia (Artigue, 2016), entonces valdria la pena
explorar la elaboracion de simuladores computacionales como un ambiente
de aprendizaje alternativo. Es asi como, desde el ano 2013 nos hemos dedicado
a promover la elaboracién de simuladores con GeoGebra en instituciones
educativas oficiales en Venezuela como una oportunidad para aprender mate-
matica. En esta actividad, los estudiantes de educacion media (13-17 anos) y
su profesor se involucran en una dinamica de construccion de modelos reales,
matematicos y computacionales que representan el comportamiento de deter-
minados fendmenos naturales o artificiales, provenientes de la realidad (Prieto,
Gutierrez, 2016).

Las primeras conclusiones del andlisis de esta actividad nos han ayudado a
comprender el papel de la matematica escolar en la produccion de estos modelos
(Rubio, Prieto, Ortiz, 2016). Sin embargo, creemos necesario extender este analisis
para comprender como los alumnos usan y comparten el conocimiento mate-
matico cuando participan en experiencias de elaboracién de simuladores con
GeoGebra, por tanto, decidimos usar la modelacion matematica como un referente
teodrico util para lograr este proposito. En este sentido, desde una perspectiva
cognitiva, se analizan los procesos de matematizacion y trabajo matemdtico de
un grupo de estudiantes que utilizan el GeoGebra para representar una pieza
de la maquina a vapor tipo Newcomen.
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El presente trabajo aporta informacién sobre las caracteristicas de estos pro-
cesos, permitiendo asi dar continuidad a nuestra investigacion en otros aspectos
de la actividad, por ejemplo, el papel del profesor al momento de gestionar las
experiencias de elaboracion de simuladores. Asimismo, se pretende aportar
insumos para la discusién sobre nuevos tipos de practicas matematicas que
emergen como consecuencia de utilizar eficientemente las tecnologias digitales
(Rojano, 2014).

ELABORACION DE SIMULADORES CON GEOGEBRA

La simulacion computacional es una actividad que consiste en utilizar un modelo
computacional, representativo de un fenémeno natural o artificial, con el fin
de comprender y predecir el comportamiento de tal fenomeno (Clark et al, 2009;
Pugnaloni, 2008). Este modelo recibe el nombre de simulador computacional.

Elaborar simuladores con GeoGebra es una actividad que tiene la finalidad
de obtener un simulador computacional en la interfaz grafica del software,
mediante el uso de las herramientas de construccion, medida y otras opciones
de esta tecnologia. Los fenomenos representados en el GeoGebra se refieren
mayormente a mecanismos que permiten explicar propiedades fisicas de los
objetos, como el cambio de posicion de las particulas; otros ejemplos de esta
clase de fenomenos pueden consultarse en Prieto y Gutiérrez (2016). Por expe-
riencia se sabe que esta actividad demanda la resolucion de un conjunto de
tareas de simulacion, cada una de ellas asociada a la representacion de una
parte o componente del fendomeno, y que se atienden de manera progresiva
(Rubio, Prieto, Ortiz, 2016).

La resolucion de cada tarea de simulacién involucra a los sujetos en una
practica de construccion de dibujos dindmicos (modelos computacionales de
referentes geométricos), que les lleva a transitar entre la realidad y la matematica.
Laborde (1997) define al dibujo dinamico como aquel elaborado por medio de
un software de geometria dinamica (un entorno dinamico) y que conserva las
propiedades espaciales que le son impuestas en su construccion cuando se
desplaza o arrastra por alguno de sus elementos libres. Durante la construccion de
estos dibujos los estudiantes usan, relacionan y comparten su conocimiento
de la realidad (del fenomeno a simular), la matematica (referentes teoricos de
la Geometria Euclidiana) y la tecnologia (herramientas del GeoGebra y sus formas
de uso). Este conocimiento se pone de manifiesto en los discursos orales y escritos
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que los sujetos elaboran alrededor de la propia experiencia de simulacion,
haciendo de esta practica una fuente de aprendizaje matematico en relacion
con los contextos reales.

Para lograr mayor comprension de las relaciones entre la elaboracion de
simuladores con GeoGebra y la modelacion matematica, se asume una pers-
pectiva cognitiva de los procesos matematicos que emergen en la actividad, la
cual se plantea a continuacion.

LA MODELACION MATEMATICA EN LA ACTIVIDAD

Durante la elaboracion de un simulador con GeoGebra, la construccion de dibujos
dindmicos se basa en el reconocimiento de propiedades espaciales del fendomeno
(relacionadas con sus formas y movimientos), que luego son traducidas en
propiedades geométricas. Por ello consideramos que esta actividad involucra
procesos de modelacion que pueden ser caracterizados en términos de ‘meca-
nismos cognitivos” por los cuales transitan los sujetos al construir los dibujos
dinamicos, en respuesta a determinadas tareas de simulacion. En cuanto a
estos mecanismos, la nocion de ‘ciclo de modelacion” de Blum, Leif (2007)
plantea una perspectiva cognitiva de la modelacién que nos parece propicia
para este estudio. En la Figura 1 se muestran las fases y procesos que tienen
lugar en este ciclo.

1. Comprender
2. Simplificar/
3 estructurar
Modelo 3. Matematizar
matematico 4. Trabajar
matemdticamente
5. Interpretar
6. Validar
7. Presentar

Modelo
real

2
1
Sitmacién ,-—--‘ﬁ: Modelo de
real F—-.T_/ la situacidn
:\

Resultados Resultados
reales matematicos
5

Mundo Mundo
real matemético

Figura 1. Ciclo de modelacion matematica desarrollado por Blum, Leif} (2007).
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Ya que el interés de este trabajo se centra en los mecanismos por los cuales
los estudiantes usan y comparten su conocimiento matematico al elaborar un
simulador, hemos fijado la atencion en los procesos de matematizacion y trabajo
matemdtico que ocurren al resolver cada tarea de simulacion. Estos procesos
tienen lugar cuando se transita por tres fases del ciclo de Blum, Leif3 (2007):
modelo real, modelo matemdtico y resultados matemdticos. Vale destacar que
los sujetos transitan por este ciclo tantas veces como tareas de simulacion se
disponen a resolver.

MODELO REAL

Seguin Blum, Leif (2007), en esta fase del ciclo el sujeto ha elaborado un modelo
real de la situacién, esto es, una representacion externa del problema propuesto.
En la elaboracion de un simulador con GeoGebra, este modelo viene dado por
un dibujo o boceto alusivo a ese aspecto del fendmeno cuya representacion es
demandada por la tarea de simulacion. Este dibujo tiene la caracteristica de ser
el resultado de una interpretacion de la realidad que el sujeto realiza en base
a su conocimiento del fenéomeno. Un ejemplo de este modelo se muestra en la
Figura 2.

Figura 2. Modelo real del contrapeso de un balancin petrolero.

Para pasar a la siguiente fase, el sujeto debe “matematizar’, esto es, traducir
el modelo real en términos matematicos para llegar a un modelo util en la
resolucion del problema (Gomez, Flores, 2013). En este proceso las interpreta-
ciones, descripciones, conjeturas, explicaciones vy justificaciones que conducen
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al modelo son elaboradas, paulatinamente, conforme al nivel matematico (Borro-
meo, 2006). En la elaboracion de un simulador, la matematizacién se caracteriza
por un cambio en la interpretacion del modelo real, que comienza a ser traducido
en términos geométricos. Este cambio se ve influenciado tanto por el conoci-
miento matematico de los sujetos involucrados, como por las funcionalidades
técnicas del GeoGebra.

MODELO MATEMATICO

En esta fase el sujeto ha establecido un modelo matematico para el problema,
esto es, una representacion externa de un objeto del mundo matematico, por
ejemplo, una tabla, grafica o ecuacién (Blum, Lei, 2007). Una vez establecido
este modelo, el proceso de matematizacion ha finalizado. En la elaboracion de
un simulador, el modelo matematico viene dado por un dibujo geométrico y,
como tal, remite a objetos tedricos de la Geometria Euclidiana para quienes lo
leen. Es importante destacar que tanto el modelo real como el modelo matema-
tico se corresponden con el mismo dibujo; la diferencia radica en la interpretacion
que los sujetos hacen sobre éste.

Dependiendo de la teoria con la cual se interprete el dibujo, en ese momento
emergen distintos objetos geométricos que orientan la construccion del mode-
lo matematico en el software. Por ejemplo, la interpretacién geométrica del modelo
real de la Figura 2b puede conducir al reconocimiento de una figura compuesta
por tres objetos geométricos (ver Figura 3).

RECTANGULO

ARCO DE
CIRCUNFERENCIA

Figura 3. Ejemplo de modelo matematico en la elaboracion de simuladores.

Para pasar a la siguiente fase del ciclo, el sujeto debe “trabajar matematica-
mente’, esto es aplicar al modelo matematico las formulas, leyes, propiedades u
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otros objetos tedricos abstractos que lo rigen, con el fin de obtener unos resultados
matematicos (Borromeo, 2006). El trabajo matematico que un sujeto lleva a cabo
depende del modelo establecido y del problema a resolver. En la elaboracion de
un simulador, la finalidad de este proceso es obtener el dibujo dinamico corres-
pondiente al modelo matematico en la interfaz del software. Por experiencia
sabemos que, para lograr este proposito, los sujetos se ven en la necesidad de
llevar a cabo dos sub-procesos del trabajo matematico que hemos denominado
analizary construir. A partir de estos sub-procesos, en el ciclo tiene lugar una fase
intermedia entre el modelo matematico y los resultados matematicos, que antecede
al propio proceso de construccion y que denominamos tarea de construccion.

Sub-proceso: Analizar

Una vez establecido el modelo matematico, los alumnos se dedican a analizar
este modelo para organizar el trabajo matematico que debe ser emprendido.
Con este andlisis se busca establecer una secuencia de construccion de los
objetos geométricos que componen al modelo matematico e identificar las con-
diciones necesarias para realizar las construcciones en el GeoGebra.

Fase intermedia: Tarea de construccién

Una tarea de construccion con GeoGebra se define como una situacion proble-
matica que tiene la finalidad de obtener un dibujo dindmico representativo de
un referente tedrico de la Geometria Euclidiana -que, a su vez, es un modelo
de algun aspecto del fenémeno-, mediante el uso de las herramientas de cons-
truccion y medida del software.

Sub-proceso: Construir

En este momento los alumnos se disponen a resolver una tarea de construccion
mediante procesos de construccion geométrica. Estos procesos, ademas de con-
cretarse mediante el uso integrado de las herramientas y funciones dinamicas
del GeoGebra, se basan en el conocimiento matematico de los sujetos involu-
crados. En particular, el conocimiento matematico se pone de manifiesto en el
desarrollo de nuevos analisis que conducen a plantear formas plausibles de
determinar los elementos faltantes del dibujo geométrico para proceder en su
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construcciéon. Es importante senalar que este proceso se emprende tantas
veces como objetos componen el modelo matematico.

RESULTADOS MATEMATICOS

En esta fase del ciclo de Blum, Leif, el sujeto obtiene unos resultados luego de
trabajar sobre su modelo matematico. Para el caso de la elaboracion de un
simulador, estos resultados se corresponden con el dibujo dinamico que responde
a la tarea de construccion (ver Figura 4).

Figura 4. Ejemplo de resultados matematicos en la elaboracién de un simulador.

METODOLOGIA
PARTICIPANTES Y CONTEXTO

En la investigacion participaron cinco estudiantes de 52 ano (16-17 anos) de
educacion media que integraban el Club GeoGebra® de una institucion educativa
oficial en la ciudad de Cabimas, Venezuela, durante el ano escolar 2014-2015.
Este Club GeoGebra constituia un ambiente de modelaciéon en los términos de
Barbosa (2001), es decir, un espacio de aprendizaje en donde se invita a los
estudiantes a participar en una actividad (la elaboracién de simuladores con
GeoGebra) relacionada con la matematizacion de situaciones del mundo real.

* Para mas informacion del Club GeoGebra, recomendamos visitar: http://www.aprenderenred.
com.ve/clubgeogebra.php.
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Para mantener el anonimato, los participantes han sido nombrados con los
seudonimos de Sara, Rebeca, Fabiola, Eduardo e Ignacio. Durante un tiempo
estos alumnos se dedicaron a resolver tareas de simulacion con GeoGebra bajo
la direccién de un estudiante para profesor de Matematica y Fisica, que cumplia
los roles de promotor de los aprendizajes e investigador en 1a realizacion de su
pasantia.> Como promotor, su funcién era guiar y reorientar los procesos de
matematizacion y trabajo matematico de los estudiantes durante la elaboracion
del simulador mientras que como investigador, este sujeto debia recabar infor-
macion sobre las experiencias de sus alumnos, analizarlas y discutirlas con otros
promotores y el tutor de la pasantia en encuentros semanales de cuatro (04)
horas de duracién, con el fin de mejorar su desempeno en los clubes.

Una descripcion mas detallada de las decisiones tomadas antes de abordar
las tareas de simulacion se puede consultar en Reinoso, Jiménez y Gutiérrez
(2015). La tarea de simulacion seleccionada para este estudio consistio en
representar ‘la cadena” que une al balancin con el piston de una maquina de
vapor tipo Newcomen (ver Figura 5). Esta tarea fue la sequnda en ser atendida,
razén por la cual su resolucion partié de la construccion previa del piston. Con-
sideramos importante hacer esta precision, ya que ambas piezas se conectan
por un extremo. La representacion de la cadena en la interfaz del GeoGebra se
traté durante una sesion de trabajo de 1 hora y 45 minutos de duracion, utili-
zando para ello la version 4.0 del GeoGebra.

1- Recipiente con agua.

2-Valvulas,

3- Spray de agua.

4- Cilindro.

5-Tanque condensador de
agua.

6- Piston.

7- Peso.

8- Balancin.

Figura 5. Maquina de Newcomen con sus partes senaladas.

> Tiempo en el cual los estudiantes para profesores planifican, gestionan y evaltian clases de
Matematica y Fisica en instituciones oficiales de educacion media, durante su ultimo periodo
académico (semestre) de la carrera.

46 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 2, AGOSTO DE 2017



Matematizacion y trabajo matematico en la elaboracion de simuladores con GeoGebra

DATOS E INSTRUMENTOS

La sesion de trabajo en cuestion fue registrada en formato de video. Este registro
revela episodios de la experiencia de simulacion en los cuales los participantes
reflexionan y discuten entre si y con el promotor, en un intento de responder a
las demandas de la tarea de representacion de la cadena en el software. Deno-
minamos episodios a cada uno de los momentos significativos en los que se
divide la sesion de trabajo, de acuerdo con los cambios en el desarrollo de la
discusion realizada en cada instante (Munoz-Catalan, Carrillo, Climent, 2010;
Powell, Francisco, Maher, 2003). Las reflexiones y discusiones de los estudiantes
y el promotor en cada episodio toman la forma de discursos orales que dan
cuenta de la manera en que estos sujetos llevan a cabo los procesos de mate-
matizacion y trabajo matematico.

Los datos de esta investigacion provienen de las trascripciones de esos epi-
sodios. En los momentos en que sea necesario, estos datos se acompanan del
protocolo de construccion asociado al dibujo dindamico de la cadena. Hemos
considerado analizar esta sesion de trabajo en particular debido a la variedad
de informacion sobre los procesos de matematizacion y trabajo matematico que
se ponen de manifiesto en la experiencia.

ANALISIS DE LOS DATOS

El analisis de los datos se llevo a cabo en tres momentos. En el primero, los
investigadores se reunieron para identificar en la grabacion de la sesion los epi-
sodios que dan cuenta del desarrollo de procesos de matematizacion y trabajo
matematico en torno a la representacion de la cadena. Para ello la atencion fue
colocada sobre esos instantes en que los estudiantes y el promotor interaccio-
naban con el modelo real de esta pieza a fin de establecer un modelo matematico,
analizaban este modelo para formular la tarea de construccion, explicaban sus
ideas en cuanto a la resolucion de esta tarea y respondian a las preguntas del
promotor, que eran hechas para coadyuvar en la construccion del dibujo dina-
mico. Luego de identificar los episodios, éstos fueron transcritos utilizando un
procesador de texto.

En el segundo momento, cada investigador por separado llevd a cabo un
analisis de las transcripciones de los episodios referidos a la matematizacion y
trabajo matematico de los estudiantes, atendiendo a los siguientes criterios: (i)
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Propdsito y contenido de las discusiones, (ii) Medio a través del cual se logra
este propdsito, (i) Desarrollo de las discusiones en cuanto a los problemas
suscitados y las soluciones encontradas, el papel del promotor y la influencia
del GeoGebra en la toma de decisiones, y (iv) Las evidencias que apoyan lo
anterior. La informacién proveniente de este analisis fue organizada en un cuadro
similar al que se muestra a continuacion (ver Cuadro 1). En este instrumento se
incluye, ademas, una descripcion de cada episodio correspondiente a los pro-
cesos de matematizacion y trabajo matematico, asi como breves comentarios de
los investigadores sobre estos episodios, a la luz de las evidencias.

Cuadro 1. Instrumento usado para organizar la informacion proveniente del analisis de los
datos.

Proposito y Descripcion del
Episodio contenido episodio Evidencias Comentarios
1
n

Fuente: Los autores.
Nota. n € N*

Por ultimo, en el tercer momento los investigadores se reunieron para esta-
blecer acuerdos en cuanto a los resultados del analisis realizado por separado
y decidir como podrian presentarse estos resultados en el proximo apartado.

RESULTADOS

Los resultados se organizan en dos apartados: en el primero se describe la forma
en que los estudiantes y el promotor llevaron a cabo el proceso de matematiza-
cion del dibujo de la cadena, mientras que en el segundo se presenta el trabajo
matematico realizado para representar tal pieza en el GeoGebra.

MATEMATIZACION

El proceso de matematizacion llevado a cabo por los participantes se desarrollo
a lo largo de dos (02) episodios que revelan la manera en que estos sujetos
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construyen una interpretacion geométrica de la forma de la cadena a partir de
sus propiedades espaciales.

Episodio 1: Identificar los objetos geométricos en el modelo

El primer episodio consistio en identificar los objetos geométricos que modelaban
la cadena. Los objetos en cuestion fueron un arco de circunferencia y un seg-
mento. La identificacion de ambos objetos se apoyd en un andlisis realizado
sobre una imagen GIF® del mecanismo en movimiento. Tras responder unas
preguntas del promotor, los estudiantes identificaron al arco de circunferencia
como el primer objeto geométrico representativo de la pieza.

Luego de identificar al arco de circunferencia, procedieron con el segmento.
La identificacion del segmento se logré a partir de un analisis geométrico reali-
zado al arco de circunferencia en movimiento. Durante el analisis, la atencion
se centrd en la longitud del arco de circunferencia y, en particular, sobre las
condiciones en las que esta longitud alcanzaba un valor maximo o minimo
cuando el mecanismo estaba en marcha. En un primer momento de esta discu-
sion, el promotor aprovech6 una intervencion de Rebeca para dirigir la atencién
de los presentes hacia la relacion de dependencia entre la longitud del arcoy de
la altura del piston, la cual se hacia evidente en la imagen animada.

Promotor (00:06:53-00:06:55): éEn qué zona de la cadena se ubica el arco?

Rebeca (00:06:56-00:06:59): Cuando el pistén llega al limite superior.

Promotor (00:07:14-00:07:38): Rebeca, has mencionado algo que puede ser importante
y que tiene que ver con la longitud del arco de circunferencia. ¢Qué le sucede a este
arco cuando el piston alcanza su maxima altura?

Rebeca (00:07:58-00:07:59): Llega hasta un limite.

En un segundo momento, la intervencion del promotor se dirigio hacia la
declaracion de las relaciones entre la longitud del arco y la altura del piston. A
través de la discusion sobre lo visto en la imagen GIF, los estudiantes se perca-
taron de que el arco de circunferencia lograba su mayor (o menor) longitud
cuando el pistén alcanzaba su mayor (o menor) altura, y viceversa. Mas aun, en

% Graphics Interchange Format La imagen se muestra en: https://eswikipedia.org/wiki/M%C3%A1qui-
na_de_Newcomen.
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esa misma discusion se llegd a concluir que el arco de circunferencia “adquiria
una forma recta” cuando el piston se localizaba en esa posicion.

Promotor (00:08:11-00:08:29): Bien. Fijense que cuando el pistén alcanza su mdxima
altura, el arco de circunferencia alcanza su mdxima longitud. Ahora bien, si el arco
tiene una maxima longitud cuando la cadena se mueve, dtendrd una minima
longitud?

Rebeca (00:08:30-00:08:35): Si, [esto pasa] cuando el piston llega al limite inferior.
Promotor (00:08:36-00:08:37): Bien, dy cémo es el arco en ese momento?

Rebeca (00:08:38-00:08:39): Estd recto.

Una vez que surgio la idea de que el arco de circunferencia adquiria una
forma recta a medida que el piston disminuia su altura, en un tercer momento
el promotor pregunto6 a los estudiantes cual objeto geomeétrico podia represen-
tar esa parte recta de la cadena. Al final, el segmento surgié en la discusion
como ese objeto geométrico que podia modelar mejor a esa parte de la cadena.
Vale resaltar que todas las conclusiones generadas hasta el momento fueron
anotadas en el pizarrén por el promotor.

Episodio 2: Elaborar un boceto de la cadena

Este episodio gird en torno al modelo real de la cadena, por tanto, se elaboro
un boceto de esta pieza sobre el cual senalar los objetos geométricos antes
identificados. Con este modelo real se buscaba valorar la importancia de su
elaboracion como un insumo que facilitaria los futuros procesos de matemati-
zacion que tuvieran lugar en la actividad. El episodio inici6 con la intervencion
del promotor, quien sugirid a los estudiantes apoyar la identificacion de los
objetos geométricos en un boceto de aquella parte del mecanismo que se esté
representando. Este boceto fue dibujado en el pizarron por el propio promotor.

Promotor (00:14:48-00:15:58): Como hemos visto, la cadena tiene una forma extrana,
porque no siempre es recta ni curva. A través de nuestro analisis pudimos concluir
que esta pieza se podia representar mediante una figura mixta, compuesta por un
segmento y un arco de circunferencia. Sin embargo, este proceso de identificacion de
objetos geométricos no es algo sencillo ni inmediato, como pudieron notar. Para hacer
mads fdcil el reconocimiento de estos objetos geométricos, les aconsejo elaborar un
boceto de la imagen GIF de su fenémeno, como si de una fotografia se tratara. Para
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este caso, el boceto de la cadena puede ser el siguiente (ver Figura 6). (Qué parte de
la cadena es curva o recta? Eso es algo que en este boceto podemos visualizar direc-
tamente, cuestion que en la imagen GIF del mecanismo no es tan sencillo de ver.

Figura 6. Modelo real de la cadena elaborado por el promotor.

Tras dibujar el modelo real en el pizarron, el promotor pidio a los estudiantes
senalar los extremos del arco de circunferencia y el segmento directamente sobre
el dibujo. Con esta ultima intervencién se dio por culminado el proceso de
matematizacion en esta sesion de trabajo.

TRABAJO MATEMATICO

Durante el desarrollo del trabajo matematico se efectuaron nuevos analisis sobre
los objetos geométricos que modelan las formas de la cadena, con el proposito
de establecer una ruta de construccion con el software. Este proceso fue desa-
rrollado a lo largo de seis (06) episodios, que se describen a continuacion.

Episodio 3: Decidir como abordar la construccion

En este episodio los participantes decidieron como abordar la construccion de
los objetos geométricos que componen el modelo matematico de la cadena
en el GeoGebra. La decision fue tomada tras un analisis global del modelo
matematico, que consistio en el reconocimiento de las condiciones geomeétricas
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fundamentales para la construccion de uno u otro objeto con el software, y su
relacion con los elementos que hayan sido dibujados en la interfaz previamente.

Este analisis global se inicié con una intervencion del promotor, quien intentd
dirigir la atencion de los alumnos hacia los extremos de la cadena y el punto
que dividia las partes rectilinea y curvilinea de esta pieza. En el momento de la
discusion Eduardo plantea la posibilidad de comenzar el trabajo matematico
por el arco de circunferencia a partir de la localizacion de sus extremos. Ante
este planteamiento, el promotor intentd persuadir a los estudiantes sobre la
conveniencia de iniciar la construccion de la cadena por el segmento, ya que
para el momento se contaba con uno de sus extremos dibujados en la interfaz
del GeoGebra.

Promotor (00:18:21-00:19:00): Particularmente, estoy notando que la cadena depende
de sus extremos y, segun el boceto que hemos dibujado, este punto parece ser aquel
que hace la division entre la parte que es recla y la parte que es curva en la cadena.
Hablemos de lo que tenemos. {Tenemos este punto [el extremo conocido del
segmento]?

Rebeca (00:19:01-00:19-02): Si lo tenemos.

Promotor (00:19:03-00:19:10): Muy bien, lo tenemos. Pero este punto no lo tenemos
v este tampoco [los extremos del arco de circunferencial].

Eduardo (00:20:12-00:20:22): ¢Y si aqui trazamos este punto y luego encontramos
un punto mds abajo, que es el punto en el cual comienza la parte recta de la
cadena?

Promotor (00:20:23-00:21:04): Puede ser[..] Pero fijense que este punto no lo tenemos,
que es el que Eduardo dice que localicemos, y este otro tampoco. Ante esto, es mds
conveniente iniciar la construccion por el punto que ya tenemos, que es este [el
extremo conocido del segmento].

Es importante aclarar que, si bien se tomo la decision de iniciar el trabajo
matematico por la construccion del segmento, los participantes no declararon
las condiciones para la representacion de este objeto en la interfaz del software,
ni se establecio la tarea de construccion correspondiente.

Episodio 4. Localizar el extremo desconocido del segmento

Conocido uno de los extremos del segmento, el siguiente episodio tratd sobre la
localizacion geométrica del otro extremo del objeto, aquel que une al segmento
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con el arco de circunferencia. Para localizar este punto los participantes llevaron
a cabo un analisis geométrico en dos momentos. Durante el primer momento
fueron identificados los lugares geomeétricos a los que pertenecia el extremo a
localizar, con base en lo observado en la imagen GIF de la cadena (ver Figura 7).

Archivo Edita Vista i Opciones t Ventana Ayuda
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Figura 7. Imagen de referencia para el analisis en el episodio 4.

Los lugares geométricos identificados fueron una circunferencia (aquella
que contiene al arco) y una recta (aquella que contiene al segmento). En la
siguiente conversacion se muestra como el promotor orienta a los estudiantes
hacia la identificacion de esos lugares geométricos:

Promotor (00:21:37-00:21:46): Sabemos que el segmento es rectilineol..] Entonces,
éen qué parte especifica se encuentra el extremo desconocido?

Sara (00:21:58-00:22:00): En la circunferencia [que contiene al arco de
circunferencial.

Rebeca (00:22:57-00:22:59): Si tiene que estar en la circunferencia.

Promotor (00:23:00-00:23:08): ¢{Cual? Recuerden que para definir una circunferencia
se necesitan su centro y radio.

Fabiola (00:23:11-00:23:16): [Esa circunferencia] tiene centro en J. No sé cudl es el
radio.

Promotor (00:23:36-00:25:01): Estd bien. Entonces el extremo estd en esa circunfe-
rencia, ¢y solamente alli? ¢No podrd estar en otra parte? [..] A ver, fijemos la atencion
en el segmento. (Qué direccion tiene este segmento en el plano?
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Sara (00:25:02-00:25:03): Vertical.

Promotor (00:25:04-00:25:37): Muy bienl..] Entonces, {donde debe estar el extremo
desconocido, sabiendo que el segmento es vertical?

Rebeca (00:25:51-00:25:52): En la recta [sefalando a aquella que contiene al
segmento].

Promotor (00:25:53-00:28:41): Correcto, ese extremo se encuentra en la recta que
contiene al segmento. Esa recta ya esta dibujada en el software[..] Ahora bien, si
este punto estd en la recta y en la circunferencia, entonces {donde estd?

Fabiola (00:28:42-00:28:43). En el punto de corte.

Una vez identificados los lugares geométricos, en el segundo momento del

analisis se inicié una discusion sobre las relaciones de posicién entre una recta
y una circunferencia en el plano, con el fin de que los alumnos reconocieran el
caso correspondiente a los lugares geomeétricos de la situacion. Tras responder
una serie de preguntas y apoyandose en dibujos hechos en el pizarron, fue
posible definir los tres casos de interseccion entre una recta y una circunferencia:
la recta es secante, tangente o exterior a la circunferencia. Mas aun, los estu-
diantes reconocieron el caso correspondiente a su situacion.

54

Promotor (00:35:10-00:35:12): Rebeca, cudntos cortes ves entre la circunferencia y
la recta que dibujo Fabiola?

Rebeca (00:35:17-00:35:18): Dos cortes.

Promotor (00:35:19-00:35:22): Muy bien. Ahora quiero que dibujes otra recta que
corte de forma diferente a la circunferencia.

Rebeca (00:35:26-00:35:31): Creo que asi [dibuja otra recta secante a la
circunferencia].

Promotor (00:35:32-00:35:40): Pero la corta en dos puntos también. éNo existe una
recta que corte a la circunferencia en mds o menos puntos?

Fabiola (00:35:41-00:35:46): Si, esta otra recta [dibuja una recta tangente a la
circunferencial.

Promotor (00:35:47-00:35:48): {Cuantos cortes hay en este caso?

Rebeca (00:35:49-00:35:50): Un corte.

Promotor (00:35:53-00:35:58): éSerd posible que una recta corte tres veces a una
circunferencia?

Fabiola (00:36:00-00:36:03): A una circunferencia, no.

Eduardo (00:36:09-00:36:20). Para mi no existe una recta que corte tres veces a una
circunferencia.
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Promotor (00:36:22-00:36:24): Entonces, écudles son los tres casos posibles?
Fabiola (00:36:25-00:36:28): Que no corte, que corte en dos y que corte en uno.
Promotor (00:36:39-00:03:41): Bien. {Cudl de los tres casos aplica en nuestra
situacion?

Rebeca (00:36:42-00:36:46): EI caso tres [el de tangencia] porque nada mds se tiene
que cortar aqui en este punto [senalando el lugar que debe ocupar el otro extremo
del segmento].

Episodio 5. Dibujar el extremo desconocido del segmento en el GeoGebra

A continuacion, en el episodio 5, los alumnos se dedicaron a dibujar el extremo
desconocido del segmento en el GeoGebra. Vale recordar que antes de proceder
en la construccion, ya se habia representado la recta que contiene al segmento en
la interfaz del GeoGebra, como se muestra en la Figura 7. A pesar del analisis
realizado en el episodio 4, con la intervencion de Eduardo se propone una
manera de dibujar el extremo desconocido que no alude a la relacion de tan-
gencia entre la recta y la circunferencia, al menos de forma explicita. El proce-
dimiento de Eduardo consistio en trazar una recta perpendicular aWpor el
punto J con la herramienta “Recta Perpendicular’ (ver Figura 8a) e intersecar
ambas rectas con la herramienta “Interseccién de Dos Objetos’, siendo el punto
de corte L el extremo desconocido del segmento (ver Figura 8b).
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Figura 8. Resultado del procedimiento de construccion de Eduardo.

Con objeto de procurar un uso eficiente de las herramientas mencionadas,
el promotor hizo énfasis en las condiciones geométricas que exige el software
para utilizar tales opciones, como se indica en la Figura 8. Una vez dibujado el
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punto L, los estudiantes procedieron a construir el segmento que representa la
parte rectilinea de la cadena mediante la herramienta “Segmento entre Dos
Puntos’, siendo Ly H sus extremos (ver Figura 8c). De esta forma se dio por
culminada la tarea de construir el segmento HL en el GeoGebra.

Episodio 6. Analizar el arco de circunferencia para su construccion

Para continuar con el trabajo matematico, en el episodio 6 los participantes
realizaron el analisis del arco de circunferencia que modela la parte curvilinea
de la cadena con el fin de caracterizar a este objeto geométrico y determinar
una manera de usar al GeoGebra en su representacion. En un primer momento
del andlisis, la discusion fue orientada hacia la definicion del arco de circunfe-
rencia, con el proposito de concientizar a los alumnos sobre el papel de la teoria
geométrica en la configuracion de una ruta de construccion posible de este
objeto con el software. La discusién se inicié con la definicion de arco dada por
Rebeca, quien consideraba este objeto como ‘la mitad de una circunferencia”.
Mediante una ilustracion en el pizarron y algunas preguntas focalizadas, el
promotor ayudo a Rebeca a refinar su definicion, como se evidencia a continua-
cion. La discusion concluye con la declaracion de las condiciones para la cons-
truccién de un arco de circunferencia con GeoGebra, por parte del promotor.

Promotor (01:03:05-01:03:24): Entonces, ¢qué es un arco de circunferencia?
Rebeca (01:03:27-01:03:28): Es como la mitad de una circunferencia.

Promotor (01:03:44-01:04:37). {Siempre es la mitad? A ver, indiscutiblemente la mitad
de una circunferencia es un arco de circunferencia, {pero siempre es la mitad?
Veamos. Este es un punto A y este es un punto B [puntos dibujados en el pizarron]
vy esto es un arco. Rebeca, deste arco es la mitad de la circunferencia?

Rebeca (01:04:38-01:04:42): No. Entonces es una parte de una circunferencia.
Promotor (01:04:53-01:05:01): Bien, es una parte, pero ésolo eso?

Eduardo (01:05:02-01:05:04): Que estd relacionada entre dos puntos.

Promotor (01:05:05-01:08:19): Bien, el arco es una porcion de circunferencia limitada
por dos puntos que son sus extremos|..] Por lo que parece, para poder dibujar un
arco de circunferencia en el GeoGebra debemos contar con sus extremos.

Una vez mencionadas las condiciones de la construccion, en un segundo
momento del analisis la discusion verso sobre las herramientas que el GeoGebra
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ofrece para dibujar arcos de circunferencia. La finalidad de esta discusion fue
identificar la opcion mas conveniente para el trazado del arco de la situacion,
teniendo en cuenta los elementos con que se contaba para hacerlo. La primera
herramienta en ser consultada fue “Arco de Circunferencia con Centro entre Dos
Puntos’, la cual requiere del centro del arco y sus extremos para ser usada. Al
respecto, Ignacio se percato de la dificultad de utilizar esta herramienta, ya que
solo se contaba con el centro del arco y uno de sus extremos (puntos Jy L,
respectivamente), asomando la necesidad de localizar el otro extremo del arco
para utilizar la herramienta debidamente.

Los participantes notaron que era aun menos conveniente utilizar la herra-
mienta “Arco de Circunferencia dados Tres de sus Puntos’, debido a que se
desconocian dos de los tres puntos requeridos por el software. Ante este pano-
rama, tomaron la decision de utilizar la primera herramienta consultada para
construir el arco de circunferencia en el GeoGebra, lo cual suponia determinar
el extremo desconocido del arco. Vale resaltar que la tarea de construccion no
fue declarada, a pesar de que fueron consideradas las condiciones para dibujar
un arco en el software y los elementos con que ya se contaban de este objeto.

Episodio 7. Localizar el extremo desconocido del arco de circunferencia

Tal como sucedio en el episodio 4 para el caso del segmento, en este nuevo
episodio los alumnos se dedicaron a localizar geométricamente el extremo des-
conocido del arco de circunferencia. La localizacion de este extremo (el punto
A) se baso en la identificacion de los lugares geométricos a los cuales pertenece
este punto. En un primer momento del andlisis, el promotor intento dirigir la
atencion de los estudiantes hacia el punto Ay su relacion de “dependencia” con
el punto H (extremo inferior del segmento). Atendiendo algunas preguntas, Rebe-
ca pudo identificar que el movimiento de A se producia cuando H se movia, lo
que ayudo al promotor a concluir que la localizacion del punto A se debia lograr
en funcion del punto H.

Promotor (01:12:29-01:12:43): Muchachos, fijense en esto. El punto A ide quién
depende? Es decir, icudl punto, al moverse, ocasiona que A se mueva?

Rebeca (01:12:47-01:12:51): A se mueve si se mueve H.

Promotor (01:12:52-01:13:08): Exacto[..] Noten en la imagen GIF como A sube a
medida que H sube, y a medida que H baja, A también baja. Por tanto, debemos
hacer depender el punto A de H, debemos lograr que A se mueva cuando H lo haga.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 2, AGOSTO DE 2017 57



Rafael E. Gutiérrez A. » Juan Luis Prieto G. * José Ortiz Buitrago

Luego de identificar la dependencia del movimiento de A con respecto a H,
en un segundo momento del andlisis Eduardo ide6 una forma de localizar el
extremo A a través de la construccion de un angulo inscrito a la circunferencia
que contiene al arco. En su intervencion Eduardo dibuj6 una circunferencia en
el pizarron y senalo al centro J como el vértice del angulo y a los puntos Ly A
como los laterales (ver Figura 9).
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Figura 9. Dibujo realizado por Eduardo en el pizarron.

El promotor aprob¢ la idea de Eduardo, sin embargo este hizo notar que no
era conveniente considerar a L como uno de los laterales, sino mas bien al punto
H, debido a la relacion que se debia establecer entre Hy A

Eduardo (01:17:30-01:17:53): Se me estaba ocurriendo trazar estos dos puntos [dibuja
el radio JL] y hallar este punto aqui [dibuja el radio JA].

Ignacio (01:17:54-01:17:55): Esa figura es un dngulo.

Promotor (01:17:56—01:19:53): Si es un dngulo. La idea de dngulo me gusta, es
posible[..] Pero fijense, no perdamos de vista que debemos hacer que A se mueva
en funcion de H. éL se mueve?

Rebeca (01:19:55—01:19:56): No.

Promotor (01:19:57-01:20:42): Exacto, L no se mueve. Si trazamos el dngulo ZLIA,
este no se moverd. Vinculen este dngulo con el punto H. Si centramos la atencion
en este dngulo [£HIA], {qué pueden notar?

Ignacio (01:20:43-01:20:45): Alli estd la relacion [entre Ay H].

En un tercer momento del andlisis, el promotor inicié6 una discusién sobre
los elementos de un angulo, con la finalidad de que los alumnos reconocieran
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aquellos elementos del angulo £HJA (sugerido por Eduardo) que previamente
fueron dibujados en la interfaz, e idearan alguna manera de representar los
elementos faltantes para proceder con la construccion de esta figura. A través
de un dibujo en el pizarron, el promotor ilustro los elementos de un angulo y
aprovecho la ocasion para compartir una definicion de este objeto geométrico
con los presentes. De esta discusion se concluyd que el extremo A venia dado
pog)l punto de corte entre la circunferencia que contiene al arco y la semirrec-
ta JA uno de los lados del angulo ZHJA. En consecuencia, se trazo la semirrecta
Wse determind el punto A y se construyé el arco.

Promotor (01:23:49-01:24:35): éCudl es el vértice del dngulo que vamos a construir?
éLo tenemos dibujado en el software?

Eduardo (01:24:36-01:24:38): El vértice es J y si lo tenemos dibujado.

Promotor (01:24:40-01:24:42): Muy bien. {Cudles son los laterales? élos tenemos
dibujados?

Eduardo (01:24:43-01:24:45): H y A, pero solo tenemos a H.

Promotor (01:24:47-01:25:06): Perfecto. Entonces si tenemos a J y H, podemos trazar
el lado WEI lado Wno lo podemos trazar. Pero, si se dan cuenta, A es un punto
de corte. (Pueden reconocer cudles son los objetos geométricos que, al cortarse,
generan a A?

Eduardo (01:25:07-01:25:08): La circunferencia [que contiene al arco] y la recta.
Rebeca (01:25:09-01:25:11): No, con la semirrecta JA.

Episodio 8. Dibujar el extremo A del arco de circunferencia

En el ultimo episodio, el interés se centrd en el proceso de construccion del arco
de circunferencia con el GeoGebra, siguiendo la ruta establecida del episo-
dio anterior. Para ello, los participantes idﬁentiﬂcaron a la rotacion como un
objeto geomeétrico propicio para obtener a JA a partir del movimiento de JH con
respecto a Jy dada una amplitud estimada.

Promotor (01:26:03-00:26:19): {Como podemos obtener la semirrecta JA a partir de JH?
Rebeca (01:26:27-01:26:29): A través de una traslacion.

Ignacio (01:26:47-01:26:49): No, a través de una rolacion.

Promotor (01:26:50-01:27:01): Exacto. Fijense que si rotar@)s a JH con respea‘o_a>
una cierta amplitud estimada, obtendremos la semirrecta JA. Una vez dibujada JA,
la podremos intersecar con la circunferencia y asi obtendremos el punto A.
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Ante la propuesta de Ignacio de rotar la semirrecta Jﬁ)para obtener a ﬂ)
Eduardo se mostré contrariado ya que él no encontraba sentido al hecho de
rotar a H, dado que este punto no estaba sobre la circunferencia como si lo
estaba A. Ante esta situacion, el promotor sugirio a los estudiantes intersecar a
JH con la circunferencia que contiene al arco, para que visualizaran al punto de
corte en la circunferencia y, de este modo, dotar de sentido a la rotacion.

Eduardo (01:27:07-01:27:19): £l problema es que al rotar a JH el punto H no quedard
sobre la circunferencia, entonces no servird porque A si estd sobre la circunferencia.
Promotor (01:29:25-01:29:49): Es cierto. ¢Qué tal si hallamos este punto? Por definicion
de rotacion, este punto siempre permanecerd en la misma circunferencia al ser
rotado. éLes parece bien si lo hacemos asi?

Eduardo (01:29:50-01:29:52): Si, hagdmoslo asi.

De esta forma, se trazé la semirrecta JH con la herramienta “Semirrecta que
pasa por Dos Puntos” y se intersecd con la circunferencia que contiene al arco,
obteniendo el punto M (ver Figura 10a). Una vez obtenido este punto, se le
roto con respecto a J una amplitud estimada de o0 = 62° en sentido contra-horario,
con la herramienta “Rota Objeto en Torno a un Punto, el Angulo indicado’, obte-
niendo asi al punto M’ (ver Figura 10b). Obtenido el otro extremo del arco, este
se traz6 con la opcion “Arco de circunferencia con Centro entre Dos Puntos”
(ver Figura 10c), dando por finalizada la tarea de representar la cadena en
el GeoGebra.

Archivo Edlta Vista Apariencias Opclones Herramientas Vental Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Hemamientas Venlal

D3 [53  ¥ =) (o) (] 4 2 Y (53 2 ¥ 5 [0 (57 PA B
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a) b) c)

Figura 10. Dibujo dindmico obtenido tras el trabajo matematico.
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta investigacion hemos analizado, desde una perspectiva cognitiva de la
modelacion, los procesos de matematizacion y trabajo matematico llevados
a cabo por un grupo de estudiantes de educacion media que resolvieron una
tarea de simulacion con GeoGebra. Esta tarea consistio en representar la cadena
que une al balancin con el pistén de una maquina de vapor tipo Newcomen.
El analisis de estos procesos cognitivos nos permitio identificar ocho (08) episo-
dios que revelan como los participantes generaron un modelo matematico Util
para representar la cadena en el GeoGebra y construyeron el dibujo dinamico
asociado a este modelo.

En lo que respecta a la matematizacion, destaca la posibilidad que tuvieron
los alumnos de traducir la realidad en términos geométricos, a pesar de haber
usado una imagen de referencia (imagen GIF) de la cadena que no era un
boceto como tal. Pese a ello, el movimiento de la cadena en la imagen GIF
dificulté la identificacion de las formas geométricas asociadas a la pieza, lo cual
conllevo a elaborar un boceto en el pizarrén, que se utilizd en los analisis
geomeétricos posteriores. Consideramos importante lo anterior ya que, entre otras
cosas, el modelo real elaborado por un sujeto da cuenta de su comprension de
ese aspecto de la realidad que trata de ser modelado, como lo senala Borromeo
(2006) en una investigacion con estudiantes de secundaria (15-16 afnos). A través
de esta investigacion podriamos concluir que la matematizacion, en determinadas
experiencias de elaboracion de simuladores con GeoGebra, puede apoyarse al
mismo tiempo en imagenes dinamicas (GIF) y estaticas (boceto) de la pieza que
se simula, las cuales facilitan tanto la visualizacion de las formas y movimientos
caracteristicos del objeto, como la identificacion de figuras geométricas que
permitan modelarles. En su conjunto, estas imagenes constituyen el modelo real
de la situacion y el requisito para la construccion de un modelo matematico.

En cuanto al trabajo matematico, vale resaltar que algunos episodios revelan
como este proceso fue influenciado tanto por los conceptos geométricos emer-
gentes durante la discusion (p. e, las relaciones de posicion de objetos geomé-
tricos en el plano, las nociones de angulo y arco de circunferencia), como por
las condiciones para utilizar las herramientas de construccion del GeoGebra
en determinados momentos. Por ejemplo, el episodio 6 es evidencia de que el
analisis sobre el arco de circunferencia se fundamentd no solo en el conocimiento
matematico de los participantes, sino también en los requisitos impuestos por
el GeoGebra para utilizar las distintas herramientas de trazado de arcos en su
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interfaz grafica. Esta tendencia a utilizar las herramientas tecnolégicas disponibles
al momento de trabajar matematicamente es una evidencia de la capacidad de
los alumnos para adaptar las herramientas del GeoGebra a la situaciéon de simu-
lacion en la escena. Estos resultados coinciden con una investigacion de Daher,
Shahbari (2015), en la cual la hoja de célculo es usada como una herramienta
flexible para modelar una situacién real por la mayoria de los estudiantes para
profesores que participaron en el estudio. En los términos de Borba, Villarreal
(2005), estos hallazgos se corresponden con una forma de trabajo matematico
propio de la simulacion, que es el resultado de una nueva relacion de los par-
ticipantes con la teoria geométrica y el GeoGebra.

Para finalizar, los resultados obtenidos en esta investigacion nos llevan a
hacer mencion de tres (03) aspectos que incidieron en el desarrollo de los pro-
cesos de matematizacion y trabajo matematico de los participantes.

EL TIPO DE MODELO MATEMATICO

La emergencia de diferentes tipos de modelos matematicos en las experiencias
de elaborar un simulador con GeoGebra y la manera en que se generan son
aspectos que vale la pena destacar. Por un lado, a diferencia de lo ocurrido en
otras experiencias que hemos tenido, el modelo matematico construido por los
participantes de esta investigacion vino dado por la composicion de dos objetos
geomeétricos. Este modelo matematico puede entenderse como un modelo com-
puesto por el hecho de estar constituido, al menos, por dos objetos geométricos.
En otras ocasiones han surgido modelos matematicos a partir de un solo objeto
geomeétrico, los cuales hemos denominado modelo Unico o singular.

Por otro lado, los resultados del episodio 1 permiten notar que la produccién
del modelo matematico compuesto se apoya en un tipo de analisis basado en
las relaciones entre el fenémeno simulado (la realidad) y la matematica necesaria
para su representacion. En la sesion, 1a construccion del segmento fue condi-
cionada tanto por las caracteristicas del arco de circunferencia como por las
relaciones espaciales entre la longitud de la cadena y el movimiento del piston,
variables que fueron identificadas y analizadas sobre la imagen GIF del meca-
nismo. Estas evidencias nos hacen pensar que el tipo de modelo que emerge
en una experiencia de elaboracion de simuladores y su relacion con el fenémeno
representado influye en las decisiones y acciones de los participantes al momento
de matematizar y trabajar matematicamente. A pesar de nuestros resultados,
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consideramos necesario realizar estudios centrados en los tipos de modelos
matematicos que surgen al elaborar un simulador con GeoGebra, buscando con
ello mejorar la gestion de los procesos de matematizacion y trabajo matematico
en la actividad.

LOS NIVELES DE ANALISIS EN EL TRABAIO MATEMATICO

El abordaje del trabajo matematico dio cuenta de dos formas de andlisis geomé-
trico con diferentes niveles. El primero de ellos es un andlisis global que consiste
en decidir como abordar la construccién de los objetos geométricos que com-
ponen el modelo matematico de la actividad, derivando en una serie de pasos
de construccion. En ocasiones esta decision se fundamenta en el hecho de contar
con algun elemento caracteristico de objetos que previamente hayan sido dibu-
jados en la interfaz del GeoGebra, como se evidencia en los resultados del
episodio 3. Ademas, en este andlisis se busca reconocer las condiciones para
construir determinado objeto geométrico en el software e identificar los elementos
con que se cuentan para proceder en su construccion. El sequndo nivel de
analisis es el local, dirigido a establecer las formas de utilizar las herramientas
del GeoGebra para concretar cada paso de la construccion de un objeto geomé-
trico, derivado del analisis global. Vale resaltar que el analisis local gira en torno
a las relaciones y propiedades geometricas de los objetos, tal como se evidencia
en los resultados de los episodios 4 y 7. En ambos tipos de analisis el GeoGebra
cumplié un papel de mediador entre el conocimiento matematico del objeto
construido y su representacion, dando lugar a reinterpretaciones de los concep-
tos matematicos puestos en escena durante la simulacion (Santos-Trigo, More-
no-Armella, 2016).

EL ROL DEL PROMOTOR

Los resultados de esta investigacion dan cuenta de la influencia de las acciones
del promotor sobre la resolucion de la tarea de simulacion con GeoGebra. Esta
influencia puede ser descrita seguin los propositos del promotor. En primer lugar,
este sujeto buscod permanentemente centrar la atencion de los estudiantes en
ciertos aspectos de interés. Por ejemplo, en el episodio 1 el promotor procurd
que los estudiantes prestaran atencion a la forma de la cadena como un primer
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paso para generar un modelo matematico. Asimismo, el episodio 4 da cuenta
de algunas preguntas clave realizadas por el promotor, con la intencion de que
los alumnos se percataran de que el extremo desconocido del segmento se
encontraba en dos lugares geométricos.

En segundo lugar, el promotor se dedicd a convencer a los estudiantes de
cambiar de parecer cuando sus planteamientos eran incorrectos o inadecua-
dos, con base en razones debidamente justificadas. Por ejemplo, el episodio 3
muestra como el promotor, basandose en las razones expuestas en la escena,
convencio a Eduardo y al resto de los participantes de iniciar el trabajo mate-
matico por la construccion del segmento, aun cuando Eduardo propuso empezar
la construccion por el arco de circunferencia. Otra muestra de esto se tiene en
el episodio 7, en el momento en que Eduardo propone localizar el extremo
desconocido del arco de circunferencia mediante la construccion del angulo
ZLJA. Si bien la idea fue plausible, el promotor hizo ver a este alumno que era
conveniente considerar a H como lateral de ese angulo, en lugar de L.

Por ultimo, el promotor se encargd de propiciar momentos para discutir las
ideas matemdticas que emergian durante el proceso de simulacion, con el fin
de mejorar la comprension de los estudiantes sobre estos contenidos. Retomando
el ejemplo del episodio 4, se resalta la actuacion del promotor al discutir con los
alumnos los posibles casos de interseccion entre una recta y un arco de circun-
ferencia situados en un mismo plano. Asimismo, se destaca la conceptualizacion
de las nociones geométricas de recta tangente, recta secante y recta exterior a
una circunferencia, la cual tuvo implicaciones en el desarrollo del trabajo mate-
matico de la sesion.

Una critica hacia la actuaciéon del promotor en ciertos momentos de la sesion
se refiere al hecho de imponer restricciones a la exploracion de los dibujos
dinamicos durante la experiencia, como ocurrié en el episodio 3, cuando Eduardo
no tuvo oportunidad de percatarse por si mismo de que su propuesta no era la
mas adecuada para proceder en la construccion del segmento. Al respecto, la falta
de experiencias y reflexiones sobre el uso del software de geometria dinamica
durante la formacioén inicial del promotor justifica el desconocimiento del caracter
experimental de la matematica en estos entornos, lo cual resulta dificil de superar
durante el ultimo semestre. Esto significa que los programas de formacion inicial
de profesores de matematica deben hacer explicitos los conflictos entre las nuevas
practicas matematicas y didacticas en los entornos dinamicos, y las practicas habi-
tuales de los estudiantes para profesores, de manera que estos sujetos tengan
la oportunidad de trascender estos conflictos (Acosta, 2010).
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Los resultados de esta investigacion constituyen los primeros aportes a nuestra
comprension de las relaciones entre la actividad de simulacion con GeoGebra,
la modelacion matematica y el aprendizaje de los estudiantes que integran un
Club GeoGebra. No obstante, es necesario ampliar estos estudios en aquellos
casos en los cuales se cuente con alumnos que hayan resuelto una mayor
cantidad de tareas de simulaciéon y construccién, analizando aspectos como la
autonomia de los sujetos al momento de matematizar un modelo real previa-
mente elaborado por ellos y trabajar matematicamente con el GeoGebra sobre
el modelo matematico en cuestion, ya sea a través de un modelo Unico o com-
puesto, y las habilidades profesionales del promotor que se ponen en juego.
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