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Se cambian fichas por estampas
Un estudio didactico sobre la nocion de razon “multiplo” y
su vinculaciéon con la multiplicacion de nimeros naturales!

David Block

A la memoria de Guillermina Waldegg

Resumen: Se fundamenta una secuencia didactica para el aprendizaje de ciertos
aspectos de la nocion de razon vy se presentan los resultados de su aplicacion en
un grupo de tercer grado de escuela primaria. Se argumenta el interés de vincu-
lar el estudio de la multiplicacion de numeros naturales con el de las razones y se
analizan algunos aspectos de la relacion entre el “operador funcion” y la nociéon
de razén constante.

Palabras clave: Ensefianza de las matematicas en la escuela primaria; razon,
multiplicacion.

Résumé: On justifie une sequence de situations didactiques pour 'apprentissage
de certains aspects de la notion de rapport et on présente les résultats de son
application dans une classe d’école primaire (CE). On arsumente l'enrichissement
que subi I'étude de la multiplication lorsqu’on considére au méme temps l'étude
des rapports. Finalement, on dégage quelques éléments relatifs aux liens que l'o-
pérateur multiplicatif fonctionnel entretient avec la notion de rapport constant.

Mots clés: Enseigsnement des mathématiques a l'école primaire. Rapport; mul-
tiplication.

Abstract: A didactical sequence for the learning of some aspects of the ratio notion
is justified and the results of its application in a third grade class of elementary
school are presented. The benefits of relating the study of multiplication of natural
numbers with the study of ratio are emphasized. Finally, some elements for the analy-
sis of the links between constant ratio and multiplicative operator are proposed.

Keywords: Mathematical Education in the primary school; ratio; multiplication.

Fecha de recepcion: 5 de mayo de 2006.
' Agradezco a Patricia Martinez, Margarita Ramirez, Laura Resendiz y los arbitros por sus
valiosos comentarios a la version preliminar de este articulo.
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INTRODUCCION

La nocion de razén geomeétrica —que en lo sucesivo llamaré simplemente razon-
se define con frecuencia en los manuales escolares como un cociente o como
una fraccion. Se dice, por ejemplo, “la razon 2 a 3 es igual a 2/3 0 a 0.66". Ca-
be preguntar équé aporta esta nocién a los conceptos de fraccion y cociente?
¢Por qué usar otro término, el de razon, cuando ya tenemos otros que aparente-
mente expresan lo mismo? La siguiente reflexion de Freudenthal (1983) sugiere
una respuesta:

El significado de la razon aparece cuando se habla de la igualdad (y la desi-
sualdad) de razones, sin conocer su tamario, cuando se dice, con sentido, “a
es a b como ces ad’, sin anticipar que “a es a b” puede reducirse a un nu-
mero o a un valor de magnitud a/b.. La razon es una relacion de equivalen-
cia en el conjunto de parejas ordenadas (o de valores de magnitud).. Los co-
cientes v las fracciones constituyen formas de reducir esta complejidad, de
bajar su estatuto logico, a costa de la lucidez?

Es decir, cuando la razén se expresa como una relacion entre dos cantidades
(2 es a 3) en el momento anterior a definirse con un solo numero (2/3), es, so-
bre todo, cuando constituye un objeto distinto del cociente, del “ntimero de ve-
ces” o de la fraccion y cuando, como veremos, presenta un interés particular des-
de el punto de vista del aprendizaje.’

El funcionamiento de la razon, en cuanto relacion entre dos cantidades atin
no definida como un solo niimero, ha sido objeto de estudio desde dos perspec-
tivas: la del desarrollo del pensamiento proporcional (e.g, Noelting, 1980a vy
1980b; Karplus, Pulos vy Stage, 1983), v la del papel que desempefia en la cons-
truccion de otras nociones de matematicas. Los trabajos de Brousseau (1998)
sobre una génesis escolar de los nimeros decimales vy los estudios de Vergnaud
(1988) sobre el campo conceptual de las estructuras multiplicativas constituyen
ejemplos, de distinta naturaleza, de esta ultima perspectiva.

El estudio que presentaré en este articulo se deriva de una investisacion que se
ubica también en la segunda perspectiva (Block, 2001, 2003, en prensa). Dicha

? La traduccion es mia.

3 En su tesis doctoral, Bosch (1994) plantea la pregunta anterior y analiza los capitulos
de “Razones y proporciones” de los manuales escolares de aritmética del siglo Xix v princi-
pios del xx en busca de respuestas. “Pongamos la palabra funcion ahi donde dice razon”, dice,
para mostrar los posibles sentidos de la nocion de razon.
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investigacion consto de varias fases: 1) un andlisis sobre la presencia, explicita e
implicita, de la nocion de razon en las matematicas del curriculo de la primaria;
2) un estudio de los conocimientos sobre la nocion de razon que 13 alumnos
de cuarto a sexto grados de primaria pusieron en juego durante la resolucion de
un conjunto de problemas que les plante¢ en entrevistas individuales; 3) el dise-
fo de varias secuencias de situaciones didacticas sobre distintos aspectos de la
razon, dirigidas a alumnos de tercero a sexto grados y basadas en los analisis an-
teriores, v finalmente 4) el andlisis de la aplicacion de algunas de estas secuen-
cias en distintos grados escolares. Estas cuatro fases se derivan de un acerca-
miento metodolodgico al estudio de los procesos de ensenanza y aprendizaje de una
nocion que se conoce como “ingenierfa didactica” (Artisue, 1995; Ramirez, 2003)."

En este articulo me centraré en la secuencia didactica “Se cambian fichas por
estampas’, en la cual se abordan las razones “multiplo”, esto es, razones que son
equivalentes a “ntimeros de veces” enteros, por ejemplo, “6 a 3" o “el doble”. In-
tentaré mostrar el interés y la posibilidad de abordar problemas que implican un
trabajo en el nivel de las razones, desde tercero o cuarto grados de la escuela
primaria, cuando los alumnos estan estudiando la multiplicacion y la division con
numeros naturales.

En el primer apartado del articulo, titulado “La problematica”, presentaré al-
gunos elementos teoricos sobre la nocion de razén multiplo y sus vinculos con
la nocion de multiplicacion de niimeros naturales. En el segundo, presentaré el
diseno de la secuencia de situaciones “Se cambian fichas por estampas” y su jus-
tificacion. En el tercer apartado, informaré los resultados de la aplicacion de la
secuencia con un grupo escolar de tercer grado. Estos resultados se basan en un
analisis de los procedimientos de los alumnos observados a lo largo de la secuen-
cia, su relacion con las condiciones creadas intencionalmente a través de las si-
tuaciones vy la inferencia de posibles aprendizajes. Cabe advertir que la secuen-
cia didactica fue de corta duracion (cinco sesiones de clase de aproximadamente
una hora, a lo largo de dos meses)” por lo que solamente es posible dar cuenta
de aprendizajes que se manifiestan en el corto plazo y conjeturar, valorando las

* Algunas caracteristicas de esta metodologia son: la realizacion en el aula del proceso de
ensenanza que se quiere estudiar; el desarrollo de estudios preliminares amplios que justifi-
can las opciones que se toman en el diserio de las situaciones; los anélisis previos de cada si-
tuacion en los que se hacen explicitas sus caracteristicas didacticas y los efectos que se esperan
de éstas v, finalmente, la validacion interna de los resultados, esto es, la validacion mediante
la confrontacion de las hipotesis emanadas de los analisis previos con los datos recogidos du-
rante la experiencia.

> En el anexo se presenta la secuencia de situaciones aplicadas.
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condiciones particulares, la posibilidad de que otros aprendizajes se manifiesten
mas adelante.

Por ultimo, en las conclusiones sintetizaré y comentaré algunos de los resul-
tados.

LA PROBLEMATICA

A continuacion destacaré algunas caracteristicas de las nociones de multiplica-
cion de numeros naturales y de razon, asi como de sus vinculos.

DESDE LA MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

La multiplicacion se suele introducir en segundo vy tercer grado de la escuela pri-
maria (alumnos de alrededor de 8 0 9 afios) como una operacion equivalente a
la suma repetida, a partir de situaciones sencillas de proporcionalidad. A partir
de problemas como una caja tiene 5 canicas, ccudantas canicas hay en 3 cajas?,
los alumnos aprenden a establecer la equivalencia entre la suma 5 canicas + 5
canicas + 5 canicas y la multiplicacion 3 veces 5 canicas.’

Vergnaud llama a esta clase de problemas “de isomorfismo de medidas™ e
identifica en ellos dos tipos de relaciones multiplicativas, a las que denomina
operador escalar y operador funcion (véase el cuadro 1).

La decision de utilizar el operador funcion o el operador escalar para resol-
ver un problema de este tipo, sobre todo cuando no se da el valor unitario (por
ejemplo, en 2 cajas hay 10 canicas, ¢cuantas canicas hay en 3 cajas?), puede de-
pender del tipo de ntimeros y de relaciones en juego (Vergnaud, 1988; Kuche-
mann, 1989). Por ejemplo, una relacion no entera, como “2 cajas a 3 cajas’, se-
guramente disuade la utilizacion del operador escalar 3/2.

6 No obstante, debe tenerse en cuenta, como sefiala Ramirez (2003), que “la pertinencia
de una experiencia didactica no se valora tinicamente a través de los aciertos visibles de los
alumnos al realizar determinada tarea, sino también por la calidad de las confrontaciones
entre sus conocimientos previos v el medio con el que interactian y por las maneras en las
que los nifios, en la interaccion, logran construir formulaciones explicitas de determinadas
ideas, aunque éstas sean todavia precarias o formalmente incorrectas”.

7 Segtin Steeffe (1988), este paso no es trivial, supone concebir los grupos que se iteran
(5 canicas) como nuevas unidades compuestas.

8 Para distinguirla de otras clases, en particular, del producto de medidas.
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Cuadro 1
X 5 canicas/caja <«————— Operador funcion
Numero Numero
de cajas de canicas
1 5
Operador escalar —» X 3 3 15

No obstante, se ha documentado que, en igualdad de circunstancias, los
aprendices suelen usar mas los operadores escalares que el operador funcion
(e.g. Soto, 1995; Hart, 1988).2 Alsunos factores que podrian explicar el mayor ni-
vel de dificultad conceptual del operador funcion son: a) el operador que se des-
prende de la suma repetida con la que los alumnos identifican la multiplicacion
es el escalar (retomando el ejemplo anterior, pasan de la expresion “5 canicas + 5
canicas + 5 canicas” a la expresion “3 veces 5 canicas” y no a “5 veces 3 cajas’);
b) cuando las magnitudes son distintas, como en el ejemplo de cajas y canicas,
el operador funcion conlleva un cambio de magnitud, por lo cual tiene dimen-
sion (en el ejemplo es “5 canicas por caja” y no simplemente “5 veces”).1?

Pero, cuando se ponen en juego mas de dos parejas de datos, es cuando surge
la diferencia mas importante entre ambos tipos de operadores: el operador funcién
pone de manifiesto su caracter de constante (“X5 canicas/caja’, en el ejemplo),
mientras que los operadores escalares cambian con cada par de valores (de 3 a
4 es X4/3, de 3 a 6 es X2, etcétera).

Cuadro 2
X 5 canicas/caja
Numero de cajas Namero de canicas
3 15
4 20
5 25
6 30

2 En la literatura sobre el tema, a veces se confunden la nocion de “valor unitario” y la de
“operador funcion” (la primera se ve como el significado de la segunda). Sin embargo, desde
la perspectiva de mi trabajo, es necesario distinguir la idea de “valor unitario”, entendido como
una relacion entre dos cantidades 1 — a de la idea de operador multiplicativo a, que inter-
preto como un factor constante.

10 Cuando las magnitudes que se relacionan son de la misma naturaleza, por ejemplo
longitudes en una situacion de escala o dinero en una situacion de impuestos, resulta que el
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La identificacion y el uso de esta constante (X5 canicas/caja) podria suponer
una complejidad conceptual mayor que la que esta implicita en el uso de los es-
calares, como parece manifestarlo el hecho de que los nifios, y también los adul-
tos no escolarizados, suelan no utilizar el operador funcién en sus calculos, aun
en los casos en que éste implicaria calculos mas simples que los requeridos al
usar los operadores escalares (Soto, 1995).

El aprendizaje de la nocion de multiplicacion por un niimero natural a lo lar-
o0 de la educacion basica, visto en el marco amplio de las relaciones de propor-
cionalidad, supone entonces aprender a identificar, y a usar, los dos tipos de ope-
radores.

A continuacion veremos como estos operadores entran en juego desde la
perspectiva mas amplia de las situaciones de la nocion de razon.

DESDE EL DESARROLLO DE LA NOCION DE RAZON

Trabajar con razones implica, en primer lugar, pasar del estudio de las cantida-
des al estudio de las relaciones entre las cantidades. Este hecho explica, en bue-
na medida, la complejidad inherente al trabajo con razones y también da cuenta
de su importancia. Una de las metas de la ensefianza de las matematicas en la
educacion bésica, tanto en nuestro pais como en otros, es que los alumnos sean
capaces de coordinar dos variables para dar cuenta de la relacion entre ellas, dis-
tinguir relaciones multiplicativas de las aditivas v poner en juego herramientas
aritméticas adecuadas para manejar las relaciones.

La nocion de razén se pone en juego, principalmente, en situaciones en las
que hay cantidades que varian e interesa que la razon entre ellas se conserve, asi
como también en las situaciones en las que se compara el tamano de dos o més
razones distintas.!!

Al primer tipo de situacion, cantidades variables con razon constante, corres-
ponden los problemas de proporcionalidad en los que se busca un valor faltante,

operador “funcion”, al igual que el llamado “escalar”, no tiene dimension, es también un “ntimero
de veces”.

! Cierto nivel de manejo implicito de la nocién de razon subyace en diversas nociones
matematicas que los alumnos desarrollan desde temprana edad en la escuela y fuera de ella.
Esto puede verse, por ejemplo, en la capacidad que los niflos manifiestan precozmente de
reconocer un dibujo que esta “desproporcionado” o en los inicios de la construccion de la nocion
de medida -recordemos que una medida es la razon que guarda una magnitud con respecto
a otra de su misma especie, llamada unidad.

10 EDUCACION MATEMATICA, vol. 18, num. 2, agosto de 2006
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como los que vimos anteriormente: la resolucion del problema 3 cajas, 15 canicas,
6 cajas ¢cuanto?, supone comprender la idea de que, aun cuando las cantidades
de cajas v de canicas varien, la razon “x canicas por caja” es constante, asi como
la idea de que la razon entre las dos cantidades de cajas debe ser la misma que
entre las cantidades de canicas correspondientes (a dos veces mas cajas corres-
ponden dos veces mas canicas). Sin embargo, en este tipo de problemas la nocion
de razon suele permanecer implicita, excepto en los casos de error.'? La igualdad
de las razones, por su parte, se da por sentada, no se problematiza.

Un conocido ejemplo del segundo tipo de situaciones, la comparacion de ra-
zones, es el siguiente: se preparan dos naranjadas Ay B con las cantidades de
agua y de jugo que se indican a continuacion, écudl sabe mas a naranja?

Naranjada A Naranjada B
Agua ‘ Jugo Agua ‘ Jugo
1 vaso ‘ 2 vasos 2 vasos ‘ 3 vasos

En este caso, no se presupone que las razones sean iguales, como en el an-
terior. La razon es el objeto mismo de la pregunta mediante la propiedad de la
“‘intensidad del sabor a naranja” la naranjada con més sabor no es ni la que se
prepara con mas vasos de jugo, ni la que se prepara con menos vasos de agua,
sino la que lleva méas vasos de jugo en relacion con los de agua. Esta situacion
fue elegida por Noelting (1980a, 1980b) para llevar a cabo un amplio estudio so-
bre el desarrollo del pensamiento proporcional.!?

La situacion didactica que disefié para el estudio que aqui informo es una si-
tuacion de comparacion de razones. Para mostrar como entran en juego las ra-
zones en la resolucion de los problemas de comparacion, retomaré el analisis
que Noelting realizd sobre su experiencia. Enseguida, precisaré la relacion que
suardan las razones con los operadores multiplicativos de los que hablé antes.

2 No es infrecuente que, cuando estas razones no son multiplo, por ejemplo de 3 cajas a
5 cajas, ante la dificultad de concebir un operador escalar que no es entero, alumnos de pri-
maria v de secundaria regresen a una estrategia aditiva.

1% Después de Noelting, otros autores han utilizado también este tipo de situacion para
fines similares, por ejemplo, Karplus, Pulos y Stage, 1983.
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Las razones internas, las razones externas y el concepto de proporcion

Retomando el ejemplo anterior, para decidir cual naranjada, A (1a, 2j) o B (2q,
3j), sabe mas a naranja, pueden considerarse las razones “agua-jugo” en cada na-
ranjada: la A tiene el doble de jugo que de agua mientras que la B tiene menos
de lo doble, por lo tanto la A sabe mas a naranja. Llamaré razones externas a
estas relaciones.'

Otro procedimiento consiste en comparar la razon interna' entre las dos
cantidades de agua con la razon interna entre las dos de jugo: la naranjada B
tiene el doble de agua que la naranjada A y tiene menos del doble de jugo que
A por lo tanto, B sabe menos a naranja.

Un procedimiento mas para comparar, el cual también se basa en el uso de
las razones internas, consiste en generar una o mas parejas de cantidades equi-
valentes a las dadas para igualar un término, por ejemplo:

Rglaaones Naranjada A Naranjada B Relaciones
internas externas
Agua Jugo Agua ‘ Jugo

1 vaso 2vasos - 2 vasos ‘ 3 vasos
: X2
L 2 Vasos 4 vasos -+
A
,T‘ ]

La nueva pareja (2a, 4j) se compara facilmente con la pareja (2a, 3j), pues en
las dos existe la misma cantidad de agua. La nueva pareja se generd duplicando
los dos términos de la pareja original (1, 2j), poniendo en juego, implicitamen-
te, la propiedad seguin la cual, si se conservan las razones internas, la razon ex-
terna permanece constante (las razones externas son equivalentes), es decir, se
obtienen naranjadas del mismo sabor.

En su estudio, Noelting destaca que cada una de las dos relaciones en jue-

" Noelting llama a estas razones within (intra), porque se establecen entre los dos com-
ponentes, agua v jugo, de una misma naranjada. En la literatura sobre el tema, se mencionan
también como “razones externas’, ya que se establecen entre dos magnitudes distintas, en este
caso, agua y jugo. Yo utilizo esta tltima nomenclatura (externa, interna), porque la consideré
mejor adaptada a la diversidad de razones que estudié.

15 En el trabajo de Noelting, estas razones reciben el nombre de between (inter), pues se
establecen entre dos “estados” de un mismo tipo de magnitud.
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g0, externa e interna, implican un proceso cognitivo distinto: las razones internas
conllevan una asimilacion de elementos similares, en cuanto incrementos o de-
crementos de un mismo elemento. Las razones externas implican una relacion
entre diferentes elementos con la construccion de un nuevo concepto (la inten-
sidad del sabor a naranja). Una aportacion de este trabajo fue mostrar que el
concepto de proporcion se construye a partir de la integracion de ambos tipos
de razon.

Las razones y los operadores

Cabe observar que los ntimeros pueden pasar con mucha facilidad y de manera
casi imperceptible del papel de razones al de operadores multiplicativos: “lo do-
ble”, por ejemplo, a la vez que expresa la razon entre un vaso de agua y dos de
jugo de la naranjada A, es un operador que se puede aplicar a distintas cantida-
des de agua para obtener las cantidades correspondientes de jugo, dando nuevas
cantidades de naranjada con el mismo sabor que la naranjada A.

Estas razones externas corresponden, en la esquematizacion de Vergnaud
que vimos antes, al operador funcion, mientras que las internas corresponden a
los operadores escalares. El operador funcion, cuya complejidad especifica ya se
comento, deja ver aqui otras facetas: aparece como un elemento de la nociéon de
proporcion, como expresion de aquello que es constante cuando las cantidades
varian, como la expresion de una cualidad nueva —en la situacion de la naranjada,
la intensidad del sabor a naranja- vy, finalmente, como un recurso que permite
comparar razones.

La situacion didactica que analizaremos aqui busca favorecer, en el marco de
la comparacion de razones, un conocimiento de la multiplicacion en sus dos pa-
peles, como operador escalar vinculado a las razones internas y como operador
funcion (o “constante de proporcionalidad”) vinculado a la razéon externa cons-
tante.

Por otra parte, hemos visto que una razon puede expresarse mediante dos
cantidades (‘6 es a 3”) o mediante el nimero de veces que una cantidad es la
otra (“dos veces”). El paso de la primera representacion a la sesunda, el cual no es
trivial, constituye uno de los propoésitos de la secuencia didactica que aqui se pre-
sentara. Para referiros a él hablaremos también de “la determinacion del ope-
rador multiplicativo que subyace a una razon’.

EDUCACION MATEMATICA, vol. 18, ndm. 2, agosto de 2006 13
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LA SECUENCIA DIDACTICA “SE CAMBIAN FICHAS POR ESTAMPAS”

Presentaré a continuacion algunas caracteristicas de la secuencia que consideré
relevantes al disenarla, asi como su justificacion. Estos elementos son producto
de lo que suele llamarse andlisis previo de la secuencia.

PROPOSITOS DIDACTICOS

El propoésito general de la secuencia que se presenta a continuacion fue propi-
ciar el desarrollo de procedimientos para comparar razones de manera integrada
al estudio de la multiplicacion y la division de ntimeros naturales, en tercero o
cuarto grados de la escuela primaria. Los propoésitos especificos fueron:

* Propiciar el paso de la comparacion de cantidades a la comparacion de
razones entre cantidades, expresadas como reglas de cambio.

 Propiciar el desarrollo de dos procedimientos para comparar razones: 1) la
obtencion de razones equivalentes con un término comun mediante la con-
servacion de las razones internas, v 2) la expresion de la razon externa me-
diante un operador o “niimero de veces”.

Partimos de la hipotesis de que la comprension de la nocion de razon puede
progresar a la par con el desarrollo de los procedimientos numéricos que permi-
ten manipular las razones: la suma iterada, la multiplicacion (v la division) para
generar razones equivalentes y la multiplicacion en el papel de operador, como
expresion de una razon constante.

LA SITUACION BASICA

Se disefid una situacion en el contexto del intercambio o trueque!® que pudiera
funcionar con alumnos de tercero y cuarto grados como situacion adidactica'”
relativa a la nocion de razon, es decir, la situacion debia tener al menos las si-

16 La situacion se incluyo en el libro de texto de matematicas de sexto grado (SEP, 2001).

17 “Una situacion relativa a un conocimiento es ‘adidactica’ cuando por si misma, sin apelar
a razones didacticas y en ausencia de toda indicacion intencional, permite o provoca un cam-
bio de estrategia en el jugador” (Chevallard et al, 1998, p. 215).
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guientes caracteristicas: implicar la comparacion de razones, poder ser abordada
por quienes no dispusieran aun del conocimiento en juego y permitir la retroa-
limentacion de las decisiones de los alumnos mediante la validacion empirica. La
situacion es la siguiente:

Se dice a los alumnos que se entregard a cada pareja una cantidad de fichas,
a todos la misma cantidad, la cual podrdn cambiar por estampas de acuerdo
con una regla de cambio que ellos elegiran de entre cuatro posibles (por
ejemplo, “cada 2 fichas se cambian por 6 estampas’, “cada ficha se cambia
por cuatro estampas”, etc.). Ganardan quienes logren tener la mayor cantidad

de estampas.
La situacion se desarrolla en los siguientes pasos:

1. Se anotan en el pizarrén las reglas de cambio.

Los alumnos, organizados en parejas o en equipos, escogen la regla con

la que piensan que ganaran mas estampas y la anotan en un papel que

entregan a la maestra.

Una vez escogida una regla, se les dice cuantas fichas van a recibir.

4. Los equipos calculan cuantas estampas les corresponderan de acuerdo
con la regla que escogieron.

5. En el pizarron, se anotan la regla que escogio cada equipo vy la cantidad de
estampas que espera recibir. Si hay discrepancias (por ejemplo, dos equi-
pos que, habiendo escogido la misma regla, esperan recibir cantidades de
estampas diferentes), se discute. Este constituye un primer momento de ve-
rificacion empirica en el nivel numérico.

6. Se entregan las fichas a cada equipo vy se efecttian los intercambios de fichas
por estampas de acuerdo con la regla escogida (pueden nombrarse encarga-
dos de entregar las estampas a cambio de las fichas). Este constituye un se-
gundo momento de verificaciéon empirica con apoyo del material concreto.

w

Notemos que la situacion se organiza de manera que, en el momento de es-
coger la regla de cambio, los alumnos todavia no saben cudl es la cantidad de
fichas que van a recibir, por lo que tienen que comparar las reglas de cambio an-
tes de comparar las cantidades de estampas que éstas arrojan.

Los momentos de la verificacion empirica son fundamentales, se espera que
ayuden a comprender la situacion y que sean la ocasion para poner en evidencia
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hipétesis erroneas, por ejemplo, aquella segtin la cual la mejor regla es la que se
formula con mas estampas, asi como para esbozar estrategias para la siguiente vez
que jueguen. Ademas, la realizacion fisica de los intercambios brinda una motiva-
cion adicional a los alumnos. La existencia de estos momentos de verificacion
constituye la principal diferencia con una situacion como la de Noelting, la cual no
fue disenada con fines didacticos. Veremos otras diferencias méas adelante.

Por tltimo, lo méas importante: la mejor regla no es necesariamente aquella
en la que aparece el mayor ntimero de estampas, ni aquella en la que aparece el
menor nimero de fichas, sino aquella en la que se dan mas estampas en rela-
cion con el numero de fichas, es decir, la situacion implica la tarea que interesa,
la comparacion de razones. Ademas, implica la realizacion de la tarea de calcular
un valor faltante cada vez que se aplica una regla a una cantidad de fichas para
obtener la cantidad correspondiente de estampas.

VARIABLES DIDACTICAS

A continuacion se justifican algunas caracteristicas de la situacion y se indica
cudles de éstas se consideraron como variables didacticas.'®

Las variables no huméricas

El tipo de magnitudes: las magnitudes en relacion son discretas, lo cual facilito
la medicion y la verificacion empirica de las anticipaciones. Ademas, se escogie-
ron cantidades de distinta naturaleza para diferenciar bien los dos términos de
la relacion: fichas y estampas. Esta tltima caracteristica, sin embargo, probable-
mente dificulto la identificacion del operador externo (el hecho de que una can-
tidad es n veces la otra), como veremos mas adelante.

La formulacion de las reglas de cambio: durante las primeras sesiones, todas
las reglas se enunciaron en la forma explicita de una regla de correspondencia
del tipo “por cada n fichas se dan m estampas”. Durante estas sesiones, el reto
fue que los nifios superaran la comparacion centrada en cantidades aisladas y
pusieran en juego recursos para comparar las relaciones.'”

18 Las variables cuya manipulacion puede tener efectos en los procedimientos de resolu-
cion se llaman “variables didacticas” en la Teorfa de las Situaciones Didacticas.
19 Cabe observar aqui otra caracteristica que hace que la situacion de la naranjada sea
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En sesiones posteriores, se introdujo, junto con la formulacion anterior, una
formulacion mediante un operador multiplicativo: “La cantidad de estampas que
se da es n veces la cantidad de fichas”. En este momento, el objetivo fue propi-
ciar el estudio del operador multiplicativo, al mismo tiempo que se analizaba su
equivalencia con la formulacion anterior. Esto se hizo porque se considero (y se
confirmo) que, sin cierta ayuda, los alumnos no llegarfan a destacar estos opera-
dores.

El nimero de reglas por comparar: el conjunto de reglas entre las cuales se
debe elegir la mejor puede estar compuesto por dos o mas reglas. Al aumentar
el numero de reglas, aumenta la dificultad por el solo hecho de requerirse una
organizacion que asegure que se hicieron las comparaciones pertinentes. En la se-
cuencia, optamos por proponer grupos de cuatro reglas por las siguientes razones:
1) para tener mayor diversidad de respuestas en el grupo sin que la tarea fuera
todavia excesivamente dificil, 2) con cuatro reglas es posible incluir reglas equi-
valentes y no equivalentes en un mismo conjunto, y 3) la puesta en marcha de
cada situacion requiere un tiempo largo; teniendo cuatro reglas, se logra un mejor
aprovechamiento del tiempo que teniendo dos. Se previd que, si la dificultad era
excesiva, el numero de reglas se reduciria a dos.

Las variables numéricas y los procedimientos

En las situaciones de comparacion de razones, ciertos valores numéricos permiten
comparar sin hacer calculos numeéricos. Por ejemplo, en los tratos “por cada 2 fichas
se dan 3 estampas” vy “por cada 2 fichas se dan 4 estampas” el término comun
“2 fichas” permite comparar las razones considerando tinicamente las cantidades
de estampas; asimismo, cualquiera de los dos tratos anteriores se puede comparar
con el trato “por cada ficha te doy una estampa’, el cual no altera las cantidades.

Al hacer el analisis preliminar de la secuencia, consideramos que los casos
anteriores eran demasiado sencillos para la poblacion de alumnos con la que tra-
bajarfamos y que, por lo tanto, podian obviarse. Sin embargo, después de la expe-
riencia, hemos puesto en duda esa consideracion. Los casos de comparacion sin
calculos pueden ser adecuados incluso para favorecer la comprension de la tarea.
mmplejaque la situacion de los intercambios: en la primera se dice, por ejemplo, “La na-
ranjada A se prepara con 2 vasos de jugo vy 3 de agua” y no “La naranjada A se prepara con
2 vasos de jugo por cada 3 de agua”. En la manera de formular la razon externa en la situa-

cion de las naranjadas, no hay indicios de que se trate de una constante, a diferencia de lo
que pasa en la situacion de los intercambios.
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Las variantes que aplicamos requirieron siempre algtin tipo de calculo numeé-
rico. El grado de dificultad dependi6 del caracter multiplo o no multiplo de las
razones.

Las razones externas® fueron siempre “razones multiplo” de manera que los
operadores subyacentes fueron naturales, por ejemplo, “por cada 2 fichas, se dan
6 estampas”?! Alsunas razones se expresaron de manera ‘canonica’, es decir,
proporcionando el niimero de estampas por ficha, por ejemplo, “por cada ficha
se dan dos estampas”. Esta manera de expresar una regla facilita tanto las com-
paraciones como el célculo de la cantidad de estampas que corresponde a una
cantidad de fichas. Ademas, el paso de la razon expresada con dos cantidades
(por cada n fichas, te doy m estampas) a la expresion de la razon mediante el
operador (la cantidad de estampas m/n veces la cantidad de fichas) puede ser
mas sencillo de dar si se pasa por la razon canonica (por cada ficha te doy m/n
estampas). Consideramos que incluir alsunas reglas expresadas de manera cano-
nica podria sugerir a los alumnos el interés de expresar las demas reglas de esta
manera.

Con respecto a las razones internas, la variable “razon multiplo o no multi-
plo” puede ser determinante de la dificultad de la comparacion. La presencia de
una razon interna multiplo permite comparar generando solamente un nuevo
par, por ejemplo, la comparacion entre “por cada 2 fichas te doy 6 estampas” y
“por 4 fichas te doy 8 estampas” (4 fichas es multiplo de 2 fichas), se puede reali-
zar obteniendo la nueva pareja (4 fichas, 12 estampas), equivalente a la primera
pareja.

En cambio, la ausencia de razones internas multiplo exige, si se quiere usar
el procedimiento de igualar un término, generar dos pares nuevos, por ejemplo,
para comparar (5 fichas, 10 estampas) contra (3 fichas, 9 estampas) se pueden
comparar los pares (15 fichas, 30 estampas) y (15 fichas, 45 estampas). En las
entrevistas que realizamos en el estudio preliminar, pudimos identificar dos difi-
cultades para los nifios en el uso de este procedimiento: comprender que los pa-

20 Recuérdese que aqui llamamos razon externa a la que se establece entre los dos térmi-
nos de una misma regla de cambio (nimero de estampas, niumero de fichas), ya que vincula
cantidades de distinta naturaleza. Razon interna es la que se establece entre los términos ho-
mologos de dos pares (nimero de fichas de una regla, nimero de fichas de la otra o bien
numero de estampas de una, nimero de estampas de la otra).

2l El motivo para restringirse a razones multiplo fue el interés de que los alumnos, a partir
de cierto momento, identificaran el operador funcion n veces. Si no se identifica ese operador
—-como de hecho tendi6 a suceder- incluir razones no multiplo, como “por cada 2 fichas se dan
3 estampas”, no anade dificultad a la situacion y, ademas, permite que los alumnos exploren esas
relaciones desde los nimeros naturales.
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res pueden ser iterados diferentes nimeros de veces® y encontrar un multiplo
comun de los términos que se desea igualar.?

Por otra parte, la ausencia de razones internas multiplo, al volver mas com-
plejo el recurso a las razones internas y puesto que las razones externas si son
multiplo, puede favorecer el recurso a los operadores (doble, triple, cinco veces,
etc). A lo largo de la secuencia, se consideraron los dos casos: razones internas
“‘multiplo” v “no multiplo”.

Por tltimo, las cantidades de fichas y estampas con las que se expresan las
reglas de cambio se mantuvieron en un rango bajo, entre 1 y 20, para hacer po-
sible la verificacion empirica. Los operadores implicitos van de “el doble” a “10
veces”. Las cantidades de fichas que se entregaron cada vez a los alumnos para
el intercambio son de maximo 12. Las cantidades de estampas recibidas fueron
siempre menos de 60, excepto en una situacion en la que no se usd material.

Otras variantes de la situacion basica

Senalamos a continuacion algunas variantes de la situacion basica que fueron
incluidas en la experiencia.

Problemas de valor faltante. La situacion basica puede dar lugar a una tarea
mas simple, que consiste en calcular el nimero de estampas que arroja una re-
gla dada para una cantidad dada de fichas. Ademas de los momentos en los que
esta situacion aparecio en el marco del mismo juego de “escoger la mejor regla’,
se plante6d en otros momentos para propiciar el desarrollo de procedimientos
mas rapidos para calcular el numero de estampas. La tarea de aplicar varias re-
olas a varias cantidades puede propiciar también el establecimiento de relaciones
como las siguientes: una regla, que es mejor que otra para una cantidad de fichas,
lo es también para cualquier otra cantidad de fichas; hay reglas que arrojan siem-
pre la misma cantidad de estampas, son reglas equivalentes; cualquier regla da,
para 2n fichas, lo doble de lo que da para n fichas; la regla 1 ficha — 4 estampas
da el doble de estampas que la regla 2 fichas — 4 estampas.

El orden en el conjunto de razones. Por ejemplo, dada la regla “por cada fi-
cha se dan dos estampas’, escribir una que convenga mas, otra que convenga

22 En el ejemplo anterior, los términos del par (3 fichas, 9 estampas) se iteran 5 veces

mientras que los del par (5 fichas, 10 estampas) se iteran solamente 3 veces.
2 El estudio preliminar se menciono ya en la introduccion. Los resultados de las entre-
vistas pueden verse en Block, 2001, 2003 y en prensa.
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isual (equivalente) y otra que convenga menos. Un reto mas dificil es el siguiente:
proponer una regla que convenga mas que “por cada ficha, dos estampas’, pero
menos que “por cada ficha, tres estampas”.

Objetos de institucionalizacion. Sobre la marcha puede ser conveniente intro-
ducir algunos términos, pocos en realidad, por ejemplo: “regla de cambio”, “reglas
equivalentes”; y ciertos procedimientos: las formas de calcular de manera rapida
el niimero de estampas, asi como las formas de generar reglas “equivalentes”.
Ademas, se pueden institucionalizar ciertas propiedades en la medida en la que
se van utilizando, por ejemplo, “si el numero de fichas es el mismo, entre mas es-
tampas mejor es la regla”. En cambio, puede ser innecesario, e incluso prematuro,
hablar de “razon” o de “razon constante” o distinguir “razon interna” de “razon
externa”.

LA APLICACION DE LA SECUENCIA EN TERCER GRADO
CONDICIONES DE LA APLICACION

Los sujetos. Trabajamos con alumnos de tercer grado, esto es, con ninos de entre
ocho y diez anos. Seguin el estudio de Noelting al que va hemos hecho referencia
(Noelting, 1980a, 1980b), los nifios, cuya edad esta en este rango, han logrado
avances importantes en su capacidad de comparar las razones, en particular, ya
pueden considerar la equivalencia, desde el punto de vista de la intensidad a
sabor a naranja, de mezclas formadas con mismo ntimero de vasos de jugo v de
agua, por ejemplo A (1, 1) = B (2, 2), lo que implica que distinguen “estado”
de “variacion”. La relacion externa entre los términos complementarios de una
razon (agua, jugo), se estabiliza como invariante. La relacion interna entre térmi-
nos que se corresponden (agua, agua o jugo, jugo) se moviliza como variacion,
va sea mediante multiplicacion de ambos términos o mediante division. Se con-
sideran las cuatro relaciones entre los términos.

Teniendo en cuenta que varias de las caracteristicas de la situacion de los in-
tercambios que nosotros usamos representan un nivel de dificultad significativa-
mente menor que las de la situacion que utilizo Noelting, pensamos que los
alumnos de tercer grado tendrian buenas posibilidades de abordar con éxito la
situacion. Las entrevistas realizadas en el estudio preliminar lo confirmaron.*

*" En dos de los problemas de comparacion de razones que apliqué a los estudiantes de
primaria en forma de entrevista individual, las razones fueron “multiplo”, es decir, les corres-
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Con respecto al conocimiento de las operaciones de multiplicacion y division,
ateniéndonos a los programas escolares, era previsible que los conocimientos de
los alumnos de tercer grado fueran precarios. Puesto que el problema de com-
paracion de razones puede abordarse sin saber multiplicar ni dividir y que un
proposito de este trabajo fue precisamente explorar la posibilidad de avanzar simul-
taneamente en el estudio de la multiplicacion y la division y en el de las razones,
esta posible precariedad en el conocimiento de los ninos no fue considerada una
desventaja.

Es importante recalcar, sin embargo, que la decision de trabajar con alumnos
de tercer grado respondio al interés de sondear los limites inferiores en los que
pensamos que las situaciones podrian funcionar. Como veremos, es muy proba-
ble que alumnos de cuarto y quinto grados puedan avanzar de manera mas se-
gura en la secuencia y obtener un mayor provecho.

El grupo, la escuela y otras condiciones. La secuencia se aplico en un gru-
po de 24 alumnos de tercer grado de una escuela publica vespertina. El nivel de
desempeno del grupo es heterogéneo. La conduccion de las sesiones estuvo a
cargo de una maestra con amplia experiencia en la aplicacion de situaciones con
el enfoque didactico que caracteriza a las de la secuencia.

En las sesiones participaron tres observadores. Cada uno estuvo a cargo del
registro de un equipo de cuatro nifios con apoyo de grabadora. Una de las ob-
servadoras registro, ademas, los momentos de interaccion colectiva (consignas y
confrontaciones). Con esta organizacion logramos tener informacion precisa del
trabajo de alrededor de 10 ninos e informacion mas general de los demas.

La secuencia aplicada. La situacion basica (el juego de escoger la mejor re-
gla) se aplico seis veces a lo largo de cinco sesiones de clase de aproximadamen-
te una hora. En las ultimas dos aplicaciones se incluy6, entre las reglas de cam-
bio, una regla formulada mediante un operador explicito (n veces). Se incluyeron
ademas dos variantes de la situacion basica, una que consistio en aplicar varias
reglas a varias cantidades y otra en proponer reglas que cumplieran con deter-
minada condicion (véase el esquema de secuencia en el anexo).

pondian operadores enteros. Casi todos los alumnos los pudieron resolver, después de uno o
mas ensayos.
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LAS RESOLUCIONES DE LOS ALUMNOS

A continuacion, comentaré la evolucion de las resoluciones de los alumnos en
relacion con tres aspectos: 1) las estrategias para elegir la mejor regla, 2) los pro-
cedimientos para calcular el numero de estampas que corresponde a un nime-
ro de fichas dado, y 3) las dificultades para identificar reglas equivalentes e iden-
tificar operadores del tipo “n veces”.

Estrategias para elegir la mejor regla

Alo largo de los seis juegos, los estudiantes fueron descartando poco a poco cri-
terios erroneos para la seleccion de la mejor regla, a la vez que construyeron nue-
vos criterios. En este proceso, la posibilidad de verificar el resultado de sus anti-
cipaciones desempend un papel importante.

Al principio, todos los alumnos consideraron que la mejor regla era la que se
formulaba con la mayor cantidad de estampas:

| Beth: Porque con la D ganamos muchas mas estampas.?

Después de la primera verificacion, la mayoria desecho este criterio. A partir
de la sesunda aplicacion aparecio el criterio segiin el cual conviene mas la regla
en la que se expresa con menos fichas:

| Ismael: La A es la A (..) porque en la A no se acaban rdpido las fichas2®

Con mas dificultad, porque este criterio les funcioné una vez, los alumnos com-
probaron que tampoco era seguro. A lo largo de las aplicaciones sucesivas, cada
vez mas alumnos intentaron considerar la relacion entre los dos términos. Hacian
una primera eleccion de una o dos reglas, basada en una estimacion cualitativa, di-
ciendo cosas como “me late ésta porque nos dan 6 vy sélo tenemos que dar 2”.

Ya sea porque “les latian” dos reglas o, sobre todo, por las diferencias de opi-
nion dentro de los equipos, poco a poco empezaron a verificar sus corazonadas

% Las reglas eran: A) por cada 2 fichas se dan 8 estampas; B) por cada ficha se dan 3
estampas; C) por cada 3 fichas se dan 9 estampas; D) por cada 6 fichas se dan 12 estampas.

26 Reglas: A) por cada ficha se dan 4 estampas; B) por cada 2 fichas se dan 6 estampas;
C) por cada 4 fichas se dan 8 estampas; D) por cada 8 fichas se dan 24 estampas.
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antes de escoger una regla. Las verificaciones consistieron siempre en aplicar las
reglas que eran objeto de discusion, por lo general dos, a veces tres, a una can-
tidad hipoteética de fichas.

En algunas ocasiones, el procedimiento anterior presento dificultades, por
ejemplo, en un equipo que comparaba las reglas A (1f — 4e), B (2f — 6e), C (4f
— 8e), D (8f = 24e)?" aplicandolas todas a la cantidad de 12 fichas, descartaron
la regla D, porque les permitia cambiar solamente 8 de las 12 fichas vy les sobra-
ban 4. La dificultad no fue grave, ya que tendieron a escoger las cantidades de
fichas que se dieron en la aplicacion anterior y éstas, casi siempre, les permitie-
ron hacer la comparacion.?®

En la cuarta aplicacion de la situacion, practicamente todos los equipos lo-
graron ya escoger y verificar la mejor regla (aunque todavia no todos los alum-
nos), es decir, lograron desechar los primeros criterios centrados en una cantidad
para considerar la relacion entre las cantidades.

En la sexta aplicacion, empezaron a aparecer formas de verificacion mas in-
dependientes de las cantidades de fichas “que les podrian dar”™

* escogen una cantidad ad hoc que facilite la comparacion, por ejemplo, pa-
ra comparar “por cada 2 fichas te doy 6 estampas” con “por cada 4 fichas
te doy 8 estampas”, aplican las dos reglas a 4 fichas, es decir, al menor
multiplo comun de 4 vy 2, o bien,

* igualan la cantidad de estampas, no de fichas: para comparar C (2f = 10e)
con D (10f = 20e), una alumna obtiene C (2f = 10e) = (4f = 20e), v
(4f = 20e) mejor que 10f = 20e

Procedimientos para calcular el ndmero de estampas
a partir de un numero de fichas

En varias ocasiones los alumnos tuvieron que calcular el niimero de estampas que
resulta al aplicar una regla a una cantidad determinada de fichas, por ejemplo:

2 fichas — 10 estampas
12 fichas — x estampas

“T La abreviacion af — be representa la regla de cambio “por cada a fichas, te doy b es-
tampas”.
2 En este momento podria ser adecuado abordar el problema de los multiplos comunes.
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El procedimiento més elemental para llevar a cabo esta tarea consistio en re-
presentar con objetos, o mediante dibujos, el cambio de fichas por estampas, paso
por paso, hasta agotar las fichas disponibles. Por ejemplo, para aplicar la regla 2
fichas — 10 estampas a 12 fichas, se dibujan dos fichas y a un lado 10 estampas,
después otras dos fichas y otras 10 estampas, v asi sucesivamente hasta haber di-
bujado 12 fichas. Después, se cuentan las estampas: son 60.

00O popyouooo
00O poOogogodoa
00O oobooboodn
00O aoouauoggn
0O poogogoogg
OO poooyoyodog

Este procedimiento fue empleado por pocos nifios y muy pronto fue sustituido
por un procedimiento de dos pasos. Utilizando el mismo ejemplo, los pasos son:

1. Determinar primero el nimero de agrupamientos de 2 fichas que se forman
con la cantidad de 12 fichas, esto es, 6 agrupamientos. En este paso esta
implicada una division “comparacion”.

2. Determinar el numero de estampas que se obtienen al hacer 6 agrupa-
mientos de 10 estampas, esto es, 60 estampas. En este paso esta implicada
una multiplicacion.

Paso 1 Paso 2
2f—=10e
Se calcula el nimero g 1 f Se calcula el numero
de grupos de 2 fichas - de estampas que hay
que hay en 12 fichas en 6 grupos de 10

Practicamente ningin alumno utilizo desde el principio las técnicas canonicas
para resolver las operaciones de division y multiplicacion. En la mayoria de los
casos, ni siquiera identificaron la pertinencia de estas operaciones.

A continuacion se presentan algunos ejemplos tomados de la sesion 3, en la
que cada alumno aplico una regla a varias cantidades de fichas.

Manuel, para aplicar la regla 3f — 9e a 12 fichas, sumé mentalmente las can-
tidades de fichas de 3 en 3 hasta 12, al tiempo que conto, con los dedos, el nu-
mero de sumandos. Enseguida, sumo ese niimero de veces las 9 estampas:
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Manuel: 3, 6,9, 12 (va levantando un dedo), 4.
9v9, 18 yva llevo 6 fichas, méas 6 fichas.. 18.. son 36.

A Ismael le toco la regla 2f — 8e. El creo una técnica para realizar todos sus
calculos: dibujo fichas de dos en dos, las fue encerrando en una rueda (numerd
las primeras 12 ruedas) y abajo anoto las cantidades de estampas que corres-
ponden al ultimo par:

1 2 3 4 5 6 T8 9 1 11 12.
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 O0..
8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 83 96 104 112 120..
(Continuo hasta 240)

Para determinar cuantas estampas corresponden a una cantidad de fichas,
cuenta sobre su representacion esa cantidad de fichas y ve el niimero que est4
debajo de la ultima ficha contada, ese ntimero le indica la cantidad correspondien-
te de estampas. De esta manera, Ismael separa los dos conteos implicados, se
concentra primero en la suma sistematica de ochos, después solamente cuenta
las fichas necesarias.

Miguel A para aplicar la regla 6f — 12e a 30 fichas, presenta en su hoja las
siguientes operaciones:

12+ 12=24
24 + 24 = 48
48 + 12 = 60
Fichas Estampas

6 12

+6 +12

=12 =24

+ 12 + 24

=24 =48

+6 +12

=30 =60
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Estas operaciones corresponden probablemente a las combinaciones lineales
que se muestran en el cuadro.

Miguel B. utilizé la multiplicacion para calcular todas las cantidades. Sus ex-
plicaciones son muy explicitas:

Regla 3f — 9e para 12 fichas:

Obs: ¢Coémo le hiciste?

Miguel: () Sumé 9 por 4 y me dio 36 (sic)

Obs: ¢Por qué por 47 ¢De donde sacaste que era 9 por 4?

Miguel: Porque me alcanzaba para 4 grupitos de estampas, porque 3,6, 9, 12
y son 12 fichas...

La repeticion de la tarea, aunada a la introduccion de cantidades mas grandes
(sobre todo de cocientes mas grandes, por ejemplo, calcular cuantos grupos de 3
fichas se forman con 60 fichas) motivaron, en relativamente poco tiempo, un mejo-
ramiento de las técnicas: la mayoria de los alumnos abandono el dibujo a favor
de las sumas vy otras combinaciones lineales como las que hemos visto. Varios
alumnos, al final de la experiencia, utilizaban ya de manera explicita la técnica
canonica de la multiplicacion en el segundo paso y algunos, pocos, la técnica de
la division para el primer paso.

Unicamente dos alumnas no pudieron abandonar el dibujo y el conteo. En
el otro extremo de la gama de procedimientos utilizados, un alumno propuso un
algoritmo: “se divide la cantidad total de fichas entre el niimero de fichas de la
regla v se multiplica por el nimero de estampas’”.

Cabe senalar que la mayoria de los alumnos manifesto tener un conocimien-
to de la técnica para multiplicar, pero no fue sino poco a poco como lograron
utilizar esta operacion en cuanto razon interna.

Dos aspectos mds complejos

La nocién de equivalencia. A 'lo largo de las seis aplicaciones, los alumnos cons-
tataron, a veces sorprendidos, que dos reglas arrojaban la misma cantidad de es-
tampas, por ejemplo, 1f — 3ey 3f = 9e. No obstante, nunca pudieron explicar-
lo, se limitaron a constatar que “sale lo mismo”.

Hacia el final, se plantearon dos situaciones sobre la equivalencia. En la pri-
mera tenfan que identificar las reglas equivalentes. Solo seis alumnos (de 24) lo-
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graron identificar equivalencias utilizando el mismo procedimiento que habian
venido usando para compararlas: aplicar las reglas a cantidades de fichas.

En la otra situacion, debian escribir tres reglas, una mejor, una menos buena y
una equivalente a la regla 2f — 10e, usando nimeros hasta 10. La mayoria pu-
do escribir reglas mejores y menos buenas; pero muy pocos lograron escribir una
regla equivalente: 1f — 5Se. Volveremos sobre esta dificultad en las conclusiones.

El operador externo o “funcion”? Una manera notablemente mas econdmica
de comparar las reglas y aplicarlas a cantidades de estampas consiste en identi-
ficar los operadores externos que subyacen a las razones:

Ala regla “se cambia cada ficha por 4 estampas”, subyace el operador “se da 4
veces la cantidad”; a la regla “se cambian cada 2 fichas por 6 estampas” subyace
el operador “se da 3 veces la cantidad”.

Los operadores constituyen una expresion de las razones que va es indepen-
diente de las cantidades. Por ello, una vez que se identifican los operadores, la
idea de “reglas equivalentes” se vuelve transparente: las reglas “por cada 2, 67,
“por cada 8, 247, “por 1, 3" son equivalentes en virtud de que todas triplican la
cantidad.

En el breve lapso de la experimentacion, los alumnos no lograron identificar
estos operadores para compararlos. En las dos ultimas aplicaciones de la situa-
cion “Elegir la mejor regla”, se introdujo, entre las reglas de cambio, una regla en
la que el operador esta explicito, por ejemplo:

“Se da una cantidad de estampas igual a tres veces la cantidad de fichas.

Con cierta dificultad, la mayoria de los alumnos logré aplicar la regla a can-
tidades de fichas v consiguid comparar la regla con otras. Sin embargo, la intro-
duccion de este tipo de regla no desencadeno la identificacion de los operado-
res en las otras reglas. Veamos algunos ejemplos de las dificultades mencionadas.

En la sesunda parte de la quinta sesion se presentaron las siguientes reglas
para que los alumnos identificaran las que fueran equivalentes:

e) Se da una cantidad de estampas igual a DOS VECES la cantidad de fichas.
f) Por cada ficha se dan 4 estampas.

g) Por cada 4 fichas se dan 8 estampas.

h) Por cada 2 fichas se dan 8 estampas.

22 El término “externo” hace referencia a la razon externa, razon a la que esta vinculado
el operador del que aqui se habla. El término “funcion” pertenece a las categorias de Vergnaud
(véase el apartado “Desde la multiplicacién de ntimeros naturales’).
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En el siguiente cuadro aparecen las propuestas que hicieron los seis equipos:

Reglas equivalentes Equipos
No hay equivalencias 1
Gy H 54
EyF 6
FyH 2
FyHEYG 3

En un primer momento, por lo menos tres equipos (1, 4, 5) proponen la equi-
valencia G (4f = 8e) = H (2f — 8e), basandose en que ambas reglas dan 8 es-
tampas. Con ello, muestran que se centran en una sola variable y pierden de vis-
ta el sentido de las reglas. Nos detendremos un momento en la discusion que se
libré en el equipo 4.

Apenas iniciada la actividad, Marco propone la equivalencia G (4f = 8e) = H
(2f = 8e), la cual justifica muy claramente a lo largo de la discusion: ambas dan lo
mismo (8 estampas). Fernando la rechaza al principio, pero enseguida, como si
dudara, agrega “ah, si..” Sin embargo, ¢l identifica la equivalencia de G (4f — 8e)
con E (X2) vy concluye entonces que las reglas G, E'y H deben ser equivalentes:

Fernando: Dice en la E, se da una cantidad de estampas igual a dos veces
la cantidad de fichas, y dice en la G.. dice que por cada 4 fichas se dan 8
estampas y entonces 4 fichas.. 4 por 2 dieron 8... (sefiala la regla E)... es igual
alaElaGylaH

Pero Marco rechaza esta posibilidad. Un poco mas adelante, Marco acepta
que la regla E (X2) da 4 estampas por 2 fichas, pero encuentra en esto un ar-
sumento mas para rechazar la regla E: da 4 estampas, mientras que la G (4f =
8e) vy la H(2f = 8e) dan 8.

Marco: Es que la G nos da 8 estampas, porque dice que por 4 fichas te da
8 estampas y la H dice que por 2 fichas te dan 8 estampas. Y la E dice que te
dan una cantidad igual a dos veces la cantidad de fichas y nada mas nos da-
rian 4 y entonces perderiamos... Nos tienen que dar el mismo resultado las dos.
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Fernando, cuestionando que la E dé necesariamente 4 estampas, argumenta:
“‘pero ahi no dice la cantidad de cudnto” Marco parece tener dificultad para
comprender precisamente eso, que la comparaciéon no porta sobre las cantida-
des absolutas con las que se formulan las reglas, porta sobre reglas de cambio,
0 razones.

Veamos un ejemplo de identificacion exitosa de equivalencias. En un primer
momento, Ismael y Alfonso, del equipo 3, proponen la equivalencia F (1f — 4e)
y G (4f = 8e). Parece que la presencia de un ntimero 4 en ambas reglas propi-
cio esta intuicion (Ismael explica después: ...estaba confundido con el 4 que dice
estampas v fichas).

Mientras Ismael se apresura a anotar su propuesta y a entregarla a la maes-
tra, Alfonso aplica ambas reglas a 4 fichas. Mediante sumas iteradas, obtiene 16
estampas para la regla F'y sabe que son 8 para la G. Se da cuenta entonces de
que las reglas no son equivalentes y pide a Ismael que recupere la hoja de res-
puestas para poderla corregir.

Enseguida Alfonso encuentra la equivalencia: la F (1f = 4e) y la H (2f — 8e).
El va sabia que para 4 fichas la F da 16 estampas y observa que la H daria dos
veces 8 estampas. Unos segundos después, él mismo encuentra la segunda equi-
valencia: E (X2) = G (4f = 8e). Lo explica asi:

Alfonso: Porque te da estampas igual a dos veces la cantidad de fichas, es
que si me dieran 4 fichas y dos veces la cantidad de fichas, entonces serfan
8y por cada 4 fichas serian 8 estampas. (Vuelve a explicarles a sus compa-
fieros.) Entonces las estampas se convertirfan en fichas, serian 4 fichas y dos
veces la cantidad de fichas, entonces dos veces la cantidad de fichas son 4,
entonces 4 fichas, entonces serian 8 y por cada 4 fichas se dan 8 estampas.

Cabe observar que la explicacion de Alfonso manifiesta una de las dificultades
en juego: la necesidad de considerar el cambio cualitativo en el nivel de los ob-
jetos “las estampas se convertirian en fichas” (o, mas bien, las fichas en estampas).

CONCLUSIONES

Partimos del supuesto de que, en la situacion de los intercambios, los alumnos
distinguirfan la nocion de razon de la nocion de cantidad, primero al descartar
las comparaciones centradas en una cantidad y considerar la necesidad de igualar
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un término (ntmero de fichas o de estampas) para poder comparar; después, al
empezar a comprender que reglas expresadas con cantidades distintas pueden
ser equivalentes vy, finalmente, al poder expresar la relacion entre las cantidades
con un solo nimero, un operador, momento en el cual la razéon en juego asume
una expresion propia, independiente de las cantidades. A continuacion destacaré
qué lograron hacer los alumnos de lo anterior y haré un comentario sobre los
aspectos que se revelaron mas complejos y frente a los cuales no se apreciaron
avances.

LOS LOGROS: APREHENDER LA RELACION ENTRE CANTIDADES
Y MEJORAR PROCEDIMIENTOS DE CALCULO

La experiencia confirmo que, en la tarea de comparar “reglas de cambio”, los alum-
nos de tercer grado de primaria pueden llegar a tomar en consideracion la idea
de relacion entre dos cantidades como algo distinto de las propias cantidades, al
mismo tiempo que realizan sus primeros aprendizajes sobre la multiplicacion vy
la division. Mas especificamente, la situacion “Elegir la mejor regla” permitio a los
alumnos:

* Desechar, en el contexto de las reglas de cambio, criterios centrados en
una sola variable e intentar considerar la relacion entre las dos variables.

* Desarrollar un procedimiento para comparar las reglas de cambio, el cual
consiste en aplicar las reglas a una misma cantidad de estampas.

* Mejorar en poco tiempo la eficiencia de este procedimiento, sobre todo al
incorporar el uso de la multiplicacion en el papel de operador interno, para
calcular un ntimero de estampas.

Puede decirse que es viable la hipotesis segtin la cual ciertas situaciones de
comparacion de razones pueden constituir escenarios en los que los alumnos
enriquecen sus nociones de multiplicacion y division.

LA COMPLEIIDAD DE LA EQUIVALENCIA DE RAZONES

Los alumnos pudieron constatar que algunas reglas arrojan la misma cantidad
de estampas, pero no pudieron explicarlo ni anticiparlo. Este hecho sugiere dis-

30 EDUCACION MATEMATICA, vol. 18, num. 2, agosto de 2006



David Block

tinguir dos momentos en el acercamiento a la nocién de equivalencia de razones:
uno que se manifiesta en la capacidad de generar, en la accion, parejas de “fi-
chas-estampas” a partir de una regla dada, para ver, por ejemplo, cuantas estampas
les tocarfan si les dieran determinada cantidad de fichas, y otro que se manifies-
ta en la capacidad de prever que una misma regla puede expresarse mediante
distintas parejas de cantidades. La comprension de esta ultima caracterdstica,
fundamental en la comprension de la nocion de razon, se reveld mas dificil pa-
ra los nifios de tercer grado. En todo caso, cinco sesiones fue muy poco tiempo
para la mayoria.

LA COMPLEJIDAD DEL OPERADOR EXTERNO O FUNCION
Y SU VINCULACION CON LA EQUIVALENCIA DE RAZONES

Parece confirmarse que, aun cuando la razén externa es multiplo, como fue el
caso de todas las reglas de cambio con las que se trabajo, la determinacion del
operador externo presenta una dificultad conceptual muy superior a la que sub-
vace al uso de los operadores internos (o escalares).

Resulta interesante observar que las nociones de “equivalencia de razones” y
de “operador externo” guardan entre si una relacion dialéctica: por una parte, el
operador externo, en cuanto expresion explicita de aquello que tienen en comtin
diversas razones, tendria mayor sentido para los alumnos una vez que éstos se
hubieran apropiado de la nocion de equivalencia de razones. Pero también es
probable que, a partir de cierto momento, la introduccién de operadores ayude
a comprender la idea de razones equivalentes al destacar con un solo nimero
aquello que las distintas razones tienen en comun.

Es posible que convenga propiciar un trabajo mas prolongado en el nivel de
los procedimientos internos, antes de asumir como objetivo la construccion del
operador externo. Por ejemplo, se podria propiciar la obtencion de razones ca-
nonicas del tipo 1 — n, antes de propiciar la identificacion del operador . Esta
Ultima meta tendria mayores oportunidades de ser alcanzada en cuarto o quinto
grados de la escuela primaria, cuando los alumnos tienen un mayor dominio de
la multiplicaciéon y mayores posibilidades para comprender la nocion de equiva-
lencia de razones.
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ANEXO. SECUENCIA DE SITUACIONES
Sesién Situacion Objetivos y comentarios
Elegir la mejor regla (1) Comprobar que la comparacion de canti-
A) por cada 2 fichas se dan 8 estampas; | dades aisladas no lleva a escoger la me-
B) por cada ficha se dan 3 estampas; jor regla.
1 O por cada 3 fichas se dan 9 estampas; | Desarrollar procedimientos que permitan
D) por cada 6 fichas se dan 12 estampas. | comparar.
Elegir la mejor regla (1) Se present6 una confusion debido a la or-
Se repite, excluyendo la regla ganadora | ganizacion de la actividad; fue corregida
en la primera parte. en la siguiente.
Elegir la mejor regla (lll) Mismos objetivos
A) por cada ficha se dan 4 estampas; Ademas:
B) por cada 2 fichas se dan 6 estampas;
() por cada 4 fichas se dan 8 estampas; | * empezar a difundir las estrategias de al-
D) por cada 8 fichas se dan 24 estampas.| gunos ninos.
2 Al final: confrontacion de procedimientos | ¢ identificar la existencia de reglas equi-
valentes.
Elegir la mejor regla (IV)
A) por cada 5 fichas se dan 10 estampas;
B) por cada ficha se dan 3 estampas;
() por cada 2 fichas se dan 10 estampas;
D) por cada 10 fichas se dan 20 estampas.
Calculo del namero de estampas Desarrollar procedimientos mas eficientes
3 Se calcula el numero de estampas que | para calcular el nimero de estampas.
arrojan cuatro reglas, para varias cantida-
des de estampas.
4 Termina la actividad anterior: Difundir en el grupo procedimientos efi-
Se confrontan observaciones realizadas | cientes utilizados por algunos.
a partir de los resultados obtenidos.
Propiciar la identificacion de ciertas rela-
ciones en el cuadro de resultados; por
ejemplo, hay dos reglas que siempre pro-
ducen los mismos resultados.
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ANEXO.

SECUENCIA DE SITUACIONES (CONCLUSION)

Sesién Situacién Objetivos y comentarios
‘Una nueva regla’ Explicar el significado de la nueva formu-
PRIMERA PARTE: lacion en donde un natural desempefa
‘Se da una cantidad de estampas igual a| el papel de razon constante (numero de
TRES VECES la cantidad de fichas’ veces).
Se aplica la regla a varias cantidades de
estampas.
SEGUNDA PARTE: Identificar la equivalencia entre las dos
Seleccion de la mejor regla de cambio (V)| formulaciones de la razén:
A) Se da una cantidad de estampas igual ‘por cada 2, 10"y “5 veces'.
a CINCO VECES la cantidad de fichas;
B) se cambia cada ficha por 4 estampas;
() se cambian cada 2 fichas por 10 es-
tampas;
D) se cambian cada 10 fichas por 20 es-
tampas,
PRIMERA PARTE: Mismo objetivo que el anterior.
5 Identificar reglas equivalentes (1)

E) Se da una cantidad de estampas igual
a CINCO VECES la cantidad de fichas;

F) por cada ficha se dan 5 estampas;

G) por cada 5 fichas se dan 10 estampas.

Por 2 fichas se dan 6 estampas.

SEGUNDA PARTE:
Identificar reglas equivalentes (II)
H) Se da una cantidad de estampas igual
a DOS VECES la cantidad de fichas;
) por cada ficha se dan 4 estampas;
J) por cada 4 fichas se dan 8 estampas.
Por 2 fichas se dan 8 estampas.

Mismo objetivo que el anterior.

TERCERA PARTE:
Proponer reglas mejores, equivalentes y
menos buenas que:

‘Se cambian 2 fichas por 10 estampas’.
Sélo se pueden usar numeros hasta 10.

Propiciar una reflexion explicita sobre el
orden.
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