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Resumen

Los problemas de decision, en particular en gestion y economia, estan afectados de vaguedad
e incertidumbre. El principal problema que afecta a la adecuada definicion de los modelos
economicos es la falta de certeza absoluta respecto de ciertas variables o pardmetros. Las ecua-
ciones diferenciales lineales de primer orden, con condiciones iniciales inciertas o parametros
inciertos, tienen numerosas aplicaciones en la dindmica econdmica.

En este trabajo, se presentan las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas,
y se las aplica al modelo de trampa de pobreza de Sachs ante la presencia de incertidumbre.
Se analizan la trayectoria temporal de la variable en el caso borroso y nitido.
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de pobreza.
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Introduccion

Los problemas de decision, en particular en gestion y economia, estdn afectados
de vaguedad e incertidumbre. Los métodos clasicos utilizados para su resolucion
ofrecen una representacion simplificada de la realidad, por lo que no pueden poner
de manifiesto la complejidad y el movimiento de la economia.

El principal problema que afecta a la adecuada definicion de los modelos
econdmicos, en particular los modelos de crecimiento y pobreza es la falta de cer-
teza absoluta respecto de ciertas variables o pardmetros. Por este motivo, al existir
vaguedad e incertidumbre, se propone una nueva técnica que permitird suplir estas
dificultades.

Las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, con condiciones
iniciales inciertas o coeficientes constantes inciertos, tienen numerosas aplicaciones
en la dinamica econémica. En este trabajo, se desarrolla una aplicacion concreta,
donde el problema consiste en la determinacion de la trayectoria temporal de una
variable economica, sobre la base de una tasa instantanea de cambio conocida.

Es muy comun que los modelos dindmicos representados por este tipo de
ecuaciones diferenciales, involucren variables poco precisas. En estos casos, la teoria
cléasica es insuficiente para el estudio de problemas dinamicos reales, gobernados
por la incerteza. De alli el interés en abordar las ecuaciones diferenciales borrosas
(Buckley y Feuring, 2000).

El objetivo de este trabajo consiste en mostrar el funcionamiento de las
ecuaciones diferenciales lineales borrosas. A partir de la aplicacién al modelo de
trampa de pobreza de Sachs, se mostraran sus ventajas y desventajas.

En la préxima seccion se explican algunos conceptos elementales de la teo-
ria de conjuntos borrosos. En la seccion 2, se presentan las ecuaciones diferenciales
de primer orden borrosas de tipo lineal, con condicion inicial incierta o constante
incierta. Finalmente, en la seccion 3 se realiza una aplicacidn relacionada con la
pobreza de un pais, causada por el exceso de la deuda nacional (Sachs, 2002).

1. Conjuntos borrosos

El término borroso tiene un nuevo uso que no esta relacionado a su significado usual
de poco claro o confuso. Cuando se aplica este término a un conjunto, muestra que
objetos revelados pueden tener diferentes grados de pertenencia al mismo (Zadeh,
1965). Los conjuntos borrosos son muy utiles para categorias que son imprecisas,
como alto, bajo riesgo, alta insatisfaccion, entre otros. En la actualidad, los conjuntos
borrosos son utilizados en diversos campos para hacer frente a diversas preguntas y



Ecuaciones diferenciales borrosas lineales de primer orden... 95

problemas, tanto en lo mundano como en lo abstracto. Para apreciar el poder de esta
herramienta, es necesario adoptar una comprension mas amplia del analisis de datos
y su lugar en el proceso de investigacion de las ciencias sociales (Ragin, 2000).

Las herramientas basadas en la teoria de los conjuntos borrosos se asemejan
al razonamiento humano en el uso de informacidn imprecisa para tomar decisiones.
A diferencia de las herramientas clésicas, que requieren de una comprension pro-
funda de un sistema, ecuaciones exactas y valores numéricos precisos, los modelos
fuzzy incorporan una forma alternativa de pensar, que permite modelizar sistemas
complejos usando un mayor nivel de abstraccion originado en el conocimiento y la
experiencia (Carlsson y Fullér, 2010).

Con la teoria de conjuntos borrosos, los investigadores pueden analizar
la evidencia bajo formas que reflejan directamente sus argumentos tedricos. El
principal problema se presenta por la dominancia de las formas convencionales de
analisis cuantitativo, Mientras que no hay nada de malo con la cuantificacion, es
mas, el analisis econdmico requiere de cierto rigor analitico, el analisis cuantitativo
muchas veces restringe el didlogo entre las ideas y la evidencia en formas impro-
ductivas (Richters, 1997).

Un conjunto convencional o nitido es dicotomico. Un objeto estd dentro
o fuera de un conjunto, por lo tanto, un conjunto nitido es comparable con una
variable binaria, que toma dos valores, 1 (si pertenece) o 0 (si no pertenece). Un
conjunto borroso, por el contrario, permite pertenencias en el intervalo entre 0 y 1
manteniendo los dos estados extremos de pertenencia y no pertenencia completa
(Fernandez, 2012).

Los conjuntos borrosos fueron introducidos por Zadeh en 1965 para
manipular y representar informacion y datos que poseen incertidumbres no esta-
disticas. Fueron disenados especificamente para representar matematicamente la
incertidumbre y la vaguedad y para proveer herramientas formalizadas para tratar
con la imprecision intrinseca en muchos problemas (Carlsson y Fullér, 2010). La
incorporacion de conjuntos borrosos permite la variacion sin abandonar el énfasis
principal en tipos y clases de casos.

El nacimiento de la teoria de los conjuntos borrosos se debi6 a la necesidad
de disponer de alguna representacion matematica de familias de objetos usuales que,
con la teoria clasica de conjuntos no podian ser representados adecuadamente. Su
desarrollo fue motivado en gran medida por la necesidad de un marco conceptual
que puede solucionar el problema de la imprecision léxica.

Algunas de las caracteristicas esenciales de los modelos que utilizan
conjuntos borrosos estan relacionadas con los siguientes aspectos: El razonamiento
exacto es visto como un caso limite del pensamiento aproximado, en el cual todo
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es cuestion de grados. Entonces, este tipo de modelos resultan adecuados para
razonamientos inciertos y aproximados y permiten tomar decisiones con valores
estimados bajo informacion incompleta o incierta.

Los conjuntos borrosos combinan valoraciones cualitativas y cuantitativas
en un Unico instrumento. Todos los conjuntos borrosos consisten en dos estados
cualitativos, plena pertenencia y nula pertenencia, y toda la variacion cuantitativa
que existe entre estos dos estados extremos (Ragin, 2000).

Con la utilizacién de los conjuntos borrosos, es posible operacionalizar
interpretaciones multiples de un concepto, y realizar varias interpretaciones de los
mismos en forma especifica. Proveen herramientas para la valuacion de relaciones
tedricas entre conjuntos, que estan implicitas en cualquier analisis de las ciencias
sociales (Ragin, 2000).

Laidea fundamental de un conjunto borroso es relajar el requisito al admitir
valores intermedios de pertenencia a una clase. A su vez, podemos asignar valores
intermedios entre 0 y 1 para cuantificar nuestra percepcion en cudn compatibles son
estos valores con la clase, el 0 significa la incompatibilidad (exclusion completa)
y el 1 la compatibilidad (inclusion completa). Los valores de pertenencia entonces
expresan los grados para los cuales cada elemento del universo es compatible con
las propiedades distintivas de la clase (Pedrycz et al., 2011).

En la teoria de conjuntos clasicos, un subconjunto 4 de un conjunto £
puede ser definido por su funcidn caracteristica wy: £ — {0,1}. El valor 0 se usa
para representar la no pertenencia y el valor 1 es utilizado para representar la per-
tenencia (Carlsson y Fullér, 2010).

Un subconjunto borroso 4 de un conjunto E, puede ser definido como
una serie de pares ordenados con el primer elemento del conjunto £ y el segundo
del intervalo [0,1], con un Unico par ordenado presente en cada elemento de £
(Carlsson y Fullér, 2010).

Queda definida una funcion u4 : £ — [0,1] que asigna a cada elemento
del conjunto £ un valor us(x) perteneciente al intervalo [0.1], llamado grado o nivel
de pertenencia de x (Zadeh, 1965).

Las funciones de pertenencia generalizan funciones caracteristicas de la
misma forma que los conjuntos borrosos generalizan los conjuntos (Pedrycz et al.,
2011).

La eleccion de los intervalos de las unidades para los valores de las fun-
ciones de pertenencia es en general una cuestion de conveniencia. Debemos hacer
hincapi¢ que al describir grados de pertenencia, el objetivo final es reflejar un orden
de los elementos en A en términos de su pertenencia al conjunto borroso (Dubois
y Prade, 1979).
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Se denomina a-corte de Aal conjunto nitido Ao = {x E E / g (x) > o}
para todo a € (0,1] (Kaufmann, 1973). Un a-corte de un conjunto borroso es el
conjunto nitido que contiene todos los elementos del conjunto referencial cuyos
grados de pertenencia al conjunto borroso son mayores o iguales que el valor es-
pecificado de a (Klir y Yuan, 1995). En particular, se define el a-corte para oo = 0,
como la clausura! de la unién de los 4, con 0 < o < 1 (Buckley, 1992a,b). Todo
conjunto borroso puede expresarse mediante sus o.-cortes. Los a-cortes son cortes
del conjunto borroso que generan conjuntos no borrosos (Buckley et al., 2002).

Un subconjunto borroso 4 de un conjunto E se llama normal si existe un
x € E/ pg (x) = 1. De lo contrario, se trata de un conjunto subnormal (Carlsson y
Fullér, 2010).

Un conjunto borroso 4C R es convexo siy s6lo si, V x € [x1, x,]C R se
verifica que ug (x) > min {ug (x1), g (x2)} (Tanaka, 1997). Si un conjunto borroso
es convexo, entonces todos su a-cortes son convexos, y si un conjunto borroso tiene
todos sus a-cortes convexos, entonces es un conjunto borroso convexo (Pedrycz
etal.,2011).

1.1. Numeros borrosos

En la practica, los valores exactos para los parametros de los modelos, no son tan
comunes. Normalmente, la incertidumbre y la imprecision surgen debido a la falta
de conocimiento e informacion incompleta reflejada en la estructura del sistema,
parametros, aportes y posibles limitaciones. Los numeros borrosos modelizan canti-
dades imprecisas y capturan nuestro concepto innato de nimeros aproximados tales
como aproximadamente 5 o alrededor de 10 (Pedrycz et al., 2011).

Un numero borroso es un conjunto borroso de los numeros reales, con
una funcion de pertenencia convexa, normal y continua de un soporte acotado
(Carlsson y Fullér, 2010).

1.1.2. Numero borroso triangular

Se denomina numero borroso triangular (NBT) al numero borroso real, continuo,
determinado de manera tnica por tres numeros reales, aj, a, y as, tales que a; < a;
<as (Figura 1), es usual representarlo por A= (a1, ay, a3). Su funcién de pertenencia
esta dada por:

!'La clausura de un conjunto 4 es el menor subconjunto cerrado contenido en 4, es decir que es la interseccion
de todos los subconjuntos cerrados que contienen a 4, y se denota A". El conjunto A es un conjunto cerrado
(Ying-Ming y Mao-Kang, 1997, p.43).



98 Parma, Fernandez

0 si x<a,

si aysx<a,
VxeR u,(x)=

—X+4d; sia,<x=<a,

o Six>a,

y los a-cortes son 4, = [(ay — ay) o + ay, (a2 — az) o + az], V a€[0,1]

Supongamos que se desea modelar en un ambiente incierto, para el cual
es posible definir los valores maximos y minimos que puede llegar a tomar la va-
riable imprecisa en consideracion (o - corte de nivel 0, Ay = [a1, a3]). Si se lograra
indicar un valor a, en [a;, a3] como el méas posible, entonces podriamos definir el
valor incierto con un nimero borroso en donde los valores extremos estaran dados
pora;y asy a3y el mas posible estara en a,. Entonces con estos tres valores ay, a;
y a3 se podra construir un NBT y definir su funcion de pertenencia.

Por lo general, bajo condiciones de incertidumbre, conocemos unicamente
tres valores: el minimo, el maximo y el de mayor nivel de presuncion. Ademas,
los NBTs se usan en muchas situaciones practicas por su simplicidad en el calculo
(Lazzari, 2010).Por todas las ventajas sefialadas, se utilizara en este articulo este
tipo de nlimeros borrosos para definir pardmetros inciertos.

Figura 1
Numero borroso triangular




Ecuaciones diferenciales borrosas lineales de primer orden... 99

2. Ecuaciones diferenciales borrosas lineales de primer orden

En los ultimos afios, ha crecido muy rapidamente el estudio de las ecuaciones
diferenciales borrosas. Las mismas desempefian un rol importante en diversos
campos, tales como biologia, ingenieria, fisica y economia. El término ecuaciones
diferenciales borrosas o Fuzzy Differential Equations (FDEs) fue introducido por
Kandel y Bryatt (1987). Para su abordaje se han desarrollado muchas teorias para
definir derivada borrosa.*

Las FDEs de tipo lineal, son las que tienen mayor cantidad de aplicaciones
entre las FDEs y diversos autores han contribuido en su investigacion como es el
caso de James Buckley y Thomas Feuring (2000).

Se considera en este trabajo ecuaciones diferenciales de primer orden de

tipo lineal con coeficientes constantes,

dy =ay+b/a€ERrbeE R con condicion
o _ »

inicial y (0) = c.

Estudiamos dos casos particulares de ecuaciones diferenciales borrosas

lineales que serviran posteriormente para el analisis del Modelo de Sachs:

1. Condicion inicial borrosa para a > 0.
2. aincierto para 4 >0

2.1. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas con condicion
inicial incierta

Dada % =ay+b/aENR" AbENR, con condicion inicial incierta definida con un
X

NBT Y (0) ¥ (v1, Y2, v3) La ecuacion diferencial se transforma en borrosa y se
simboliza:

4Y _ ¥ +b (1)
dx

Buckley y Feuring (2000) proponen una solucion para este problema de
ecuaciones diferenciales de primer orden lineales con condicion inicial incierta
simbolizada BF'S (Buckley and Feuring solution) que se desarrolla en el anexo de

2 Derivative (Buckley, Feuring, 2000, Pp. 45-47).
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este trabajo (b.1). Se expresa a continuacion los o — cortes de la funcioén borrosa
solucion:

BFS=Y (x, o) = [y (x, &), »» (x, @)] Donde:
y,(x,0) = b, {[yl +aly, - )]+ é}ew‘e
a a

5 b ()
yo(x,a) = __+{[Y3 —a(y; _Yz)] +_}em
a a

2.2. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas con constante
incierta

Dadaﬂ=ay+b,x611CER*,yEQC?RJ’,bEER,y(O)=y/yECC§R+
X

Se considera incierta la constante ¢, definida como un NBT positivo

A =1, B2, B3), 1> 0
La ecuacion (2) se transforma en borrosa:
A7 _ ¢ F o AT bov(0) :
d——f(x,Y,A)—AY+b,y(0)—y/yECCER 3)
x

Los a — cortes de la funcion borrosa solucion, desarrollada en el anexo (b.2) de este
trabajo, estan dados por:

BFS =Y (x, o) = [y (, @), y» (, )] Donde:

=_+ b [ﬁla(ﬁZ_ﬁ])]X
M BB +{Y+ B, +au(B, —Bo}e @
b b [Bs—a(Bs—Bo)]x
(x,0)=— +1y+
e B3 _G(B:*) - [32) { B3 —0.([33 — ﬁ)z)}e
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3. Modelo de Sachs. La trampa dela pobreza

la hipotesis central parte de que los paises pobres son vulnerables a caer en una tram-
pa de pobreza que puede ser causada o exacerbada por un excesivo peso de deuda
(Sachs, 2002). La idea basica de una trampa de pobreza es que la no linealidad en
el ahorro, la inversion y la produccion pueden llevar a que algunos paises de bajos
ingresos queden atrapados en una situacion de niveles bajos o atin en descenso del
PIB per capita, a pesar de las fuerzas de convergencia econdmica, tales como el
ingreso de capitales en paises con poco capital o la difusion de tecnologia de paises
ricos a pobres (Sachs, 2002). El modelo basico presentado busca mostrar esta idea.
En el modelo, la tasa neta de ahorro se anula cuando el ingreso cae por debajo de
cierto nivel minimo de subsistencia.

Parte de la nocion que los agentes necesitan un nivel minimo de consumo
m para alcanzar ciertas necesidades basicas de salud e higiene, alimentos y aloja-
miento. Cuando el ingreso per capita (y) supera al nivel minimo de consumo (m),
los agentes ahorraran una proporcidon o del exceso. Cuando el ingreso no alcanza
el valor m, el hogar no ahorrara.

Entonces, podemos definir la tasa neta de ahorro como (Sachs, 2002):

. 0 siy<m 5)
o(y—-m)si y>m
m:  ingreso minimo necesario para cubrir necesidades basicas.
Vi ingreso per capita
O:  propension marginal a ahorrar.

El ingreso estd definido por la suma del producto y la ayuda externa menos los
servicios de deuda (Sachs, 2002).

Y=q+f-d (6)
q:  producto
I ayuda externa
d: servicios de la deuda

Se supone que f~d<m, es decir lo que ingresa al pais en forma de ayuda extranjera
neta no es suficiente para cubrir las necesidades basicas.
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El producto es proporcional al valor del capital reproducible.
q = Ak (7
La acumulacion de capital se representa por la siguiente ecuacion:

dK

W=s—(n+6)k (8)
n: tasa de crecimiento de la poblacion.
o tasa de depreciacion del capital reproducible.

Se supone ademas que (0 A—n — ) > 0, entonces la economia mantiene un creci-
miento econdmico positivo siempre que y > m.

Reemplazando (5), (6) y (7) en (8) obtenemos la ecuacion de acumulacion
de capital:

dK

—=k(cA-n+d)+o(f-d-m

o=k )+o(f ) ©)
Larepresentacion grafica de la expresion anterior se conoce como diagrama

o curva fase del capital y todos sus parametros son externos al modelo menos el

valor de k. Si se anula (9) se obtiene el punto de equilibrio (raiz curva fase):

+ _ o(f-d—m)
OA-n-90
La expresion (9), es una ecuacion diferencial de primer orden lineal con
coeficientes constantes:

k (10)

%=ay+b/a€§)‘i*AbEER/a=(0A—n—6)/\b=0(f—d—m) (11)
X

Su solucion general es:?

k(1) ==L 4 ce (12)
a

3 Chiang, A. (1999), pp. 180-485.
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Reemplazando a y b:

_ _o(f-d-m) (OA—n-8)t
B (13)

Si &(0) = ko, la solucion particular de (9) es:

k(t)= _M+|:k0 +Mj|e(cmné)z (14)
OA—-n-9 OA—-n-9

k()=k"+ (ko— k" )e@4=n =1 (15)

3.1 Caso 1 ky borroso

Cuando se modela en el mundo real, no siempre los parametros empleados toman
valores fijos y Unicos. Algunos pueden ser inciertos o imprecisos. Muchos inves-
tigadores toman dicha imprecision en un sentido borroso, y utilizan los conjuntos
borrosos para reflejar dicha incertidumbre.

Cuando aparece la incertidumbre en un problema econdémico dinamico
que se modeliza a través de ecuaciones diferenciales se emplean ecuaciones dife-
renciales borrosas. Supongamos que en el modelo de Sachs, no conocemos con
certeza el stock inicial de capital, pero estamos en condiciones de determinar un
valor minimo y uno maximo. Ademas, por conocimientos previos, obtenemos el
valor més posible de existencia inicial.

_ En este contexto, es posible expresar a k, como un niimero borroso trian-
gular: Ky = (ko1, ko2, ko3), cuyos o — cortes son: Ko* = [ki(a), ka(a)] = [ko1 + o (ko
— ko1), ko3 — o (ko3 — ko2)] V o € [0,1]

Por lo tanto, el problema consiste en hallar la solucion de la ecuacion di-

ferencial fundamental del modelo, dK =(0A — n—98)K +0o( f—d-m), con condicion
inicial incierta. 4
Como se ha desarrollado en la seccion 2.1 se obtiene la solucion de la

ecuaci()nborrosad—K = f(t,K)=aK +b/a=(cA-n-8)yb=0(f—d—m), cuyos
o, — cortes son:

K (t, o) =[ki(t, 0 ), k> (¢, 0 )] Ve ERY, Yo [0,1]
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Teniendo en cuenta (2):
b b|
k(t,0) = - + {[km +au(ky, — 01)] + g}e ‘y

ky(t,0) = —S‘*{[km —a(ky; — 02)]"‘%}36”

Reemplazandoa=(cA—n—-0)yb=0o (f—d—m):

—d- -d- OA—-n-9d)1
kl(f»a)=—%+{[k01+a(koz_km)]"‘%}e(A ®) (16)

o(f-d—m) o(f—d—m)| (oa-n-d)
kz(t,a)=—m+{[k03+a(k03— 02)]+m}€< An-d)

3.1.1 Aplicacion

Existe un pais que ahorra el 60% de la diferencia entre el ingreso per capita y la
linea de pobreza, que la tasa de transformacion del capital en producto es del 40%,
la poblacion crece a una tasa del 2% y el capital se deprecia a un 20%.

Sabemos ademas que el ingreso minimo cubrir las necesidades basicas es
de 170 unidades monetarias, los agentes externos cobran 70 unidades monetarias
por servicio de deuda y nos proporcionan 50 de ayuda externa.

Entonces, los parametros del modelo quedan definidos de la siguiente
manera:

a-oe m =160
=0. d =70

n=0.02 -

5=02 /=

En un ambiente de incertidumbre, quiza no sea posible determinar un
unico valor para el stock de capital inicial. Consultando expertos se puede deter-
minar un valor minimo, por debajo del cual no es probable que tome valores la
variable considerada, un valor maximo, por encima del cual tampoco es admisible
que sobrepase, y por ultimo, un valor mas posible de existencias en el momento 0,
evaluado por experiencias previas. No fue posible determinar valores adicionales
para completar la informacion.
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El consenso de expertos, determina como valor minimo un stock inicial
de 8000, como valor maximo 10000 y el mas posible 9000. Entonces se define a
k(O) = KO donde K() esun NBT K() = (k()l, k()z, k()3) (8000 9000 10000)

con a — cortes: Ko = [ki(cr), ka(cr)] =[8000 + 10000, 10000 — 10000] V o €
[0,1]

Resolvemos el modelo:
a=(04-n-8)=0.02yb=0(f—d—m)=-108
Por lo tanto, la ecuacion del crecimiento del capital (9) es

‘ii—[f=0.021%—108 (17)

Sise anula la expresion anterior y se resuelve la ecuacion borrosa (10), se obtiene un
NBT que corresponde a un nimero real, K+ = (5400, 5400, 5400 = k. EnlaF igura
2, se representa la curva fase (17):

Figura 2

Curva Fase
dk
dt
200 .
100 |

k*

2000 4000 6000 3000 10000

100 L
200 L
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__ SeobservaenlaFigura2 que para K>Kx,el capital crece mientras que para
K < K+, éste decrece, V 1 € [0, )], V o € [0,1]

A continuacion, se obtiene la solucion de la ecuacion (17). Teniendo en
cuenta (16), se obtienen los a — cortes del capital borroso K (¢, o) = [k (¢, v), k>
t, ] VteER:, Vae[o,1]

ki (t, o) = 5400 + {8000 + 1000c. — 5400} %% = 5400 + {2600 + 10000} *** V
teENRg, Vae[0,1]

ky (£, o) = 5400 + {10000 + 10000 — 5400}€%%% = 5400 + {4600 — 10000} %% ¥
teENRy, Vae[0,1]

Tabla 1

Valores de k(t, @) y k; (¢, o) parat= 10

o ki(t,o) ko(t,0)

0 8575,64717 11018,4527
0,1 8697,78745 10896,3124
0,2 8819,92772 10774,1721
03 8942,068 10652,0319
0,4 9064,20827 10529,8916
0,5 9186,34855 10407,7513
0,6 9308,48883 10285,611
0,7 9430,6291 10163,4708
0.8 9552,76938 10041,3305
0,9 9674,90965 9919,19021

1 9797,04993 9797,04993

En la Tabla 1, se observa que,para el caso particular de ¢ = 10, k(¢, o) es
una funcidn creciente respecto a oy para k; (¢, o) es decreciente. En efecto:

2—k1(t,oc) =1000¢"" >0V € R;
a

Z—kz(t,(x)=—100060‘02t <0ViER;
a
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Ademas para o = 1:
ki (t, 1) =k (t,1) = 5400 + 36000 VieER]

Por lo tanto & (¢, ) € k; (¢, o) definen un nimero borroso triangular. En la Figura
3 se representa ky (¢, o) € k» (¢, o) para ¢t = 10, que definen un NBT.

Figura 3
ki (10, 0) y k2 (10, o))
- N’«
3
o
[ o
L
—o—kl1(t,0) <
—Kk2(t,o0)
Lt
o
- N’«
=
T T T T T T (=}
o =) o =) = =) =)
S S S S S S
S S S S S S
S 9 3 O <t N

Por lo tanto, existe la solucion K t, o) =[ki(t, ), kr (t, )]V tENRg, ¥
a € [0,1]. En la Figura 4, se representan los alfa-cortes del capital borroso, para

niveles 0 y 1, y se observa que dichas curvas son crecientes V ¢ € [0, ©) V o €
[0,1]. Es decir:

ki (1,0) — o0 'sit — o0, ki (1, 1) = ko (£, 1) — 00 'si t — o0
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Esto es la consecuencia de considerar valor inicial del capital mayor al
punto de equilibrio.

Figura 4
Trayectoria del capital borroso, para valores iniciales mayores que £ *

k
20000

15000

10000

5000 -

A suvez, sit — o ky (1,0) — k; (¢£,0) — oo, es decir la borrosidad crece
cuando ¢t — co. En la Tabla 2 se observa el incremento de incerteza cuando aumenta ¢.

Tabla 2
Borrosidad para ¢ tendiente a infinito
‘ ki) ko) kf(‘;’g)"jc’f;f”o’ )
10 8575,64717 11018,4527 2442,805516
100 24611,5459 39389,6581 14778,1122
1000 1,2614E+12 2,2318E+12 9,7033E+11
10000 1,8788E+90 3,3239E+90 1,44519E+90

A pesar de la incerteza, si se hubiese tomado una decision a priori con-
siderando el caso mas posible como stock inicial de capital (9000, el modelo se
transforma en nitido y su solucion coincide con el del modelo borroso para el alfa-
corte de nivel 1 (mayor nivel de presuncion):
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k(f) = 5400 + 3600e*% VieER

Por lo tanto, la gran ventaja del modelo incierto es que siempre incluye
la informacion del modelo nitido. En la Figura 2, se observa la solucion nitida re-
presentada por k(z2,1) =k (2,1).

Por otro lado, ante una condicion inicial incierta, la incertidumbre se in-
crementa a medida que ¢ — oo Es decir, a medida que pasa el tiempo, es mas dificil
predecir el valor exacto que tomara el capital en un determinado momento. En el caso
de certidumbre en la condicion inicial, la trayectoria temporal es tnica y la ventaja
es que se podra determinar el valor del capital en cualquier instante de tiempo.
~ Si se considera un valor inicial de capital menor que K+, por ejemplo
Ko = (ko1, ko2, ko3) = (3000, 4000, 5000) < (5400, 5400, 54000), el capital borroso
es decreciente V ¢t € [0, ©), V a € [0,1] (Figura 5).

Figura §
Trayectoria temporal del capital borroso, para valores
iniciales menores que k*

6000

5000

4000

3000 r

2000

1000
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La economia crece o se contrae dependiendo del nivel de capital k. El
umbral entre el crecimiento y decrecimiento del producto ocurre cuando el stock

de capital es k' = _oUzd=m)
OA-n-39
dk

o =-—(0+n), y la economia se contrae a una tasa de crecimiento — ( 8 + 7).
t

. Cuando k < —%H < k", el ahorro es nulo,

« dk
dt
producto y el stock de capital caen hasta el punto en que el ahorro es nulo y la
economia nuevamente se contrae a la tasa (0 + n).
Por ultimo, cuando k > k*, la economia crece, y a una tasa creciente y se
acerca asintdticamente a A0 — 8 — n.

En cambio, si %d_f<k<k = 6 (Ak—f=d = m)=(3+n) <0 €l

3.2 Caso 2 (6A-n-9) borroso

Supongamos que el producto (¢) esta definido por una proporcion (4) no fija respecto
del valor del capital. Ademas, podemos determinar una proporcién minima, una
maxima, y la mas posible y no conocemos otro valor. Entonces, se puede expresar
a A como un namero borroso triangular A = (@, ap, ay).

Debido a que el capital es heterogéneo, las tasas de depreciacion son
diversas, por lo que podriamos expresar a 6 como un nimero borroso triangular
8=, dp, Om). A su vez, por falta de informacion, la tasa de crecimiento de la
poblacioén es incierta y también puede tomar un valor minimo, maximo y el mas
posible, n = (ny, n,, ny).

La propension marginal al ahorro es un parametro nitido, pero puede ser
expresado como niimero borroso triangular de la forma 6'= (o, 0, Oum).

Operando convenientemente, se obtiene la constante a, definida como un
NBT positivo: =0 A—n—8=(B1, P2, B3), f1 > 0 con

do = [a1 (o), az ()] = [B1 + o (B2 = B1), B3 — & (B3 — P2)]

Laecuacién (9) % =(0A-n-8)k+0(f - d -m)conk(0)= ko, se transfor-
" :
ma en borrosa como la expresada en (3): Z—K = f(t, K ,d)/k(O) =ky/kyECCR"
1

Teniendo en cuenta (4), se obtiene la solucion K (7) para £(0, o) = ko son
K(t, o) = [ki(t, @), k2 (2, )]
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b b [ﬁ]*’a(ﬁz‘ﬁl)]’
)[R RS/
k(r.0) [31+a([32—f31)+{ ot [31+0L([32‘51)}e (18)
(2 [N NS U - }em—ams-ﬁzﬂf
ﬁ3_0‘(|33_ﬁ2) [33_0‘(63_'32)

3.2.1. Aplicacion

Suponemos que en el pais la tasa de transformacion de capital en producto varia
y tiene un valor minimo del 20%, uno maximo del 40% y el mas posible es del
30%.

Por otra parte, no podemos determinar la tasa de crecimiento de la pobla-
cion, solo sabemos que es el menos del 1%, no es mayor al 3% y lo mas posible es
que sea del 2%. Ademas, por diferencias en las existencias, sabemos que el capital
se deprecia entre un 4 y 6% y el valor mas posible es el 5%.

Tenemos certeza que la economia ahorra la mitad de la diferencia entre el
minimo para sobrevivir que es de 150 unidades monetarias y el ingreso per cdpita.
Por ultimo se sabe que el servicio de deuda es de 60 unidades monetarias y la ayuda
externa de 40.

Entonces, los parametros del modelo quedan determinados de la siguiente
manera:

A=(02,03,04) 0=(§0
m =
=(001,002,003) 1 "0

i b=o(f-d-m)=-85
6=(0.04,005,006) | =40

k(0) = 10000 donde Igo es el stock de capital inicial cierto.

Operando convenientemente con NBT, se calcula n= (64— n—§), y se
obtiene el niimero borroso triangular @ (B1, B2, B3) = (1.01,0.08,0.15) cuyos o —
cortes son:

[ai(a), ap (a)] =[0.01 +0.07 @, 0.15 - 0.07a]VaE [0,1]

Empleando (18) se obtiene la solucion K (¢) para la condicion inicial k(0,
a) = ko:
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Sus a. — cortes son K¢ [ke (£,00), ken (2,00)]

kl(z,o() = L +110000 - L (0014007 )t
0.01+0.07a 0.01+0.07a

kz(t,o() = L +310000 - L e(0.15—0.07a)z
0.15-0.07a 0.15-0.07a

En la Figura 6, se representan los alfa-cortes del capital borroso, para nive-
les 0y 1, y se observa que dichas curvas son crecientes V ¢ € [0, «0), ] Vo€ [0,1].

Figura 6
Trayectoria temporal del capital borroso

k
60000
50000
400001

300001

20000( .
K1(0)
10000
0 50 100 150 200 250 300 '

Como en el caso 1, k(z,0) — o si t — © ki(t,1) = ky(¢,1) — 00 si — o0.

A suvez si t — o k(t,0) — kx(2,0) — oo, es decir la borrosidad crece si t — co.

En este caso, ademas, la curva fase es una funcion borrosa. En efecto, se
resuelve la ecuacion borrosa® para obtener el equilibrio que resulta incierto:

4 Buckley, J., Eslami, E. yFeuring, T. (2002), pp 20-24.
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l

]
=
IS
+
S
]
(en]

(19)

U
%]

Se obtiene la solucion de (19):

[an(ct).ax(@)][ K@)k, ()] =85

| )=LA;{*2(G)=L
0,01+0,07a 0,15+0,07c

*

Como ﬂ <0OA—2% dk, > (0, no existe la solucion clasica K [ ] Por lo tanto, se obtiene

do do
.-y .y . .« . .y o
la solucion de la ecuacion por el principio de extension K, [oc]:

k(o) = min{% Vae 51(0()}/\/(62*(&) , max{% Vae Ez(oc)}

Como %TS es decreciente V a € a (o), los alfa-cortes del capital son:

K, [0‘]=[’<e1 () ke (a)]/k“ ()= 0152007 2 (@)= 0,01+0,070;

Se observa en la Figura7 el grafico de K® que no es un nimero borroso
triangular. Al realizar la multiplicacién de numeros borrosos triangulares no se
obtiene un nimero borroso triangular. Sin embargo para los fines de este estudio se
aproximay se lo trata como un NBT dado que no modifica el analisis posterior. Se

podria aproximar a un namero borroso triangular K * = (@ % 8500)
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Figura 7 ~
Equilibrio borroso K *
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En la Figura 8, se representa los alfa-cortes de nivel 0 y 1 para la curva fase.

Figura 8
A cortes de la curva fase borroso

K
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k
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3 2
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5. Comentarios finales

La incertidumbre presente en la realidad macroecondmica actual, hace que sea
necesario poder adecuar los modelos tradicionales para permitir captar estos feno-
menos. La imposibilidad de fijar cantidades exactas para ciertas variables o valores
ciertos para algunos parametros, genera la necesidad de implementar algunas he-
rramientas que traten al caso preciso como caso particular de un caso mas general,
de caracteristicas inciertas.

La teoria de conjuntos borrosos permite modelizar en un ambiente de
vaguedad. En este articulo se han empleado s6lo NBT para identificar incerteza en
ciertos parametros del Modelo de Sachs, ya que normalmente en situaciones prac-
ticas no se conocen mas que tres valores: el minimo, el maximo y el mayor nivel de
presuncion. Ademas la manipulacion de los mismos es sencilla y no complejiza la
resolucion de ecuaciones diferenciales borrosas lineales, cuyo marco tedrico, como
hemos visto a lo largo de este articulo, es bastante engorroso.

En la aplicacién desarrollo del Caso 1 (k, borroso), el punto de equilibrio

dt
K~ La curva fase no es borrosa (Figura 2). Es interesante la relacion entre esta
Gltima y el stock de capital inicial borroso, cuando se consideran K> K- 'y K <
K-+ . En efecto, si K> K , el capital crece (Figura 4) mientras que para K < K +,
éste decrece (Figura 5).

A diferencia del caso anterior, cuando se considera el parametro (04-n-3)
borroso, K * es un numero borroso (Figura 6) y la curva fase es también borrosa
(Figura 7).

Por otro lado, ante un capital inicial incierto, la incertidumbre se incre-
menta a medida que ¢ — o. Lo mismo sucede si una de las constantes es incierta.
Por lo tanto una desventaja del empleo de ecuaciones diferenciales borrosas en este
tipo de modelos es la dificultad de predecir el valor exacto que tomara la variable en
un determinado momento, cuando ¢ aumenta considerablemente. Por el contrario,
para el caso de certidumbre, la trayectoria temporal es inica y se podra determinar
el valor del capital en cualquier instante de tiempo.

La gran ventaja del modelo incierto es que siempre incluye informacion del
modelo nitido, considerando el valor de mayor nivel de presuncion para la variable
(oo =1). Esto ocurre para cualquier modelo borroso.

Finalmente, el objetivo de los autores, es mostrar un marco teérico-
practico de gran relevancia para el abordaje de modelos economicos dindmicos con

dK , x ,
=0, es un namero real k£, que puede expresarse como un niamero borroso
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parametros inciertos. Para el analisis de ventajas y desventajas de esta herramienta
teorica se considerd un ejemplo empirico en el contexto de pobreza (Modelo de
Sachs) donde se puede visualizar el empleo de ecuaciones diferenciales borrosas.
Las FDEs, y en especial las de tipo lineal, cumplen un rol importante en diferentes
aplicaciones no solo de la economia sino también de la biologia, ingenieria, como
en otros campos de la ciencia.
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Anexo

a. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

a.l. Ecuaciones diferenciales de primer orden nitidas

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se definen de la siguiente
forma:

%=f(x,y,k) cony (0)=c (1)

k= (ky, ky,..ky) € A CR", x pertenece a un intervalo cerrado real [y, talque 0 €/,
CR, c € CCH ey €L CR. Por lo tanto, el producto cartesiano /1 x I, representa
una regién del plano R?, que llamaremos D.

Si la ecuacion diferencial (2) satisface las siguientes condiciones suficientes:’

* fescontinua en D

. % es continua en D
dy
 (0,0)€D

5 Spiegel, M., 1983, Cap. 1, pp. 24.
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Entonces la ecuacion diferencial (1) tiene tnica solucion:
y=gx kcoyx€l,k€Ad, ceC 2)
Se considera a su vez que g (x, &, ¢) es continuaen /; x 4 x C

a.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden borrosas
a.2.1. Definicion ecuaciones diferenciales de primer orden borrosas
Si los valores de los &; y el valor de ¢ son inciertos, la ecuacion diferencial (1) se
transforma en borrosa, y su solucion sera una funcién borrosa.®

En este trabajo, para reflejar la imprecision, se utilizan numeros borrosos
triangulares.
Asi la ecuacion (1) queda expresada:

dy

— f(x.¥.K)/7(0)=C (3)

Donde K = (131, ]52, I?,, ) es un vector de niimeros borrosos triangulares, Cesun
nimero borroso triangular ¢ Y (x) es una funcion borrosa desconocida.
Se desea resolver (3) y obtener ?(x) borroso triangular V x € 1.

Para ello se recurre al principio de extension (Buckley y Feuring, 2000).
En primer lugar,se obtiene la solucion nitida de (1), y = g (x, &, ¢) para luego hallar

Y(x) = g (x K C), utilizando el principio de extension cuyos o — cortes son Y(x, c)
=[y1 (x, 0, y2 (x, a)] con:

yl(x,oc)= min{g(x,k,c)/ kEK,cECNxE I,a € [O,l]}
yz(x,(x)= max{g(x,k,c)/ kEK,cECNxE I,a € [0,1]}

Para que los o — cortes de Y, (x) definan un nimero borroso para V x € /; sedebe
cumplir las siguientes condiciones suficientes:

¢ Se simboliza con mayuscula a los subconjuntos borrosos de R". Y, K, C, representan subconjuntos borrosos
de R".
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d 0
a_il(x’a) >0 %(X,Ot) <0Vxel,

yl(x,l)s yz(x,l) Vxel,

Para el caso de numeros borrosos triangulares, esta ultima condicion se puede
escribir:

N ()C, 1):y2(x9 1) VXE[I

Se asume que y; (x, o) Vi = 1,2 es diferenciable respecto a x, V o € [0,1] y se
simbolizan las derivadas parciales de y; (x, o) Vi = 1,2 respecto a x como y; (x, )
Vi=1.2.

Si[y1(x, o) yox, o) define los o.—cortes deun nimero borroso Vx €17, V a.€[0,1], sedira

que (2 es diferenciable,”y < (1, = 3i(x.a), 3 (v.o)] Yx € 1, Yo €[0.1]
X

Para que I7(x) sea solucion de la ecuacion (3), ademas de que ar exista, debe sa-
tisfacer la misma. o dx

Para ello debemos obtener los a — cortes de f'(x, ¥, K ) utilizando el principio de
extension:

f(x,f,l%)(x,oc) = [f](x,a),fz(x,oc)]
f1<x,0t) = min{f(x,y,k)/ yE Y(x,(x),c S C‘(x,oc),Vx el VaeE [0,1]}
a)=m

fz(x ax{f(x,y,k)/ yeE ?(x,a),c e C’(x,oc),Vx S LIS [0,1]}

= : . dY :
Y(x) es solucion de (3) si existe . y se verifica:
X

yl’(x,a) = fl(x,oc)
yé(x,oc) = fz(x,a) )

n(0.¢) = o)

7 Seikkala derivative (Buckley, Feuring, 2000, Pp. 45).
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12 (0, 0) =c, (o)
donde C (x, ) = [c] (x, @), ¢2 (x, )]

a.2.2. Condicion para la existencia de soluciéon Buckley — Feuring(BFS)

Se considera que existe d_?(x) = [y{(x,oc),y;(x,a)] Vx € I, Luego BFS= Y (x) es
solucioén de (3) si: dx

Y098 .0y98 Y ovizl.n

5
dy dc ok; ok, ®)

Si alguna de estas condiciones no se cumplen, Y (x) no resuelve la ecuacion dife-
rencial borrosa (3).

b. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas (Buckley y
Feuring, 2000)

Tal como se indico en el apartado anterior, se considera en este trabajo las ecuaciones

diferenciales de primer orden de tipo Z—y =ay+b/a€ERAbENR cony(0)=c.
X

Estudiamos dos casos particulares que nos sirven para el analisis del
Modelo de Sachs:

3. Condicion inicial borrosa para o > 0.
4. o incierto para 4 > 0)

b.1. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas con condiciéon
inicial incierta (Buckley, Eslami y Feuring, 2002)

Dada % =ay+b/a€NR" AbENR, con condicién inicial incierta definida con un
x

NBT

Y(0)=7=(11.Y275) ©)
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La condicion inicial incierta transforma la ecuacion (6) en borrosa:

A Teb (7
dx

Los a — cortes para la condicion inicial son:

Y(O»OL) = [yl (0,01),)’2(0,0()] = [CI(OL),CZ(O():I = [Yl + G(Yz - Yl)’YS - a(Ys - Yz)]

En primer lugar se obtiene la solucion nitida de (6):

y(x)= g(x,c)=—£+ce‘”
a
~ dY ) )
Los alfa-cortes de Y e E son: [y (x, ), y2 (x, a)] e [y1 (x, @), y2 (X, )]

respectivamente donde CCZ[_Y @)= (x, 0,y (x, )] VxEI.
X
Para que BFS = }7(x) sea solucion de (7) se debe cumplir (5). En efecto,

g=a>0/\a—g=

e“* >0 Por lo tanto existe la solucion BFS = I7(x) y se reemplaza
dy Jdc

en el sistema de ecuaciones diferenciales (4) a:

y(x) por : yl(x,oc)en fl(x,a) e y2(x,0t)en fz(x,a)

yl’(x,oc) =a yl(x,oc)+ b
yé(x,oc) =a yz(x,(x) +b
n(0.0)=c (o)
yz(O,a)=c2(a)
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Se obtienen los valores de las constantes ¢; (o) y ¢; (o)

b b
(0a) ==L}l ) = ala) v+l )+

b b
3(0,0) ===+ ey(a)= v —afys -va) = e (@) = vs - a(r —vo )+~

Por lo tanto:

n(wa)=-2o{fn ol -v)]+2fer
ne)==2e{[1,-at 1) e

Se analiza si la solucion [y (x, ), y2 (x, )], V x € [, a € [0,1] define un numero
borroso triangular:

Vi (x, o) i = 1,2 derivables respecto de a,

9 ax 4 ax
Fara)=(im)e >0 SR(ra)=—afr ) <0

b b| a
yl(x,l) = yz(x,l) = —;+ {yz +Z}e
Y(x,oz) = [yl(x,oc),yz(x,oc)] Vxel, Vo€ [0,1] define un NBT

b.2. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden borrosas con constante
incierta (Buckley y Feuring, 2000)

Dada

?=ay+b, XELCR-yELCR aERH bERY(0)=y/YECCTR" (9)
X
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Se considera incierta la constante a, definida como un NBT positivo A (B1, P2, B3),
B1 > 0 cuyos o — cortes de 4 son:

A, =[a(o).ay(@)] =B+ (B2 ~B).Bs —(Bs ~PB,)]
La ecuacion (8) se transforma en borrosa:

d—Y=f(x,Y,A)=AY+b, y(0)=y/yECCR* (10)
dx

En primer lugar, se debe hallar la solucion nitida de (7)

y(x)=g(x,a)=_£+(Y+é)eax
a a

i

Para que BFS = }7(x) sea solucion de (9) se debe cumplir (5). En efecto, P a>0
y
yaquea ER"y s _ y(x) >0VxENR puesy €L, CR". Como y (x) >0 VER"
da

se debe cumplir:

y>—2>0
a

La condicion anterior es suficiente para asegurar el crecimiento de g(x, a) respecto de a:

Vx>0AVa >O/\y>—é>0 se verifica: a—g=%(1—e“)+ye”+(y+£)xe”>0
a

a da a

Teniendo en cuenta el cumplimento condiciones de existencia de la solucion BFS =
Y (x), se plantea el sistema de ecuaciones diferenciales (4) donde se reemplaza a:

aporay () enf (x,q)y apora (a)enf(x,a)
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Resolviendo el sistema anterior se obtienen los o — cortes de la solucién ¥ (x) para
y(0,0)=1y:

Y(X, G) = [yl (X, a)’ Y2 (X, G)]

yl(x,(x) =- b +iv+ e[ﬁl +0(By-By )] x
B+ (B, - B) B+ (B, -B)
b b [B5-ai(ps-B,)]x (b
)72(x,Ot) =" B _0‘([33 _[32) +{Y+ B, —Ol([33 _Bz)}e

Se puede comprobar que la solucion [y (x, o), y» (x, @)] V x € I, o € [0,1], define
un nimero borroso triangular.



