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Resumen

Como contribucién al homenaje que se le rinde a Jean Piaget, a los
treinta anos de su fallecimiento, presentamos una revisién, que no
pretende ser exhaustiva, de algunas de sus ideas y de como estas han
sido germen de estudios posteriores relacionados con la ensefanza
y el aprendizaje de la Geometria. Exponemos dos hipétesis centrales
de los estudios de Piaget sobre el desarrollo de la concepcion del
espacio en los nifios. Mostramos el punto de vista de Piaget acerca de
la competencia que tienen los nifos en tareas de: discriminar figuras
geométricas, representar figuras geométricas, construir sistemas de
referencia bi o tridimensionales y justificar afirmaciones sobre he-
chos geométricos. Al respecto de cada tarea, hacemos referencia a
estudios posteriores, la mayoria hechos en el contexto escolar, que
confirman las ideas de Piaget o sugieren una revisién de las mismas.

Abstract

As a contribution to the tribute of Jean Piaget’s work 30 years after
his decease, we offer a brief review of some of his ideas and how
they have been the origin of later studies related to Geometry and
learning-and-teaching processes. Two main Piaget hypotheses about
development of space concept adopted by children are presented.
Piaget’s point of view on children’s competence for discriminating
and representing geometric shapes, building two-and three-dimen-
sional reference systems, and justifying statements about geometrical
facts are also shown. For each task a reference is made regarding
further studies, most of them in a school environment, which validate
Piaget’s ideas or suggest their review.
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Piaget, diddctica de la Geometria, discri-
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Introduccion

La Didactica de la Matemdtica es una disciplina joven. Su esta-
tus cientifico se alcanzé a mediados de la década de los sesenta
cuando empezaron a surgir departamentos de Didactica de las
Matematicas en las universidades europeas y norteamericanas,
publicaciones especializadas, encuentros entre profesionales
del campo, etc. En particular, los albores de la Didactica de la
Geometria se ubican por la misma época y los trabajos de Jean
Piaget marcan buena parte de su comienzo. Sus ideas acerca del
desarrollo de la representacion del espacio en los nifios y de la
manera como progresivamente organizan las ideas geométricas
delinearon estudios investigativos encaminados a desarrollar el
sentido espacial y el razonamiento de los estudiantes y conduje-
ron trayectorias curriculares a partir de la época del setenta. La
influencia es tan marcada que la Geometria escolar actualmente
tiene que ver, en la mayoria de los paises, con el estudio de los
objetos del espacio, sus relaciones y sus transformaciones, que
eventualmente han sido matematizados, y con los sistemas axio-
maticos que se han construido para representarlos (Clements y
Battista, 1992). Esto hace que el desarrollo del sentido espacial y
del razonamiento sean aspectos determinantes de los fenémenos
didacticos que interesan a los estudiosos de la didactica de la
Geometria.

En este escrito pretendemos contribuir al homenaje que se le
rinde a Jean Piaget, a los treinta afios de su fallecimiento, pre-
sentando una revision que no pretende ser exhaustiva, aunque si
ilustrativa, de algunas de sus ideas y de como estas han sido ger-
men de estudios posteriores realizados por investigadores intere-
sados en comprender fenémenos relacionados con la ensenanza
y el aprendizaje de la Geometria. Para organizar la revision, en
primer lugar presentamos dos hipétesis centrales de los estudios
de Piaget sobre el desarrollo de la concepcién del espacio en
los nifios. A continuacién, mostramos el punto de vista de Pia-
get acerca de la competencia que tienen los nifos en tareas de:
discriminar figuras geométricas, representar figuras geométricas,
construir sistemas de referencia bi o tridimensionales y justifi-
car afirmaciones sobre hechos geométricos. Al respecto de cada
tarea, hacemos referencia a estudios posteriores, la mayoria he-
chos en el contexto escolar, que confirman las ideas de Piaget o
sugieren una revision de las mismas. En todo caso, estos estudios



son precursores de la investigacion
en didactica de la Geometria, en-
tre otros, sobre procesos de visua-
lizacion (Krutetstkii, 1976; Bishop,
1980; Del Grande, 1990; Presmeg,
1986, Gal vy Linchevski, 2010),
construccion y uso de definiciones
(Vinner y Hershkowitz, 1980), razo-
namiento (van Hiele, 1986; Saads,
y Davis, 1997) y demostracion (de
Villiers, 1986; Boero et al., 1996;
Pedemonte, 2007; Mariotti, 1997,
2005, 2006; Douek, 2007 y Camar-
go, 2010).

Hipotesis centrales

del trabajo de PPiaget
sobre la concepcion del
espacio

Uno de los asuntos que investigd
Piaget, es la habilidad que tienen
los nifos para representar el espacio.
En colaboracion con Inhelder lle-
v6 a cabo diversos experimentos,
muchos de los cuales proponia a
los ninos tareas geométricas. Am-
bos investigadores sostenian que, a
pesar de que los nifios desarrollan
una percepcién del espacio circun-
dante desde muy temprana edad,
en el periodo sensoriomotor, esto
no significa que simultaneamente
desarrollen una conceptualizacién
del espacio tal que les permita cons-
truir una representaciéon mental del
mismo. Mas audn, segin ellos, la
construccion conceptual del espa-
cio se construye en oposicion a la
percepcion. Sugirieron dos hipétesis
relacionadas con las posibilidades

de los ninos de desarrollar una re-
presentacion del espacio.

* Hipotesis constructivista: la re-
presentacion del espacio depen-
de de una organizacion progre-
siva de las acciones motoras y
mentales que permiten el desa-
rrollo de sistemas operacionales.

* Hipotesis de la primacia topold-
gica: la organizacion progresiva
de ideas geométricas sigue un
orden definido que es mas 16gi-
co que histérico; inicialmente
se desarrollan ideas topolégicas,
luego se construyen relaciones
proyectivas y después, surgen las
relaciones euclideas.

Los experimentos de Piaget e
Inhelder (1967) les permitieron co-
rroborar sus hipétesis. Algunos de
ellos se han replicado con un interés
puesto en la didactica de la geome-
tria, se consideran ilustrativos de los
posibles desempefios que pueden
tener los estudiantes al aprender
Geometria. A ellos nos referimos a
continuacion.

Diferenciacion de
figuras geométricas

En uno de los experimentos, Piaget
e Inhelder (1967) pedian a los nifios
palpar, con los ojos cerrados (per-
cepcion haptica), algunos sélidos
geométricos y luego escoger, entre
un conjunto de soélidos, aquel que
fuera igual al que exploraban ma-
nualmente. Segin estos investigado-
res, los nifios diferenciaban los obje-
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tos inicialmente con base en propiedades que Piaget e Inhelder
denominaban topolégicas, tales como: cerradura, continuidad o
conectividad. Después, podian diferenciar los objetos con base
en propiedades de sus caras o lados, que los investigadores cali-
ficaban como proyectivas, como la rectilinealidad o curvilinea-
lidad. Finalmente, la diferenciacion se hacia teniendo en cuenta
propiedades que denominaron euclideas, como el paralelismo o
perpendicularidad de los lados y la congruencia de los lados o
los angulos.

La hipotesis de la primacia topoldgica en la diferenciacion de
formas tenia que ver con la hipétesis constructivista, pues Piaget
e Inhelder (1967) encontraron que el orden légico de diferencia-
cién dependia de un incremento sistemético de la coordinacion
de las acciones que realizaban. Como lo explican Clements y
Battista (1992), Piaget e Inhelder (1967) afirmaban que en los
primeros estadios del desarrollo los nifos eran pasivos en sus
exploraciones. Tocaban solo una parte del sélido y generaban
una percepcion tactil; después, tocaban otra parte y generaban
una nueva percepcién, no necesariamente ligada a la primera.
Una vez lograban establecer relaciones entre ambas percepcio-
nes tactiles podian construir una primera representacion del sélido.
Esto se hacia evidente cuando los nifios hacian movimientos re-
petitivos de manera sistematica y reproducian los movimientos
desde el punto inicial en el que comenzaban a palpar el sélido.
Por ejemplo, para identificar un lado recto, los nifos movian la
mano sin cambiar de direccién de manera repetida. Estas ob-
servaciones llevaron a Piaget a afirmar que la representacion
mental de una forma geométrica no era un asunto de retener
en la memoria una figura que se observaba pasivamente, sino el
resultado de acciones coordinadas. Este es un resultado vigente
en didactica, pues probablemente ningtin investigador afirmaria
lo contrario respecto a los primeros acercamientos de los estu-
diantes a la discriminacion de solidos geométricos.

Estudios posteriores a los realizados por Piaget e Inhelder
(1967) corroboraron la hipétesis constructivista, pero la hipdte-
sis de la supremacia topoldgica se puso en duda, ya que los
resultados investigativos no son concluyentes. Por ejemplo, Lo-
vell (1959; citado en Clements y Battista, 1992), a partir de una
réplica de los experimentos de Piaget e Inhelder, reporté que,
al contrario a lo que decian Piaget e Inhelder (1967), nifios de
preescolar, de dos o tres afios, eran capaces de diferenciar caras



curvilineas de rectilineas en algunos
sélidos. En cambio, una réplica del
experimento realizada por Lauren-
deau y Pinard (1970), también con
estudiantes de preescolar, mostr6
que si era posible concluir una pre-
disposicién de los alumnos a dife-
renciar formas con propiedades to-
poldgicas primero que aquellas con
propiedades euclideas.

Ademas de ponerse en duda la
hipdtesis de la primacia topoldgica,
algunos investigadores cuestionaron
el uso dado por Piaget e Inhelder a
los términos topoldgico, proyectivo
y euclideo en la discriminacion de
propiedades geométricas de sélidos
y figuras planas. Por ejemplo, Mar-
tin (1976) y Darke (1982) sugirieron
que el uso de dichos términos no era
correcto de acuerdo a las Matemé-
ticas. En ese sentido, los términos
quizas estaban haciendo referencia
a nociones psicolégicas mas que
matematicas y no se habian defini-
do con suficiente claridad.

a

Por ejemplo, en uno de los experi-
mentos llevados a cabo por Piaget e
Inhelder (1967), en los que pedian a
los nifios sefalar, entre un conjunto
de figuras planas, la que mas se pa-
reciera a la forma geométrica que les
pedian palpar con los ojos cerrados,
los investigadores consideraban las
figuras a, b y ¢ como formas eucli-
deas y d, e y f como formas topolé-
gicas (Figura 1). Como los ninos re-
conocian mas facilmente el parecido
que tenian las formas topoldgicas,
Piaget e Inhelder corroboraban con
ello la hipdtesis de la primacia topo-
l6gica. Pero Martin (1976) y Darke
(1982) senalaron que no era posible
hacer una clasificacion exclusiva de
las figuras usadas, pues algunas de
ellas (como las figuras a y d) eran to-
polégicamente equivalentes, desde
el punto de vista matematico. En ese
sentido, no era posible afirmar que
los nifios se basaban principalmen-
te en las propiedades topoldgicas de
las figuras en su diferenciacion.

d

e
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Figura 1. Tomada de Clements y Battista (1992)

Para tratar de aminorar el problema de la falta de claridad en
la clasificacion de las figuras usadas en los experimentos, algu-
nos investigadores se dieron a la tarea de construir conjuntos
de figuras geométricas planas estableciendo criterios especificos
para determinar su equivalencia topolégica o euclidea con rela-
cién a un modelo que se le pedia palpar a los estudiantes. Por
ejemplo, Martin (1976) usé tres conjuntos diferentes de figuras:
el primer conjunto incluy6 figuras topolégicamente equivalen-
tes al modelo, pero que no preservaban propiedades euclideas
tales como la longitud de los lados o la abertura de los angulos;
en el segundo conjunto incluyé figuras equivalentes al modelo
desde el punto de vista euclideo pero que no tenian la misma
conectividad entre los lados; y en el tercer conjunto, incluyé
figuras equivalentes al modelo desde el punto de vista euclideo
pero que no preservaban la misma conectividad entre los lados
ni la propiedad de clausura. Al usar el material en sus expe-
rimentos con estudiantes de preescolar y primaria, pidiendo a
los nifos sefialar cuales eran las mejores o peores copias del
modelo, Martin (1976) concluyé que la hipotesis de la primacia
topolégica no se sostenia, pues estudiantes de cuatro anos ten-
dian a sefalar las copias topoldégicamente equivalentes como las
peores copias del modelo, ademas de sacrificar la equivalencia
de propiedades topoldgicas en pro de las euclideas mas frecuen-
temente que estudiantes de ocho afos.

Otros investigadores se dieron a la tarea de establecer criterios
para diferenciar el grado de distorsién de una figura topoldgica-
mente equivalente a un modelo, pues parecia ser que los estu-
diantes de preescolar, de cuatro anos, podian reconocer como
equivalentes formas muy parecidas al modelo pero no aquellas
con grandes distorsiones. Por ejemplo, Geerslin y Shar (1979)
construyeron modelos de figuras usando como vértices puntos
de una hoja cuadriculada y establecieron el grado de distorsion



topoldgica segln el nimero de mo-
vimientos rigidos y dilataciones que
se debian realizar mentalmente para
superponer el modelo sobre la figu-
ra e identificar asi la equivalencia.
El uso de ese material confirmé que
los nifios reconocian mas facilmente
como equivalentes al modelo aque-
llas figuras con menos distorsiones.
Sin embargo, como lo sefalan Cle-
ments y Battista (1992), la distorsion
es un concepto métrico que envuel-
ve la medida, lo cual no tiene que
ver con propiedades topologicas.
En ese sentido, la diferenciacion de
figuras geométricas parece ser un
asunto que combina propiedades
topoldgicas, proyectivas y eucli-
deas, mds que una evolucién en
el reconocimiento de cada tipo de
propiedades.

La hipdtesis de la supremacia to-
poldgica no se sostuvo, pero los in-
tentos de confirmarla dieron lugar
a la creacion de diversos materiales
que se han introducido en las clases
de Geometria para enriquecer las
experiencias de los estudiantes con
las formas bi y tridimensionales.

Como lo senala Fisher (1965, cita-
do en Clements y Battista, 1992), los
intentos de demostrar la suprema-
cia topoldgica condujeron a prestar
atencién a la identificacion de una
serie de propiedades de las figuras,
tales como la existencia de esquinas
y curvas, la simplicidad y la familiari-
dad de los estudiantes con ellas, que
sirvieron de base para la creacion de
material educativo.

Representacion de
figuras geometricas

En otros experimentos llevados a
cabo por Piaget en colaboracién
con Inhelder (1967) con el objetivo
de confirmar sus hipétesis (construc-
tivista y de supremacia topoldgica)
les pedian a los ninos dibujar figu-
ras geométricas planas copiando un
modelo que los investigadores les
mostraban. Segun ellos, la inexacti-
tud de los dibujos realizados por los
nifios —que simultineamente mos-
traban habilidad motora para pintar
casas con esquinas rectas y arboles
con troncos rectilineos-, era un re-
flejo de la falta de herramientas de
pensamiento adecuadas para poder
representar el espacio.

Piaget e Inhelder aseguraban que
al dibujar, los nifios privilegiaban
primero las caracteristicas topologi-
cas, de la misma manera que en las
tareas de discriminacién. Por ejem-
plo, al pedirles dibujar un circulo, un
cuadrado o un triangulo, los nifos
de tres afos generalmente dibujaban
una curva irregular en la que se nota-
ba el esfuerzo por obtener una figu-
ra cerrada, pero sin tener en cuenta
las caracteristicas de los lados. Mas
adelante, hacia los cuatro afnos, era
posible observar en los dibujos el es-
fuerzo por hacer una distincion en-
tre cuadrados y rectangulos de otras
figuras, centrando la atencién en el
paralelismo de los lados. Y posterior-
mente, hacia los seis o siete anos,
los dibujos reflejaban la atencion
que los nifios prestaban a relaciones
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euclideas, tales como la abertura de los dngulos o la congruencia
de los lados.

Estudios posteriores en donde se replicd el experimento de
pedir a estudiantes de preescolar dibujar figuras con base en un
modelo, no permitieron confirmar la hipétesis de la suprema-
cia topologica. Por ejemplo, los estudios realizados por Martin
(1976) mostraron que no siempre los nifos pequenos privile-
giaban las propiedades topolégicas. Por el contrario, este autor
sugiere que la posibilidad de dibujar figuras parecidas a modelos
depende de un incremento en la coordinacion de la atencion
puesta a las propiedades proyectivas y euclideas y que la conser-
vacion de estas conduce a preservar las propiedades topoldgicas.

A partir de los resultados de Martin (1976), Rosser, Lane y Ma-
zzeo, (1988, citados en Clements y Battista, 1992) propusieron
una secuencia de ensefianza para favorecer la coordinacion de
las propiedades euclideas y proyectivas en los nifios de preescolar.

La secuencia implica pedirles:

e Reproducir figuras a partir de un modelo que siempre tie-
nen a la vista.

e Reproducir figuras a partir de un modelo que se esconde.

¢ Reproducir una figura después de que esta es objeto de una
transformacion rigida o un cambio en la perspectiva visual.

Construccion de sistemas de referencia
para comparar figuras

Piaget e Inhelder (1967) tenian una explicacion sobre el privi-
legio que, segun ellos, tenian los nifios por las propiedades to-
polégicas. Como lo explican Clements y Battista (1992), segln
estos autores, las propiedades topoldgicas eran mas faciles de
percibir que las proyectivas o euclideas pues se hacian eviden-
tes en las figuras aisladas. En cambio, las relaciones proyectivas
implicaban el establecimiento de relaciones entre una figura y el
punto de vista de un sujeto observador y las relaciones euclideas
implicaban la comparacion de propiedades entre figuras. A dife-
rencia de las relaciones topoldgicas, el reconocimiento de rela-
ciones proyectivas o euclideas dependia de la evolucion de un
marco de referencia que permitiera ubicar las figuras para obser-
varlas desde un punto de vista especifico o en comparacién con



otras en un sistema coordenado. En
ese sentido, propiedades como la
continuidad o la cerradura, podian
detectarse sin necesidad de tener
un sistema de referencia como base
de la identificacién, mientras que la
rectilinialidad (relacion proyectiva)
o la congruencia (relacion euclidea)
requerian no solo de un sistema de
referencia, sino de inhibir distracto-
res preceptuales en la identificacion
de las relaciones.

Por ejemplo, en uno de los ex-
perimentos realizados por Piaget e
Inhelder (1967), pedian a los nifos
organizar un conjunto de objetos,
que inicialmente estaban dispues-
tos aleatoriamente sobre una mesa,
a lo largo de un camino recto, no
paralelo a ninguno de los lados. Los
ninos de tres a siete afos, aproxi-
madamente, fracasaban en la tarea
pues, o bien alineaban los objetos
segln una direccion paralela a algu-
no de los lados de la mesa, o colo-
caban los objetos tratando de seguir
el camino indicado pero formando
una linea curva que tendia hacia
un camino paralelo a alguno de los
lados de la mesa. La influencia del
distractor externo, lado de la mesa,
les impedia lograr con éxito la tarea.

Piaget e Inhelder (1967) conclu-
yeron que el éxito en el estableci-
miento de relaciones proyectivas y
euclideas dependia de la construc-
cién de un complejo sistema de
puntos de vista lo suficientemente
fuerte como para inhibir los distrac-
tores. En particular, algunas propie-
dades que ellos consideraban como

proyectivas y euclideas, tales como
la semejanza de figuras, requerian
que los ninos desarrollaran un mar-
co de referencia bidimensional que
les permitiera, por ejemplo, compa-
rar la direccion de las lineas o el ta-
mano de lados y angulos. Pero Pia-
get e Inhelder (1967) consideraban
que los nifios no tenian una tenden-
cia innata a organizar los objetos o
figuras en relacién a un marco de
referencia tri o bidimensional. Por
el contrario, esto se lograba a par-
tir del establecimiento de relaciones
entre las diferentes posiciones de
los objetos y la coordinacion de sus
orientaciones e inclinaciones. En al-
gunos experimentos en los que pe-
dian a nifios de cinco anos indicar
la localizacién de ciertos objetos
tridimensionales en relacion a otros,
los investigadores encontraron que
los nifios tenian mds éxito en la ta-
rea si se les permitia moverse alre-
dedor de los objetos o se les daba
un modelo fisico del lugar en donde
estaba el objeto, pues de esa mane-
ra podian establecer varios puntos
de referencia a partir de los cuales
codificar la localizacion de los ob-
jetos. Esta idea fue corroborada por
Newcombe (1989) al senalar que el
desarrollo de varios sistemas de refe-
rencia coordinados, permite el éxito
en tareas que tienen que ver con el
establecimiento de organizaciones
espaciales. Por su parte, Clements
y Battista (1992) interpretaron el de-
sarrollo de tales sistemas proponiendo
que el marco de referencia euclideo
tridimensional es andlogo a una rejilla
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hecha de una red de posiciones en el espacio. En dicha red, los ob-
jetos pueden moverse y es a partir de la organizacion simultdnea
de todas sus posiciones que emerge el sistema euclideo cuando
las relaciones de orden, distancia y cercania de los objetos son
reemplazadas por relaciones del mismo tipo entre las diversas
posiciones de la red. Tal como lo sefiala Piaget, la generacién de
un sistema de referencia euclideo tridimensional es la culmina-
cién de un proceso de reconocimiento de relaciones euclideas
que no se corresponde con una aprehensién innata de las pro-
piedades de los objetos y sus relaciones, sino de las acciones
que se llevan a cabo entre ellos.

Las investigaciones posteriores a los trabajos de Piaget e In-
helder (1967) no corroboraron del todo sus conclusiones sobre
el desarrollo de la construccion de un sistema de referencia es-
pacial. Por ejemplo, Liben, (1978, citado en Clements y Battista,
1992) encontré que estudiantes de primaria eran mas compe-
tentes para establecer sistemas de referencia que lo que la teoria
de Piaget parecia suponer, mientras que estudiantes de bachi-
llerato, con quienes se replicaron algunos experimentos, eran
menos competentes. Por su parte, Somerville y Bryant (1985)
encontraron que algunos estudiantes de preescolar y primaria
(4 — 6 anos) podian extrapolar pares de lineas mas alla de los ex-
tremos de ejes coordenados y determinar dénde se intersecaban,
hecho que permitia suponer que habian construido un sistema
de referencia espacial. De otro lado, Clements y Battista (1992)
encontraron que aunque los estudiantes no estaban predispues-
tos a construir espontaneamente un sistema de referencia para
organizar relaciones espaciales, los usaban sin mayores dificul-
tades cuando se les pedia que lo hicieran y se les proporcionaba
el sistema. Este hecho pone en entredicho las conclusiones ob-
tenidas por Piaget.

En estudios posteriores a los realizados por Piaget e Inhelder
(1967) se han identificado una variedad de factores que influyen
en el desempeno en tareas que tienen que ver con el uso de sis-
tema de referencia, pero que no estan directamente relacionados
con el reconocimiento de relaciones topoldgicas, proyectivas y
euclideas. Por ejemplo, Ibbotson y Bryant (1976) estudiaron el
efecto de la percepcion de la verticalidad y la horizontalidad,
propias de nuestra posicién erguida, en tareas de dibujar lineas
perpendiculares o paralelas. Los resultados indicaron una ten-
dencia general a privilegiar posiciones estandar en el trazo, con



las lineas en las direcciones arriba-
debajo e izquierda-derecha de la
hoja, hecho que no se relaciona
directamente con las explicaciones
dadas por Piaget acerca de la cons-
truccion de sistemas de referencia.

El desarrollo de la
habilidad de justificar

En algunos de sus trabajos, Piaget
(1987) indagé por la habilidad de
los nifios para hacer predicciones
y producir justificaciones. Sus estu-
dios lo llevaron a proponer niveles
en el desarrollo de dicha habilidad,
que son descritos por Clements y
Battista (1992) de la siguiente manera:

Primer nivel (7-8 anos): los ninos
proceden en sus exploraciones de
manera desordenada y sin un plan
definido. Las observaciones o los
datos que examinan en diferentes
ejemplos y las conclusiones locales
que sacan no se integran y por eso
pueden incluso llegar a ser contra-
dictorias. Los nifios no son cons-
cientes de sus pensamientos y por
lo tanto, no tienen mecanismos para
sistematizarlos o dirigirlos a juicios
sucesivos. Ademas, como son ego-
céntricos, no intentan justificar sus
conclusiones ni hacerlos entendi-
bles a los demas. Sin embargo, al
finalizar este nivel, es posible obser-
var un cierto grado de integracién
en las exploraciones lo que condu-
ce a formular algunas conclusiones
de manera empirica, aunque no in-
tentan entender ni explicar por qué
ocurren los hechos detectados. Por

ejemplo, al pedirles juntar tres sec-
tores angulares cuyos lados corres-
ponden a los dngulos de un triangu-
lo o cuatro sectores angulares cuyos
lados corresponden a los angulos de
un cuadrilatero, los estudiantes pue-
den predecir que tres sectores pue-
den formar un semicirculo y que cua-
tro sectores pueden conformar un
circulo. Dicen lo que ven pero no
intentan determinar por qué ocurren
los patrones midiendo los angulos
para sumar las cantidades. Simple-
mente constatan un hecho y pueden
prever qué sucederd en situaciones
similares.

Segundo nivel (7-8 afos a 11-12
anos): los ninos hacen exploracio-
nes y sacan conclusiones con base
en una induccién empirica pues el
caracter de sus exploraciones es an-
ticipatorio y propositivo. Suelen usar
la informacién encontrada para pre-
suponer qué puede suceder y qué no
como resultado de una exploracion,
pero no establecen una formulacion
general. Adicionalmente, intentan
justificar sus predicciones, aunque
los intentos de hacer deducciones
frecuentemente entran en conflicto
con las inducciones. En la tarea de
explorar las configuraciones que se
producen a partir de sectores angu-
lares, cuyos lados correspondan a
angulos de triangulos o cuadrilate-
ros, intentan analizar las relaciones
entre los angulos pero se basan mas
en la apariencia de los dngulos que
en las relaciones entre las medidas
de todos ellos y por eso no estable-
cen un hecho geométrico general y
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pueden considerar que hay situaciones particulares en donde
la induccion no se verifica. Al finalizar el nivel, las inducciones
empiricas se realizan de manera mas eficaz y rapida. Los ninos
captan que la suma de las medidas de los dngulos de un trian-
gulo o un cuadrildtero es un hecho geométrico general que se
cumple para todos los tridngulos y cuadrilateros. Sin embargo,
no establecen su necesidad légica pues el razonamiento esta ba-
sado en creencias, fruto de la exploracién, y no en presupues-
tos geométricos. En ese sentido, solo buscan la justificacién de
aquellos hechos en los que creen, pues aunque el pensamiento
es logico, es de naturaleza empirica.

Tercer nivel (11 -12 anos en adelante): los ninos realizan in-
ducciones empiricas, establecen hechos geométricos y buscan
justificarlos por via deductiva, aunque también razonan deduc-
tivamente sobre afirmaciones de las cuales no tienen evidencias
empiricas solidas. Reconocen la exhaustividad de los razona-
mientos basados en el establecimiento de la necesidad logica.
Por ejemplo, en la tarea de explorar las configuraciones que se
producen a partir de tres sectores angulares cuyos lados corres-
ponden a angulos de un triangulo, los estudiantes avanzan desde
la creencia de que los sectores formardn un semicirculo a esta-
blecer que es necesario que esto sea asi, gracias al razonamiento
deductivo que desarrollan. Sin embargo, este razonamiento mas
que basado en esquemas matematicos formales, estd basado en
el método empleado para constituir el semicirculo.

En sintesis, segln Piaget, en el nivel uno el pensamiento no
es sistematico ni reflexivo y por lo tanto, no es légico. En el nivel
dos el pensamiento es l6gico pero restringido al mundo empiri-
co. En el nivel tres los estudiantes hacen deducciones logicas y
tienen conciencia de que su razonamiento se debe ajustar a un
sistema matematico. Para Piaget, la evolucién en la forma de
justificar afirmaciones es el resultado de los ejercicios de argu-
mentacion que realizan al estar en contacto con otros nifos y
confrontar sus razonamientos con los de los demds. Las activi-
dades sociales de argumentacién hacen que los nifios sean mas
concientes de sus propios pensamientos, asuman actitudes de
introspeccion y puedan asumir con mas facilidad la perspec-
tiva de los otros. En este proceso evolutivo, las exploraciones
empiricas dan paso a los experimentos mentales, en los cuales
la realidad se reconstruye mediante secuencias de eventos, y
posteriormente estos son reemplazados por experimentos 16gi-



cos en los cuales los mecanismos
de construccién se reflejan.

A partir del trabajo de Piaget han
surgido diversos trabajos de inves-
tigacion que intentan caracterizar
el desempefio de los estudiantes
en actividades de prediccién de
hechos y de justificacion de los
mismos. Pero quizas la teoria mds
extendida y que ha impactado los
curriculos de Geometria de diver-
sos paises, incluido Colombia, es
el modelo de razonamiento de los
esposos Pierre y Dina van Hiele,
inspirado en el trabajo de Piaget. A
grosso modo, los van Hiele (1986)
proponen cinco niveles de pensa-
miento en Geometria: (i) de visua-
lizacion o reconocimiento, (ii) de
descripcién o analisis, (iii) de clasi-
ficacion, (iv) de deduccién formal,
(v) de rigor matematico. Cada nivel
muestra un grado de sofisticacion
en el acercamiento conceptual y la
justificacion de hechos geométri-
cos, desde acercamientos basadas
en hechos perceptivos, hasta aque-
llos acercamientos formales reali-
zados en cualquier sistema tedrico.

Clements y Battista (1992) han
analizado qué caracteristicas de la
teoria de Piaget son retomadas en
la teoria de los van Hiele. Mencio-
nan que en su teoria, adoptan la
hipétesis constructivista y, en ese
sentido, enfatizan en el rol del estu-
diante como constructor activo de
su propio conocimiento. De acuer-
do con Clements y Battista (1992),
ambas teorias comparten algunos
presupuestos tales como:

* El conocimiento no se organiza
linealmente como un listado de
términos, hechos y reglas, sino
que se organiza en un sistema
de relaciones que vinculan
conceptos geométricos y proce-
sos en esquemas conceptuales.

e Los estudiantes logran abstraer
las matemdticas a partir de la
reflexion sobre sus propios pa-
trones de actividad.

e Los conflictos a los que se en-
frentan los estudiantes o las cri-
sis por las que transitan son fun-
damentales en la transicion de
un nivel de pensamiento al otro.

e Los profesores no pueden espe-
rar que los estudiantes aprendan
por imitacion o mediante claras
explicaciones, sino a partir de
lo que han encontrado por ellos
mismos.

A pesar de las semejanzas entre las
teorias, Clements y Battista (1992)
identifican importantes diferencias
entre ellas:

e Piaget considera que el desa-
rrollo del razonamiento per-
mite el avance en el proceso
de aprendizaje, mientras que
los van Hiele consideran que
gracias a los procesos de en-
sefilanza y aprendizaje se pro-
mueve el desarrollo del razona-
miento. En ese sentido, los van
Hiele asumen una perspectiva
constructivista mds cercana al
acercamiento sociocultural de
Vigotsky que de Piaget.
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¢ A diferencia de Piaget, los van Hiele no establecen una co-
nexion directa entre el nivel de razonamiento y la edad.
Por el contrario, cada vez que los estudiantes se aproximan
a un nuevo objeto de conocimiento, pasan por cada uno
de los niveles de razonamiento, independientemente de la
edad, aunque el transito de un nivel a otro si puede ser mas
veloz en estudiantes con mayor edad y experiencia.

¢ Los van Hiele objetaron la tipologia establecida por Piaget
pues consideraban que esta se basa en comparar la manera
de razonar en cada nivel con relacién a la l6gica matema-
tica, centrando la atencion en lo que no pueden, o pueden
hacer los estudiantes con respecto a ella. Desde su punto
de vista, Piaget no parecia admitir que los objetos de cono-
cimiento eran diferentes en cada nivel, por lo que no tenia
sentido preguntarse si en el primer nivel los estudiantes lo-
graban cierta destreza en el razonamiento deductivo. Sin
embargo, Clements y Battista (1992) sefalan que la criti-
ca hecha a Piaget por los van Hiele no es del todo justa,
puesto que Piaget si tenia la hipdtesis de que los objetos de
pensamiento no eran los mismos en diferentes niveles de
pensamiento aunque la tipificacién hecha no mencionara
explicitamente este hecho. Quizas los van Hiele daban al
término “l6gico” una connotacién mas restringida que la
que le daba Piaget.

Procesos matematicos propios de la
actividad en Geometria

En algunos estudios en el area de didactica de la Geometria se
ha asumido la tarea de correlacionar los niveles de van Hiele con
la tipologia de niveles de pensamiento de Piaget contribuyendo
de ese modo a caracterizar el pensamiento de los aprendices en
diferentes niveles educativos y alertando sobre lo que ellos estan
en posibilidad de aprender. Por ejemplo, Denis (1987, citada en
Clements y Battista, 1982) realizé una investigacion con estu-
diantes de educacion media inscritos en un curso de Geometria
en la que encontré que el 64% estaban en el segundo nivel y el
resto en el tercero de los establecidos por Piaget. Sin embargo,
de estos ultimos, solo unos pocos superaban el nivel tres sugeri-
do por los van Hiele.



Pero mas alla de su comparacion,
las teorias de Piaget y de los van
Hiele han servido de punto de par-
tida para la identificacién y carac-
terizacion de procesos matematicos
propios de la actividad geométrica,
estrechamente relacionados unos
con otros, tales como la visualiza-
cién, la representacion, la concep-
tualizacién y la demostracion. Cada
uno de ellos ha sido objeto de nu-
merosas investigaciones, hecho que
ha generado programas de investi-
gacion particulares y ha contribuido
al crecimiento de la didactica de la
Geometria. A continuacién mencio-
namos brevemente algunas lineas
de investigacion que muestran la
huella dejada por Piaget.

Con respecto a la visualizacion,
la caracterizacién hecha por los van
Hiele para el razonamiento en los
niveles uno y dos (de reconocimien-
to y analisis) depende de lo que Pia-
get denomind “imagineria mental
articulada” (Piaget e Inhelder, 1967)
que descansa sobre procesos de vi-
sualizacion y estd en concordancia
con la hipdtesis constructivista. En
ese sentido, la conceptualizacion
geométrica se construye primero
en el plano perceptual y luego se
reconstruye en el plano representa-
cional. Investigaciones posteriores
centraron la atencién en la manera
como el pensamiento visual se ma-
nifiesta cuando se alcanzan nive-
les superiores de pensamiento. Por
ejemplo, Clements y Battista (1992)
encontraron que el pensamiento vi-
sual se transforma y sirve de tel6n

de fondo al surgir formas mas sofis-
ticadas de pensar. Sugieren que el
pensamiento visual obedece a un
conjunto de leyes de la percepcién
y que esta conectado con otras for-
mas de pensamiento, cada una de
las cuales juega un rol dependiendo
de la ley que se active. Aunque ini-
cialmente las habilidades de visua-
lizacion se vefan como algo innato
y propio de la manera de pensar
de algunos estudiantes (Krutetstkii,
1976), poco a poco el desarrollo de
las habilidades de visualizacion se
introdujo como una responsabilidad
curricular y se ha constituido en ob-
jeto de analisis de diversos investi-
gadores en la didactica de la Geo-
metria (Bishop, 1980; Hoffer, 1981;
Presmeg, 1986; Del Grande, 1990;
Gal y Linchevski, 2010).

Con respecto a la construccion
y uso de definiciones, los van Hie-
le sefalaron que en el nivel dos, los
estudiantes son capaces de plan-
tear definiciones proponiendo una
lista de propiedades de los objetos
geométricos a los que acceden per-
ceptualmente gracias a sus repre-
sentaciones. Esta caracterizacion
estd en consonancia con la hipé-
tesis constructivista propuesta por
Piaget e Inhelder (1967), quienes
sefalan que, gracias a las acciones
que realizan sobre las representa-
ciones, los nifos son capaces de
identificar propiedades y formarse
una representaciéon de los objetos
geométricos, en un proceso activo
de establecimiento de relaciones
entre las cualidades preceptuales de
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los objetos. Una idea similar a esta es retomada en el trabajo
de Vinner y Hershkowitz (1980) quienes sefialan que al pensar,
los estudiantes no usan las definiciones de los conceptos, sino
las imagenes conceptuales; es decir, combinaciones de todas las
imdagenes mentales y las propiedades que han asociado con el
concepto. El trabajo de estos autores, particularmente, sus no-
ciones de concepto-imagen y concepto-definicion han sugerido
una via efectiva de acceso al aprendizaje de algunos conceptos
geométricos, a partir de ejemplos y contraejemplos. Esta linea de
trabajo estd aun vigente con trabajos sobre el espacio de ejem-
plos, tales como el llevado a cabo por Zazkis y Leikin (2008).
Con respecto a la demostracién, los estudios investigativos
han generado otra importante linea de investigacion en didactica
de la Geometria. Uno de los asuntos que ha sido objeto de diver-
sas polémicas es el de la relacion entre la investigacién empirica
y la tedrica, asunto considerado por Piaget (1987) en la tipifica-
cién que hizo sobre la forma como justifican los nifos. Algunos
investigadores, quizas bajo la influencia de la caracterizacion
hecha por Piaget, se refieren a una necesaria ruptura en la forma
de pensar entre la Geometria intuitiva y la Geometria deductiva
(Balacheff, 1999; Duval, 1991). Segun ellos, en el segundo caso,
el andlisis de las relaciones deductivas entre los enunciados se
vuelve el modo dominante de pensamiento y ya no las interpre-
taciones intuitivas que inicialmente pueden haber sido adheri-
das a ellas. Otros investigadores, por el contrario, han mostrado
que en Geometria, mds que en otras dreas de la Matematica, los
métodos empiricos y deductivos interactGan y se refuerzan mu-
tuamente. Diversos estudios han reconocido el vinculo entre las
acciones matemdticas de obtener y verificar resultados mediante
la experimentacién y las acciones que llevan a la organizacién
deductiva de dichos resultados (de Villiers, 1986; Boero et al.,
1996; Mariotti, 1997, 2005, 2006; Pedemonte, 2007; Douek,
2007, Camargo, 2010). Los investigadores sustentan este plan-
teamiento sefalando que la via de acceso a la demostracion,
a partir de la geometria intuitiva, ha sido parte de la naturaleza
de la actividad matematica. Por ejemplo, se hace evidente en el
libro Los Elementos de Euclides en donde los métodos de cons-
truccion que presenta el autor, van precedidos de esquemas de
“invencion” que Euclides denominé “andlisis”. Incluso, segln
Enriques (1920, citado por Mariotti, 2005), en la eleccion de
los elementos fundamentales de la Geometria euclidiana se es-



cogieron las entidades mds simples
respecto a la intuicién psicoldgica,
como las ideas de punto, recta y pla-
no y algunos principios, a manera
de postulados, comprensibles por si
mismos de acuerdo a las imagenes
espaciales que se forman en nues-
tra mente. Las demds propiedades
geométricas son deducciones de las
anteriores. Por tal razén, los concep-
tos y propiedades de la Geometria
euclidiana conservan desde su mis-
mo origen una propiedad comun, la
espacialidad. Desde ese punto de
vista, la experiencia concreta fun-
da intuiciones correctas y facilita el
paso de la Geometria de la intuicion
a la Geometria de la deduccién. Adi-
cionalmente, la estructura deductiva
subyacente esta ligada a aspectos
relevantes de la cultura matematica
como la necesidad de comprender,
asimilar y aceptar el significado de
los conceptos cuyas propiedades
se analizan. Por esa razon, Mariotti
(1997) se refiere a las justificaciones
hechas en el libro de Euclides como
“argumentos deductivos” porque
son un medio para validar enuncia-
dos al relacionar nuevas propiedades
a hechos indubitables, pero a la vez
necesarios para comprender dichos
enunciados. De acuerdo a lo ante-
rior, un hecho crucial en el aprendi-
zaje de la demostracion es la articu-
lacién entre la fase exploratoria y la
subsiguiente fase de justificacién en
la cual los elementos descubiertos
informalmente son reorganizados en
enunciados validos.

Consideraciones finales

En las lineas anteriores hemos pre-
sentado, muy sintéticamente, al-
gunos ejemplos de los trabajos de
Piaget que se constituyeron en pre-
cursores del desarrollo de progra-
mas de investigacion en didactica
de la Geometria. Aln corriendo
el riesgo de dejar de lado estudios
importantes realizados por Piaget,
como el de la intuicidn, conside-
rada como efectiva y fundamental
en todos los estadios del desarrollo,
hemos seleccionado algunas ideas
que fueron centrales en sus trabajos
y que revelan que los nifios y jove-
nes pueden desarrollar habilidades
espaciales y de razonamiento de la
clase de Geometria.

La hipotesis constructivista esta vi-
gente y debe ser una referencia a te-
ner en cuenta en el disefo curricular.
Aunque la hipétesis topoldgica no se
sostuvo, también puede ser aprove-
chada en didactica de la Geometria
procurando que los estudiantes ex-
perimenten procesos matematicos,
en los que las relaciones topoldgicas,
proyectivas y euclideas, sugeridas por
Piaget e Inhelder (1967) se desarrollen
al tiempo y de manera coordinada.

En sintesis, la didactica de la Geo-
metria esta en deuda con Piaget y
sus colaboradores pues sus trabajos
delinearon el campo de indagacién
acerca de la ensefianza, el aprendi-
zaje y la evaluacién en Geometria
en las Ultimas décadas. No solo
aportaron fundamentos tedricos y
metodolégicos para profundizar en
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aspectos de la practica profesional de ensefar Geometria, sino
para abordar problemas de investigacién en este campo, gene-
ralmente centrados en procesos de visualizar, conceptualizar,
representar, justificar y resolver problemas.
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