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ABSTRACT

It is shown how the Riccati equation allows introducing, in a colloquial way, different sym-
metries of mathematical physics equations. In particular, we use the definition of super-
symmetry in Quantum Mechanics, obtained after working out the second solution to the
Riccati equation for the equations of the model, to introduce the parasymmetry of other
mathematical physics equations and of other science fields.

RESUMEN

Se describe cémo la ecuacion de Riccati nos permite definir de manera coloquial diferentes
simetrias en ecuaciones de la fisica matematica. En particular utilizamos la definicion de
supersimetria en Mecanica Cuantica, obtenida al desarrollar la segunda solucion de Riccati
para las ecuaciones del modelo, para introducir la parasimetria de otras ecuaciones de la
fisica matematica y de otras areas de las ciencias.

INTRODUCCION

La ecuacion de Riccati, cuya forma mas general es:

Y +PEJy+Q)Y’ = R(x) @)

es una de las ecuaciones basicas de la fisica matematica. Esta ecuacion fue estudiada por el Conde Jacopo
Francesco Riccati a inicios del siglo XVIII. Durante el siglo XIX se demostré que no existe una solucion elemen-
tal de esta ecuacion, lo que aunado a su no-linealidad, hace que cada caso particular sea bastante complicado

de resolver.

SUPERSIMETRIAS

En la fisica matematica actual probablemente la aparicién mas renombrada de la ecuacion de Riccati es
en la Mecanica Cuantica. Bogdan Mielnik (1984), del Departamento de Fisica del CINVESTAV, encontré que la
factorizacion del Hamiltoniano del Oscilador Arménico Simple (OAS), con potencial V(x) = zlxz‘,1
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no es unica, pues los operadores
1(d * 1 d
B=—+ B =—|——+5(x)
V2 V2| ax
I )

— + B(x)
dx

también permiten factorizarlo, siempre y cuando la funcién B(x) cum-

pla la ecuacion de Riccati

(4)

B +p=1+x, S)

donde la prima denota derivada con respecto a x. Obviamente, una
primera solucion a esta ecuacion es B(x)=x.

Es bien sabido que si se conoce una primera solucion de una ecuacion de
Riccati y,, una segunda solucion y, se obtiene mediante la transformacion

1
Yp =Y + ——
27 o (©)
En el caso del OAS, la segunda solucién de la ecuacion de Riccati
conduce a los operadores (4) con f(x) dada por

—x2
ex

A+ fe_xzdx

B =x+

, (7)

donde el parametro |A|e[gv°°). Mielnik (1984) encontr6é que aunque
el orden de los operadores Ay A*no es relevante para factorizar al Hamil-
toniano del OAS (A*A=H-'2), el orden de los operadores By B*si lo es,

pues se tiene el producto

o 1

BB=H-— ®)
2
donde H es un nuevo operador Hamiltoniano H = _L -+ V(x) cuyo
potencial 2dx
5 —x2/2
S P
2" @t [ rax
9)
y eigenfunciones
Y () = B4, (x) , (10)

siendo y, (x) las eigenfunciones originales, tienen el mismo espectro
que el OAS,

- ~ 1
Hy =E E = -
U nﬂ/’m’ m m+2, (11)

con excepcion del estado base 1), (x) , €l cual no puede calcularse como en
la ec.(10), sino que ha de ser determinado independientemente.

28USY en general viene descrito en el libro de Cooper, F. (2001).
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Esta propiedad de los Hamilto-
nianos cuanticos, de que su fac-
torizacion puede llevar a nuevos
potenciales que son isoespectrales
al original, denotando una nueva
simetria del sistema, lleva el nom-
bre de supersimetria (SUSY). La
mayoria de los potenciales de la
mecanica cuantica pueden ser su-
persimetrizados, ademas de que
SUSY permite otras aplicaciones
en la teoria?. Aun mas, es posible
desarrollar una ulterior supersime-
tria cuantica que lleva el nombre de
SUSUSY (Fernandez, D. J., 1997).

En general, al parametro A se le
conoce como el parametro de su-
persimetria. Aqui simplemente lo
llamaremos el parametro de Ricca-
ti. Las eigenfunciones y potenciales
supersimétricos tienen la caracte-
ristica de presentar ligeras defor-
maciones en su estructura, como
puede apreciarse en la forma del
superpotencial V(x) para el OAS,
mostrada en la Fig.1 para diferentes
valores del parametro de Riccati.

20

10

= —lU—E 2 4 &

-10

Figura 1. Potenciales isoespectrales a los del OAS,
V(x), para varios valores del parametro
de Ricccati, A.

PARASIMETRIAS

La aparicion de la ecuacién de Ric-
cati en la factorizacién del Hamil-
toniano cuantico es lo que permi-
te realizar la supersimetria. Dicha
ecuacion aparece en muchos sis-
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temas dinamicos, y no solo fisicos. Por ejemplo, ecua-
cién de Verhulst o ecuacion logistica®
X =rx(l—x) (12)
es una ecuacion de Riccati con aplicaciones en di-
ferentes areas, como biologia, demografia, economia,
quimica, probabilidad y estadistica. La (primera) solu-
cion a esta ecuacion esta dada por
1

R 1] o
X190

Nuestro objetivo aqui sera buscar la segunda solu-
cion a esta ecuacion por el método descrito arriba, con
el fin de averiguar una posible relevancia matematica
del modelo. Al realizar la segunda solucién de Riccati
encontramos que ésta esta dada por

xl(t) =
1+

(13)

() = %01+ 11
rt 71 71
Ae™ + P ] (14)
1
0.8
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Figura 2. Segunda solucién de Riccati para la Ecuacion Logistica, para varios
valores del parametro de Riccati A, para r=1.7 y x,=0.11. Notese que
ahora las nuevas funciones tienen la misma forma que la solucién ori-

Como podemos ver en la Fig.2, a diferencia de los
casos supersimétricos, esta segunda solucién no apor-
ta una nueva estructura en la soluciéon del problema,
pues las nuevas soluciones mantienen la misma forma
que la solucion original. De hecho, se puede mostrar
que la Gnica manera de obtener la misma condicion
inicial x,(0)=x,(0) es que el parametro de Riccati sea

3 Véase, por ejemplo, Boyce, W., y DiPrima, R., (1992).
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A=, y que la segunda solucién de Riccati a la ecua-
cién logistica tiene exactamente la misma forma que
la ec.(13), con la condicién inicial

_ A,

X, —
A — X,

20

De esta igualdad se puede ver que el parametro de
Riccati en este caso corre entre los valores Ae(x,; ).
Como la ecuacién logistica no pierde su forma ante
el mismo proceso que llevé a la aparicion de supersi-
metria, sino que las nuevas curvas se aproximan a la
original, diremos que la ecuacion logistica es parasi-
métrica durante este proceso.

Algunas ecuaciones de la fisica matematica que
contienen ecuaciones de Riccati son la Ecuacion Mo-
dificada de Emdem y la Ecuaciéon Convectiva de Fis-
her (véase Rosu,H.C., 2005). La Ecuacién Modificada
de Emden

ii+out+pu’=0 (15)
puede ser factorizada en
(D—a, 'JBu)(D - a,\JBuju=0, (16)

d

en donde " dr . Como podemos ver, los dos ul-
timos términos de la factorizacion determinan una
ecuacion de Riccati que tiene como primera solucién

(17)

Figura 3. Segunda solucién de Riccati para la Ecuacion Modificada de Emden,

para varios valores del parametro de Riccati A.
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De ésta podemos obtener la segunda solucién paramétrica de Riccati

1 1
a7 —73) | A7 —1o] + B (r—1q)

La forma de esta segunda solucién en términos del parametro de Ric-
cati A se puede apreciar en la Fig.3.

u‘)\(T) = -

(18)

En el caso de la ecuacion de la Ecuacion Convectiva de Fisher,

i+2v—pu)u+2u(l-u)=0 (19)
la primera solucion, para v = g—&— u ', ala factorizacion
2
D+Z(D+u(l—u))u:0 20)
es
(1) = ———— 1)
14+ eu(r—TO
mientras que la segunda soluciéon paramétrica de Riccati es
e*ﬂ(T*Tc)
u, =u +
2) 1 (efu(pm il)()\ (e—u(f—ro) il)— 1) (22)
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Figura 4. Segunda solucién de Riccati para la Ecuacion Convectiva de Fisher, para varios valores del para-
metro de Riccati A.

Diferentes formas de esta solucion paramétrica estan dibujadas en
la Fig.4.

14 vol. 19 Namero especial 2, Septiembre 2009

Podemos ver que en ambos ca-
sos la solucién paramétrica u,(7)
varia desde la solucion trivial u,=0,
hasta la solucion u, (1) conforme el
parametro de Riccati varia entre
A=0y A=w, tendiendo a la solucién
inicial, al igual que sucedi6 con la
ecuacion logistica. Esto quiere de-
cir que estas ecuaciones también
son parasimétricas ante el pro-
ceso de factorizacién descrito.

CONCLUSION

Aqui hemos descrito como la segun-
da solucién a la ecuacion de Riccati
nos permite definir diferentes sime-
trias de ecuaciones de la fisica ma-
tematica. La supersimetria tiene
que ver con la generacion de solu-
ciones isoespectrales a las ecuacio-
nes de la Mecanica Cuantica. Por
su parte la ecuaciéon logistica con-
serva integramente su forma ante
una segunda solucién definida por
la transformacion de la ec.(6), por
lo que presenta una parasimetria
ante ésta, al igual que las ecuacio-
nes modificada de Emdem y con-
vectiva de Fisher.
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