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RESUMEN / ABSTRACT

En este trabajo se propone una mo-
dificacién de la distancia de Cook,
baséndose en la distancia de
Mabhalanobis generalizada, en el con-
texto del modelo de regresion lineal
multivariado con distribucién nor-
mal. Se establece ademds, la distribu-
cién exacta del estadfstico basado en
esta distancia de Mahalanobis gene-
ralizada, la cual proporciona puntos
criticos para identificar “outliers” en
un conjunto de datos. Este procedi-
miento, se ilustra con un ejemplo, en
el caso de la regresién lineal multiple
multivariada.

A modification of the classical Cook’s
distance is proposed in this paper,
being based on the distance of
widespread Mahalanobis in the
context of multivariate normal linear
regression model. Furthermore, the
exact distribution of a pivotal type
statistics based on this generalized
Mabhalanobis distance is established,
providing critical points for the
identification of outliers in data
points. The procedure is illustrated
with an example, in the case of
multiple and multivariate linear
regression.
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INTRODUCCION

| problema de la identificacién de “outliers” o puntos influ-

yentes (puntos atipicos), en el caso de la regresién lineal

univariada o multivariada y bajo el supuesto de que los
errores se distribuyen normales, ha sido estudiado por varios auto-
res, tales como Cook, 1977; Besley ez al., 1980; Cook y Weisberg,
1982; Chatterjee y Hadi, 1988, sélo por mencionar algunos.
Muchos de estos resultados han sido extendidos al caso de las
distribuciones de contorno eliptico, ver por ejemplo Galea et al.,
1997, Liu, 2000 y Diaz-Garcia et al., 2001, entre otros. En todos
estos trabajos, la idea es utilizar la distancia de Cook como una
medida de diagndstico, para identificar observaciones influyentes,
individualmente o en conjunto. Sin embargo, cuando se usa este
criterio, se cuenta solamente con puntos criticos, los cuales son
proporcionados por una aproximacién a la distribucién F centra-
da, tal como lo propuso Cook, 1977. En este trabajo, el propdsito
es realizar una modificacién a esta distancia y derivar su distribu-
cién exacta, a partir de la cual se establece una regla de decisién
exacta, ver Martinez Jaime (2001).

Suponiendo que Y J[J™P tiene una distribucién normal con
media pO0™P y matriz de covarianzas Y 0OOO™™ con
YOO, ¥>0y @0O0™", ©>0, entonces la funcién de
densidad estd dada por f, (v) =(2n)'%\z\_g\®\_getr( Y -p) oy —u)).
Este hecho, se denota también como y U Nnxp% )

Considerando el modelo de regresién lineal multivariado:
Y =XB+e (1)

donde y gpO™P es la matriz respuesta, X [][J™9 con rango
r(X)=q, pO0%Pes la matriz de pardmetros desconocidos y
¢ 0™P es una matriz de errores, tal que ¢0J Nnxp(O,ZDI n).

PALABRAS CLAVE: Medidas de diagndstico; Distancia de Mahalanobis generaliza-
da; Puntos influyentes.

KEYWORDS: Diagnostic measures; Generalized Mahalanobis distance; Influential
points.
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Este es conocido como modelo de regresion lineal normal multivariado. Los estimadores de mdxima
verosimilitud para B y 3 estdn dados por

B=(X"X)*X"Y=xY y$=" (Y xp) (v - xp),
donde x- es la inversa de Moore-Penrose de X .

Se considera entonces la regresién lineal con distribucién normal multivariada, y se propone una
extensién y modificacidn a la distancia de Cook. Esto permite derivar la distribucién exacta para la
nueva distancia, la cual a su vez, proporciona un punto critico para decidir si una observacién en
particular (o un conjunto de observaciones) se comportan como un “outlier”.

METODOS

DISTANCIA MODIFICADA: UNA OBSERVACION

Considerando el modelo de regresién lineal normal multivariado con la siguiente modificacién,
Yo =Xpby T2a, 80 N(n-l)xp(o 2o Ul .), )

el cual se obtiene del modelo dado en (1), eliminando la i-ésima fila de Y, X y €, esto es, eliminando
la i-ésima observacién.

Para el modelo modificado, los estimadores son:
" _ 1 A
Boy = (XE)X ) XZ)Y =X Yo ¥ z(I) (n 1)( 0) (.)B(.)) ( Y _X(i)B(i))'

En el primer paso, se requiere una representacién simple para f - B - Para lo cual, se considera la
siguiente particién en las matrices:

i 3 X1

v, O &) O X! 0O

0 0 00, ¢ 00 i q
-0 0O -0 _
Y_D.D’YDDp S_D,D’E‘DD ; X oo X, 00

o N N

O- O : :

HE s X P

por consiguiente

BX:
X, O
oo ., .
XTX:(Xl X2 Xn)g S:ZXKX::;XkXT"'X XT_X(I)X +X XT > Y
0o o '
O- O
X1
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" H
oy, O
o o, ;
XTY =(X, X, xn)B: B: ;xkvg = ZkaT + XY= XY + XY
o' o "
0- O
H

Notando que € es el i-ésimo vector de la base canénica en ", esto es, el vector unitario dado
U T T T
por ei“:(O ... 010 ... 0),entonces ei”Y:YiT,ei”)(:)(iT yei”g:giT.Rao,

1973, sefiala que si A es no singular, V y U son dos vectores arbitrarios, entonces

I
(A—uvT)_le'1+7A U\T/ A_‘l
1-v A"u

por lo tanto, si se define A = XTX y U=V =X, se obtiene

) =i, ) o) BT’ v

con p; =X/ (XTX)_lxi .
De (3), se obtiene que

BB = (XTX)_lXTY ( Z)X(l)) XYy

Ty ! TlyTy V2
B R e Y

(X%X )l(XTY'X%Y(i)) (X X) X(i('T(X X) XY

b £ >X'fr<x;x>lxw

Usando (3) en la primera parte de (4), se obtiene:

1 X
X7 (x7x)"
(XZ) (|) XY = %XTX (1- p“) %iw

Pii (X X) XY/
(L-p,)

(x4

X)X )

(1_pii)
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Sustituyendo (5) en (4), resulta:

o X)X = (X)) T ()XY

B_B(i) - (1_pii)
-1
_ brx)"x, (Yf —XiT(XTX)_leY) (©6)
(1_ pii)
Ahora, puesto que & = (Y - Xﬁ): (I - XX_)Y =(1 —=P)Y, donde P es el proyector ortogonal sobre
nfa—gl =g (Y=-XB) =Y - XT (XTX)_leY , asi, se obtiene:

la imagen de X. Entonces €| ] |

Bajo el supuesto de la matriz de distribucién normal, se propone la siguiente modificacién a la
distancia de Cook, denotada como D, es decir

D,, =vec(f3—fi(i,)T COV(VeC(ﬁ_ﬁ(i)))_VeC(ﬁ _ﬁ(i)) ©

La expresién dada en (8), es una extensién del cuadrado de la distancia de Mahalanobis generaliza-
da, tal como lo afirma Rao y Mitra, 1971.

El segundo paso, es encontrar una expresién simple para la matriz de varianzas y covarianzas
Covivec{f — p i)). Para lo cual, se sabe que Y- Nnxp(}l.z D@), entonces E(Y)Zp,
Cov(vecY)= (z 00) (Muirhead, 1982).

Puesto que &' = ei”T (Y -Xp) = einT (I - P)Y , es claro que vec(?,iT)z (I o U einT (I - P))\/ecY , por

consiguiente

veclp -, )= (I » 0 (XTX)_lXi)(I cOe ( —P))/ecY

(1-py)

[, oxx)'xe" (1 -P)
(1-ps)

) [, oGx)x.n7)

(1_pii)

vecY

vecY )
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donde HiT = ei”T (I - P) es la i-ésima fila de la matriz (I - P). Entonces

A (lpD(XTX)_lXiHiT) GpD(XTX)_lxiHiT)T
B A A K

[, 0 x)"xH7)
i (1_pii )2

X)X X (x7x)) (10)
) (1_pii)2

(s DI)(I 0 HixiT(xTx)’l)

Nétese que
Hi* = e (1 -P)1 -P)e;
= ¢ (I-P)
= eel —e! X(X"X)"X"e]

= 1-X,(X"X)XT

= 1-p, (11)
Sustituyendo (11) en (10), se obtiene
Cov(vec(p - B )= (Z O(X) "% xT (XTX)_l) (12)
X (1_pii )2
_ny
Sea S = n—q y se sabe que E(Sl)Z Y , (Muirhead, 1982), entonces
B (S1 0 (xTx)'lxixI(xTx)'l) (13)

(A:OV(VeC(lA3 - ﬁ(i) )) - (]_ -p; )2

Sear, = ()(TX)_lxi , vy basdndose en los siguientes resultados:

aT

1. Para g™, a =—

"

2. Dada A [J[jPd, entonces (AAT )_ = (AT)_A‘ con A7l = A" si A es no singular,

3. Dadas las matrices A y B, (A O B)_ = A OB, se obtiene

VOL. 14 No.3 SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004 m
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(éov(vec(ﬁ - ﬁ(i) )))_ = éov(VeC(ﬁ - ﬁ(i) ))_

Py

(1_72“) (S.L_l O riT)

Il

Por lo tanto, la distancia de Cook modificada puede ser re-escrita como:
D, = vec(ﬁ -B )T Cov(vec(fi ~Bg ))7V€C(ﬁ - ﬁ(i))
B(| O(X"X)*X,HT )/eCY H 1-p,)st O, )E(I o0 (XTX)_lxiHiT)JeCY H

(-p,) . | . (L-py) H

_ -1
MVGCTY(SIl O HiriTri riTril_|iT)‘/e('\’Y

-
- (1-p, ) vec Y(S O H,HT ey (14)
Alternativamente, ya que tr(BXCXD)=vec"X(B'D" [ C)vecX = vec (PBOCT e, para

matrices de érdenes adecuados, se puede escribir D, como D, = (l p “tr(SYTH H, Y

Por otro lado, puesto que éIT = ei”T (Y - Xﬁ) =H,Y, entonces

Dy, = (1_pii)_ltr(sl_lﬁi§iT)
= (1_pii)_1tr(§iTsi_léi)
= (1_pii)_1§iTsl_l§i

Por lo que se tienen las siguientes expresiones como alternativa para el cuadrado de la distancia de

Cook modificada:

vec Y (S O H, HT Jecy
)\ (SEYTH,PTY) 1s)
- ||)1 ;rslléi

E{’ 0 ) Co (vec([i ﬁ(.))) vec(ﬁ Bm)

0 ( =Py )

0 ¢ —p
De acuerdo con Chatterjee y Hadi, 1988, se puede reemplazar la matriz S por otra obtenida

usando la muestra reducida (n—l), denotada por S (i).

m VOL. 14 No.3 SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004
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Cook, 1977, Chatterjee y Hadi, 1988, Diaz-Garcia ez al., 2001, y algunos otros autores, utilizan
la matriz de varianzas y covarianzas del vec(ﬁ) para construir las medidas de distancia. La
reformulacién que se propong, estd basada en el reemplazo de esta matriz, por la matriz de varianzas
y covarianzas del veclf - ﬁ(i) . Se puede encontrar esta idea en Chatterjee y Hadi, 1988, para el caso
univariado, pero para la evaluacién de observaciones influyentes sobre un particular coeficiente de
regresién, solamente se utiliza la varianza de un coeficiente, en vez de la varianza de la diferencia. El
problema que se presenta, cuando esta idea es extendida al caso multivariado, es que tal matriz es
singular, por lo que se necgsita considerar la inversa de Moore-Penrose para la matriz de varianzas y
covarianzas del vecC B(Ij

Teorema 1. Considerando el modelo de regresion normal multivariado dado en (1), entonces, el
cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar un “outlier”, puede ser escrita como:

S, 0 (X™x) "%, xT(X™x) )
ec([i ﬁ(.) 0 @-p,) Hvec(ﬁ Bm)

(1-p, ) vec Y (S O H HT hecy (16)
(1-p, ) tr(SYT HPTY)

(L-p,)"e's’s,

O
I

3

I o

En (16) es fdcil ver que si se quiere implementar esta medida para todo el conjunto de datos, es
suficiente ajustar el modelo una sola vez, y de la forma usual se puede construir la distancia
modificada para cada punto. Notando que la expresién D, en el caso normal univariado, coincide
con el andlisis de residuales estudentizados, tal como se observa en Besley ez /., 1980 y Chatterjee y

Hadi, 1988.

DISTANCIA MODIFICADA: MULTIPLES OBSERVACIONES

Sea | ={il,i2,...,ik} un subconjunto de tamafio k de {LZ,...,r} , de forma tal que (n—k)zq.
Ahora, bajo el modelo (1), se denotan por Yy, Xy y &, las matrices de datos, de regresién y de
errores, respectivamente, después de eliminar las correspondientes observaciones de acuerdo con los
subindices en | . Sean ﬁ(l) ¥ 2y los correspondientes estimadores de mdxima verosimilitud en el
modelo:

Yoy =XmBa) *&q), &) DN(n_k)xp(O,Z(.) D'n)-

Lema 1. Sean A y D matrices no singulares de érdenes kxk y mxm, respectivamente. Sean
ademds B y C, ambas de orden k x m, entonces, existe la siguiente inversa

(A+BDCT) =A*-A"B(D*+C"AB)'CTA™

Para la demostracién de este lema, sélo debe verse que

(r+BDCT\A-A"B(D+CTAB) CTA =1

VOL. 14 No.3 SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004
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Basdndose en el Lema 1 y usando procedimientos similares a los de la distancia modificada para
una sola observacidn, es fdcil verificar que

ﬁ_ﬁu) = (XTX)_lxl (I - PI )_lﬁi >

con (| -P, ): (| . —XIT(XTX)_lXI) y X, es la matriz con las correspondientes filas de X de
acuerdo con |. Observando que &, = ure=uj(l - P)Y , donde

>
—

>
D

<
?AZD':{DI'I?‘QF’EP

S .
=~ =

I

Se obtiene veop B, )= (1, 0(X"X)™X, (1 -P,)H, becy , con H, =UT (1 -P).

De donde COV(VEC(ﬁ _ﬁu))): (Z D(XTX)_lX, (| -P, )_1X|T (XTX)_I) y

COV(VeC(ﬁ _ﬁ(l))): (Sl b (XTX)_lxl (1-P )X (XTX)_l)'

Entonces se tiene,

Teorema 2. Considerando el modelo de regresion normal multivariado dado en (1), entonces, el
cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar K observaciones influyentes, puede ser escrita
como:

Slec(ﬁ _B(I))T (Sl 0 (XTX)_lxl (R )_lxlT(XTX)_l)_VeC(ﬁ —ﬁ(.,)
vecTY(Sl‘l OHT(1-P, )" H, becY
tr(SEYTHT(-P ) H, Y) 17)
tr (Si_lﬁlT (I -P )_1§|

mi

I

RESULTADOS Y DISCUSION

FUNCIONES DE DISTRIBUCION ASOCIADAS CON LAS
DISTANCIAS MODIFICADAS

La razén principal para estudiar las modificaciones al cuadrado de la distancia de Cook para una 'y
multiples observaciones, es que, en vez de utilizar una aproximacion a la distribucién F, se derivard la
distribucién exacta para D . Andlogamente se encuentra la distribucién exacta para D, es decir,
para el caso de la deteccidn de varias observaciones influyentes simultdneamente.

m VOL. 14 No.3 SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004
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Se derivard la distribucién del estadistico para el caso de una observacién influyente a la vez y para
el caso de multiples observaciones.

Teorema 3. Bajo los supuestos del Teorema 1, se tiene que

D

ﬁ OBor2--p112) (18)

donde By 2 (n-q-py12) denota una distribucion beta centrada, con pardmetros pl2 y (n—q— p)/Z.

La demostracién de este teorema se sigue directamente de Caroni, 1987.

Del Teorema 3, dando un nivel de significancia o , se puede escribir la siguiente regla de decisién:
Y, i =12,..,n, es un “outlier”, si

Dm
n-g

(19)

2 Ba:(plz,(n—q—p)/z)
donde By.(p/2(n-q-p)i2) €8 el correspondiente Q-percentil superior de una distribucién beta de pardmetros
p/2 y (1-q- p)/2.

Similarmente, para el caso de multiples observaciones:

Teorema 4. Bajo los supuestos del Teorema 2, se tiene que

D, (20)
n- q |:lps,m,h

donde Py denota la distribucidn centrada para el estadistico de Pillai con pardmetros
s=min(p,k), m=(p-k-1)/2y h=(n-q-p+1/2.

La demostracién de este teorema es una consecuencia directa del Teorema 10.6.2, Corolario
10.6.3 en Muirhead, 1982.

UNA APLICACION

A continuacidn, en la tabla 1, se presentan los datos correspondientes a un ejemplo tomado de
Srivastava y Carter, 1983. En el cual, 25 depésitos de truchas se sometieron a diferentes dosis de
cobre en miligramos por litro y se registré el peso promedio de los peces, es decir, las proporciones

P, (1=12,..25; ] =1234,5) de peces muertos después de 8, 14, 24, 36 y 48 horas.

Los datos son ajustados por el modelo multivariado de regresién lineal mdltiple. Dado el cardcter
de las variables dependientes, se hace la transformacién arcsende las variables respuesta para estabili-
zar la varianza y se considera el logaritmo de la variable dependiente X

Dadas las asunciones anteriores, tres diferentes métricas fueron aplicadas a los datos para ver los
candidatos a ser considerados “outliers”, cuyos resultados se presentan en seguida, en la figura 1,
donde se muestran las tres grdficas correspondientes.

VOL. 14 No.3 SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004 m
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Tabla 1. Proporcién de peces muertos después de 8, 14, 24, 36 y 48 horas de que se
les suministraron diferentes dosis de cobre.

Y, Y, Y, Y, Y, X, Pachs
(8 horas) (14 horas) (24 horas) (36 horas) (48 horas) log (dosis) Promedio
0,00 0,00 30,00 30,00 30,00 5,60 0,67
0,00 18,44 33,21 33,21 33,21 6,02 0,64
0,00 45,00 60,00 71,57 71,57 6,41 0,73
22,79 53,73 90,00 90,00 90,00 6,85 0,77
42,13 90,00 90,00 90,00 90,00 7,28 0,57
0,00 12,92 26,57 26,57 26,57 5,60 0,78
12,92 18,44 33,21 33,21 33,21 6,02 0,81
12,92 42,13 77,08 90,00 90,00 6,41 0,82
18,44 56,79 90,00 90,00 90,00 6,85 0,87
26,57 67,21 90,00 90,00 90,00 7,28 0,84
0,00 0,00 0,00 0,00 12,92 5,60 0,86
0,00 12,92 22,79 30,00 33,21 6,02 0,91
0,00 22,79 77,08 77,08 77,08 6,41 1,03
0,00 46,79 77,08 90,00 90,00 6,85 1,05
18,44 67,21 90,00 90,00 90,00 7,28 1,05
0,00 0,00 0,00 12,92 18,44 5,60 0,62
0,00 12,92 22,79 26,57 30,00 6,02 0,53
18,44 42,13 77,08 77,08 77,08 6,41 0,60
18,44 56,79 90,00 90,00 90,00 6,85 0,64
36,27 77,08 90,00 90,00 90,00 7,28 0,67
0,00 12,92 26,57 26,57 26,57 5,60 0,57
0,00 0,00 22,79 30,00 30,00 6,02 0,60
0,00 39,23 71,57 90,00 90,00 6,41 0,63
12,92 53,73 90,00 90,00 90,00 6,85 0,69
33,21 67,21 90,00 90,00 90,00 7,28 0,72
a) Castancia de Mahalanchis
o
At s o 1 Ul v i Do BT
E =
i | |
I 4| ol 1] L AEER R | |
1 2 3 4 4 B T B 2 40 44 12 11 W 45 B B 19 M H T3 [ M =
Firwre da Dbamryecn
b Distancia da Coak
o ; L S RE PR e T TR B ]
-
i
= [ i | [ | | | | | I [ | | | |
=
1 2 34 4+ & B 7T OB @ 10 1 1 13 W 4§ 9 R T] T I T T -
Fasre o da Diamymc e
] Distancia da Coak Madficada
S Yoor eitiess w DUME pare e B[]0 DANLE LN
&
3z | |
-3
w] | | | | | | | P b it | |
=
I 2 4 + 4 B T B 4 M 71 1 13 W 185 18 1B 1 [ I T -
Filrsrn da Dharsrvecion

Figura 1. Aplicacién de tres diferentes métricas a las observaciones para identificar “outliers”.
(a) Distancia al cuadrado de Mahalanobis.
(b) Distancia de Cook cldsica.
(c) Distancia de Cook modificada.
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En la figura 1 (a) aparece la grdfica de la
distancia al cuadrado de Mahalanobis tal como
es presentada por Seber (1984). En la figura 1
(b) se muestra la grifica obtenida al aplicar la
distancia de Cook cldsica, como lo sefalan
Chatterjee y Hadi (1988). Finalmente, la grifi-
ca de los resultados aplicando la distancia de
Cook modificada propuesta en este trabajo, se
observa en la figura 1 (c).

En la figura 1 (a), (b) y (c), se observa que
con la aplicacién de las tres distancias, la ob-
servacién numero 11 se identifica como un
“outlier”. Es obvio que sélo hay evidencia de
que el punto ndmero 11 es una observacién
atipica, pero a manera de ejemplo se considera
como posible punto atipico a la siguiente ob-
servacién con la distancia de Cook modificada
mayor, que en este caso corresponde al punto
ntmero 22. Asi, considérense simultdneamen-
te como posibles observaciones atipicas a los
datos nimero 11 y ndmero 22. Luego, apli-
cando el estadistico de Pillai para identificar si
estas observaciones, son o no, puntos influyen-
tes en forma simultdnea, se obtiene que
D,, =125871.Si se aplica ahora la aproxi-
macién del F-estadistico propuesto en Rencher
(1995, p.185), se obtiene un valor de
6,452547, compardndolo con el valor critico
correspondiente de 2,09085, entonces se pue-
de concluir que las observaciones nimero 11y
nimero 22 son en conjunto influyentes. En
este caso, se llega a tal conclusién, dada la
fuerte influencia de la observacién ndmero 11,
sin embargo en una situacién real, hay que
tener evidencia suficiente (o a través de méto-
dos grificos) de la posible influencia conjunta
de dos o mds observaciones sobre los
pardmetros del modelo.
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