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Resumen

En este trabajo de investigacion se determina en un juego de dos etapas el impuesto éptimo
que debe pagar un consumidor que contamina el medio ambiente por el desecho de envolturas
y recipientes de bienes de consumo. En la primera etapa el gobierno establece un umbral
de contaminacién y el consumidor determina el impuesto que estd dispuesto a pagar
por exceder dicho umbral. En la segunda etapa, el gobierno elige el nivel del umbral que
maximiza su recaudacién. Asimismo, se analiza el caso de los impuestos sobre contaminacién
cuando el desecho de la envoltura sigue un proceso de difusién con saltos y el tamafio del
salto es guiado por una distribucién de valores extremos. También, se desarrolla un modelo
para la determinacién del impuesto cuando el nivel de contaminacién presenta volatilidad
estocastica.Por dltimo se emplea el método de simulacién Monte Carlo para aproximar el
valor de un impuesto éptimo.

Abstract

In this investigation we determined the optimal tax in a game of two stages that must pay a
consumer who contaminates the environment by the remainder of envelopes and containers
of goods. In the first stage the government establishes a contamination threshold and the
consumer determines the tax that is prepared to pay to exceed this threshold. In the second
stage, the government chooses the level of the threshold that maximizes its collection. Also,
in this work we analyzes the case of the taxes on contamination when the remainder of the
envelope follows a process of diffusion with jumps and the size of the jump is guided by a
distribution of extreme values. Also, a model is developed for determining the tax when
the level of contamination present stochastic volatility. Finally the method of Monte Carlo
simulation is used to approximate the value of an optimal tax.

Clasificacion JEL: E20, G58, Q53.
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1. Introduccién

Las opciones reales han cobrado recientemente un gran interés en teoria eco-
némica; ver por ejemplo: Strobel (2005) , Henderson y Hobson (2002) y Vene-
gas-Martinez (2008) . El principal objetivo asociado con opciones reales es como
valuar productos derivados sobre activos no negociables. Al respecto, es impor-
tante mencionar los dos libros clasicos sobre opciones reales: Dixit y Pindyck
(1994) y Schwartz y Trigeorgis (2001) . En esta investigacién el impuesto 6p-
timo que un consumidor debe pagar por deteriorar el medio ambienteal desechar
la envoltura de un bien genérico de consumo se valia como una opcion real.

Un consumidor racional obtiene satisfaccién de un bien que tiene una en-
voltura o recipiente. Esta envoltura tiene un costo en términos reales para el
consumidor (lo cual reduce su nivel de su riqueza), no produce satisfaccion, es
desechada en el ambiente y no es biodegradable. Para reparar este efecto nega-
tivo sobre el medio ambiente, el gobierno le cobrard al consumidor un impuesto
por contaminacién. Uno de los objetivos de la presente investigacién consiste
en obtener el impuesto 6ptimo, bajo algin criterio, que debe pagar dicho con-
sumidor. En una actitud corresponsable por parte del gobierno para promover
una cultura ambiental, se le permite al consumidor que él determine el impuesto
que estaria dispuesto a pagar cuando sobrepasa un cierto umbral umbral que
fija el gobierno. En un juego de dos etapas, el gobierno elegira posteriormente
el umbral que maximice el impuesto propuesto por el consumidor. Un hecho
importante es que este impuesto esta relacionado con la férmula de valuacién
de una opcién europea de compra de Black-Scholes-Merton. Asimismo se llevan
a cabo ejercicios de estatica comparativa, los cuales estan relacionados con las
griegas de una opcion.

2. Impuesto por contaminaciéon ambiental

2.1 Caracteristicas de la economia

Considere una economia poblada por consumidores con preferencias y dota-
ciones idénticas,cada uno de los cuales vive para siempre y desea maximizar su
satisfaccién por un bien genérico de consumo.

2.2 Supuestos

El individuo representativo tiene acceso a un activo real, especificamente a un
bono de precio b, libre de riesgo de incumplimiento que paga tasa fija r. Cuando
el agente consume C}, desecha la envoltura E}, la cual no es consumible y reduce
su riqueza a la tasa Rpg, ya que dicha envoltura tiene un costo para el individuo.
Suponga que la tasa a la que se reduce la riqueza por las envolturas desechadas
en el futuro es estocastica (el individuo no sabe cuantas envolturas va a desechar
durante [t; T]) y estd dada por:

dE
dRp = Ft = pdt + odW; (2.2.1)
t
Sea 7 = 7(Ey; t; M) el impuesto que el consumidor debe pagar en el presente,
t, por el dafno esperado en el medio ambiente durante el intervalo [¢; T]. Aqui,
M representa el umbral de contaminacién que fija el gobierno.
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En lo que sigue, para simplificar la notacién, se omitird el umbral M
en 7 y se escribird simplemente 7 = 7(Ey;¢; M). Asimismo, suponga que el
rendimiento que paga el bono estd dado por

db
dRy, = b—t = rdt (2.2.2)

t

En vista de (2.2.1), la aplicacién del lema de Ité6 a 7 = 7(Ey; t; M) conduce a
que el impuesto satisface:

dR; = dTT = prdt + o, dW, (2.2.3)
donde or Or 0t 1
fir = (E“L aEt“E“L%aEE 2E§> .
Y or 1
or = 8—EtaEt;

El gobierno propone un umbral M de tal manera que al tiempo 7T el impuesto
se calcula con base en el exceso al umbral max(Er — M;0) . Es decir, entre
mayor sea el excedente del umbral, entonces mayor serd el impuesto.

Es importante destacar que Er es una variable aleatoria tal que
Er = Etexp{(r -3 (T —t)+oVT —t 5} ,

donde & ~ N (0, 1) con funcién de densidad

1
o(e) = \/%67%62, ecR.

2.3 Problemas de decisién del consumidor

Sea wy; = Fy/ay la proporcién de la riqueza que el individuo destinada a en-
volturas, wey = 7¢/a; la proporcién de la riqueza que asigna al pago del im-
puesto, y 1 — wiy — we la fracciéon complementaria que se asigna a un instru-
mento libre de riesgo que paga un rendimiento r constante a cualquier plazo.
En este caso, el agente desea resolver el siguiente problema:

Ct,wit,wat

T
Maximizar E l/ u(Cy)e %% ds + b(ar, T) ’ fO] 5
0

sujeto a:

da; = a;w1dRE + apwo d R, + at(l — W1t — w2t)de — Ctdt, (231)
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donde: C} es consumo, u(Cy) = C7 /7, v # 0. es la funcién de utilidad, ¢ es la
tasa subjetiva de descuento, F; es la informacién relevante (precios) al tiempo

v . ’ .
tyblap,T)= e 9T s una herencia o un término de salvamento.

En este caso, § < 1 asegura la estricta concavidad de la funcién de utilidad
y el grado relativo de aversién al riesgo satisface

G'r - U/(Ct) - ! .
u(c)ey 11—+

Después de sustituir (2.2.1),(2.2.2) y (2.2.3) en la restriccién presupuestal, dada
en (2.3.1), se tiene que

C
da; = ay (r—|— (= r)wie + (pr — r)woe — a—t>dt—|—at(w1ta—|—w2tm)th (2.3.2)
¢

Si se define (la funcién de utilidad indirecta)

t,W1t, W2t

J(a;,t) = max E / 7567 *ds + b(ar,T) ’ Fil s
t

se sigue por la recursividad de J(a;t) y el teorema del valor medio del célculo
integral, que

t+dt 0% T 0%
J(at,t) = max E / g(fésds + / g(fésds + blar, T)’]—'t
Ct w1t wat ¢ vy t+dt

Ct7w1t7w2t|[t,t+dt v

t+dt oy
= max E / =5 o055 + J(ay + dayg, t + dt) ’ft
1 t

c7
= max E [—te‘”dt + o(dt) + J(ay, t) + dJ(as, t)’]:t] .
]

Crwie, w2t [, e4de Y

Observe que también que J(ar,T) = b(ar,T). En virtud del lema de Ito,
aplicado a J = J(a, t) se tiene que

C’Y
0= max E [—te‘”dt + o(dt)

Cr wie,wat vy

C
+ [Jt + J,aq (T + (p— r)wie + (pr — r)wo — —t> (2.3.3)

ag
+ 2 Jaaaf (wio + wztUT)Q] dt + Jeai(wiio + woror )dWy ft] .
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Si se toman esperanzas de los términos dentro del paréntesis y, posterior-
mente, se divide entre d¢ y se toma el limite cuando dt — 0, se sigue que

(o C
0= max {—te5t +Ji + Jaay (T + (u—r)wig + (pr — 7w — —t>
Ct wie,wae vy ag

+ %Jaaaf(wlta + ’LUQtO'T)2}.

(2.3.4)
Considere un candidato de la forma

J(a,t) = V(at)ef‘”,
entonces
Jo = V/(at)675t, Joa = V”(at)eﬂst y Jy = —5V(at)675t.

Ahora bien, si C, wi¢ y wey son éptimos, se tiene que

c/ ’ &
o 6V(ar) +V'(ar)ar | r+ (n — r)wie + (pr — r)wae — —

a (2.3.5)
+ %V”(at)af(wlta + w2tUT)2.
Suponga que
a;
V(a’t) = 6_5
entonces L )
Viar) = Ba™" y V(@) = By~ Da .
De esta manera, la ecuacién (2.3.3) se transforma en
(o ; C
0=5L =552 4 5 (1 + (n = s + (e =y = )
Y Y at (2.3.6)

+ 28(y — 1)a] (w10 + wao-)?.

Al derivar la expresién anterior con respecto de Cy, wy; y way, se obtienen,
respectivamente:

Cy = pBa) Tt =0, (2.3.7)
Bai (=) + B(y — Daf (w0 + wyor)o =0

y
8a} (1tr — 1) + By — Vaj (w110 + waior ) = 0.

Estas tres ecuaciones se pueden reescribir como:
1/(v—1
Ci = g0V,

p—r= 1=y (wio+ wyo-)o (2.3.8)



98  Nueva Epoca REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance)

Yy
wr — 1 = (1 =) (w10 + woro,)or. (2.3.9)

La ecuacién (2.3.8) dice que el consumo es proporcional a la riqueza. Como
puede observarse, infortunadamente, la trayectoria de consumo ya no puede ser
determinada porque el consumo se convierte en variable aleatoria, situaciéon que
estd mas acorde con la realidad. En consecuencia, la consideracion del riesgo
conlleva a cambios cualitativos y cuantitativos drasticos en las decisiones de
consumo, portafolio y eleccién del impuesto por contaminacién.

Por otro lado, las dos tltimas ecuaciones implican que

pr—7 _EZT (2.3.10)

o o

Después de sustituir u, y o, definidas en (2.2.3), en la ecuacién anterior se
tiene que

or
UQE?) —rT = (/L—T)a—EtEt,

—+ —pE + L

or or 1 0%t
ot  OFE; 20F?

lo cual conduce a la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes:

2
aT—FﬁTEH—laT

2 2
I 197 5202 pr =
ot = OE, 2gp27 Tt

junto con las condiciones de frontera 7(0,t) =0y 7(E, T) = max(E; — M, 0).
Estas condiciones indican que si el individuo no contamina, entonces no paga
impuesto, y que si contamina por arriba del umbral, entonces paga un impuesto
igual al diferencial. La solucién de la ecuacién diferencial parcial anterior es

T =E®(q) — Me 7T 0d(g0), (2.3.11)

donde la funcién ®(d) es la funcién de distribucién acumulada de £ ~ N (0, 1),
es decir,

1
V2T

®(d) = Pe{E < d} = /d e 2 de = 1 — &(—d), (2.3.12)

%) +(r+ %02)(T — 1)
oVl —t

1n(
q1 = ql(Et;t;Ta M} T, U) = (2313)

B) 4+ (- on)(T 1)
ovT —t

=q —ovT —1t.
(2.3.14)

1n(
@ =q(E,tT,M,r o) =
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Se pueden contar dos historias:

1) El individuo conoce la tendencia y la volatilidad de la tasa a la que va
a contaminar. El gobierno le pide que dada esa tasa, el individuo determine el
impuesto que esta dispuesto a pagar por anticipado a fin de que el gobierno uti-
lice esos recursos para tomar una acciéon inmediata y darle un manejo adecuado
a los residuos solidos desde el momento en que empieza la contaminacién. Esto,
en virtud de que el gobierno no va esperar a que el ambiente este contaminado
para tomar alguna medida.

2) Nadie paga impuestos anticipados por contaminacién; primero se con-
tamina y luego se paga el impuesto; aunque el ambiente ya esté contaminado
(entonces la reaccién del gobierno serfa tardia). En otras palabras ya para que!
Como el individuo pagara el impuesto en T, es necesario llevar entonces a 7
a valor futuro. Asi que el impuesto consistird en 7/ = 7¢" ("=t En cualquier
caso, la diferencia entre un impuesto hoy y un impuesto futuro difieren en un
factor constante.

2.4 Comportamiento del gobierno
Posteriormente, el gobierno elige M de tal manera que resuelva el problema

Maximizar 7' = e " TR ®(q)) — M®(g2). (2.4.1)

Para ello, se obtiene

0q2

or' 3}
7= TUE (@) g — Ble) — M (42) 57

oM
Observe que a partir de (2.4.1), se obtiene que

On _ 04>
oM OM’

en consecuencia

or' (T — o
_ r(T—t) / _ / _
17 = (7B (@) - MO'(2)) 17 — la).

Ahora bien, en virtud de que
e " TTE,® (1) — M®(q2) =0,

se sigue que

or
oM
Es decir, 7 es una funcién decreciente de M. Por lo tanto, la eleccion 6ptima de

M es cero. En otras palabras, en el momento en que el agente inicie el consumo
y, en consecuencia, comience a contaminar se hara sujeto del impuesto.

—(I)(QQ> < 0.
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2.5 Impuesto por contaminacion extrema

Considere una economia poblada con agentes idénticos de vida infinita y en la
que se produce y consume un solo bien de caracter perecedero. Los agentes
toman decisiones de consumo y tienen que determinar el impuestos por conta-
minacién que estdn dispuestos a pagar dado un cierto umbral, posteriormente
el gobierno elige un umbral de contaminacién permitida que maximiza la re-
caudacién. Los supuestos pricipales sobre el comportamiento de los agentes se
detallan a continuacion.

2.6 Dinamica de la contaminacion

Los agentes contaminan con una dinamica estocastica determinada por una
combinacién de un movimiento Browniano con un proceso de saltos de
Poisson, en donde el tamano del salto es modelado por una distribucién de
valores extremos, en particular, por una distribucién del tipo de Fréchet. Esto
es,

dEt = /LEtdt + O'Etth + (bEtht; (261)

donde i € R, o > 0, (W;)i>0 es un movimiento Browniano definido sobre un
espacio de probabilidad fijo (Q,F,IP,,) y dNV; es un proceso de Poisson con
parametro de intensidad J.

A continuacién se describen en detalle las caracteristicas de la componente
de saltos en la ecuacién (2.6.8). El tamano del salto, hacia arriba, estd dado
por

_ Y —v
o=X"% a>0, y X = — K, v >0, (2.6.2)

donde Y es una variable aleatoria de Fréchet con parametros «, v y k. En este
caso, la funcién de distribuciéon acumulada de Y estd dada por

0, y <v,

Fy(y) = exp{_(y;y>“}, . (2.6.3)

La funcién de densidad correspondiente satisface:

KR

o _y —(14a)
fy(y) = —Fy(y) (y ) ., y>v (2.6.4)

Observe, en particular, que si a > 2, entonces

E[Y]_V+/w(1—é>
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Por otro lado , el proceso de Poisson dNV; con intensidad § satisface

P, {exactamente un salto de tamano 1 durante dt} =P, {dN; = 1}
= odt

y
P, {mds de un salto durante dt} = P, {dN; > 1} = o(dt),

asi que
P, {ningun salto durante dt} = 1 — odt + o(dt),

donde o(dt)/dt — 0 cuando d¢ — 0. Como se comenté anteriormente, es
facil incorporar saltos hacia abajo anadiendo un segundo proceso de Poisson
en (1) multiplicado por una distribucién del tipo Weibull. No obstante, por
simplicidad, sélo se lleva a cabo el andlisis para saltos hacia arriba.

2.7 Impuesto sobre contaminacién

El consumidor representativo por el nivel de contaminacion F; estd dispuesto
a pagar un impuesto de monto 7 = 7(E}, t). El consumidor tiene acceso a un
bono de precio, b;. El bono paga una tasa de interes constante libre de riesgo
r (i.e., paga r unidades del bien de consumo por unidad de tiempo). Asi, la
riqueza real del consumidor, a;, estd dada por

ay = Et+T(Et,t)+bt, (271)
donde ag es determinada de manera exégena.

2.8 Problemas de decisiéon del consumidor-inversionista

En el transcurso de la presente seccién se establece el problema de decisién
intertemporal de un consumidor racional y adverso al riesgo.

A continuacién se establece la restricciéon presupuestal de un consumi-
dor representativo. Observe, primero, que la tasa de contaminacién, dR, =
dE./E,, estd dada por

dR, = pdt + odW; + ¢pdN;. (2.8.1)

Asimismo, el lema de It6 aplicado al impuesto 7(Ey, t) conduce a

(0T or 10?1 5,
dr —(E 8—E,t,uEt + 5—8Et20' Et)dt
0
+ 8—;aEtth T [1(Ey(d + 1), 1) — 7(Ep, )] AN,
t
6
dr = p_7dt + o_7dW; + ¢_7d Ny, (2.8.2)

donde

1 /07 or 0%t
— _ i — uE 1 2E2
H T(aﬁraEt“ YT t)’




102  Nueva Epoca REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance)

_1lor

O
O TaEtU K

1
6. = = [r(Bp+1),0) ~ 7(By,1)].
En este caso, la ecuacion diferencial estocédstica de la riqueza real acumulada
en términos del portafolio, w1y = Ei/ay, woy = 7¢/ar, 1 — wiy — wey = by/ay y
consumo, C}, estd dada por:
dCLt = atwlthE + CLt’LUQthT + at(l — Wit — ’LU2t>Tdt - Ctdt,
con aqp determinada exégenamente. Ahora bien, note que la restriccién pre-

supuestal puede ser escrita como:

dat =a¢

C
(T + (= r)wie + (@, — r)wa — —t> dt

a

(2.8.3)
+ (w140 + woro )dWy + (w1 + wthﬁf)dNt] )

2.9 Indice de utilidad

La funcién de utilidad, vy, de tipo de von Neumann-Morgenstern al tiempo
t =0 de un consumidor adverso al riesgo se supone de la forma

v = Eo [/Ooomg(ct) e”dt] , (2.9.1)

donde Eg es la esperanza condicional sobre la informacién disponible al tiempo
t = 0. Para evitar que la dindmica del consumo sea compleja de examinar, se
supone que la tasa subjetiva de descuento del agente es constante e igual a r.

2.10 Condiciones de primer orden

La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para el problema de control éptimo
estocdstico proveniente de maximizar la funcién de utilidad sujeta a su restri-
ccién presupuestal estda dada por

max  H(wie, war, Cp;ag, t)
wit,wat,Ct

C
= max { log(Cy)e " + I, (ar, t)ay [T + (1 — rywre + (p, — r)wap — —

wie,wat,Ct a

+ Li(a,t) + %Iaa (at, t)a? (w0 + wao,)?

+ 0By [I(at(wltqﬁ +wyd, +1), t) ~ I(a, t)] } -0,
(2.10.1)
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donde -
I(a;,t) = E; [/ log(cs) e ds
¢

Las condiciones de primer orden para una solucién interior son:

He, =0, H,,=0 y H,, =0.

t

Se postula I(a¢,t) como una funcién en variables separables, ¢t y a;, dada por:

I(ar, t) = e7""[B1log(ar) + Bol,

donde By y (1 se determinan a partir de (2.10.1). En virtud de lo anterior, la
ecuacion (2.10) se transforma en

max  H (w1, war, Cy; ar, t)
wit,wat,Ct
Cy
= max log(Cy) + f1 |+ (0 — r)wie + (p, — r)wee — —

wit,wat,Ct a

— r[B1log(ar) + Bo]

- %51(w1t0 +w2t0'1.)2

+ 651 Eg [log(wii¢ + warp, + 1)) } =0.

Si ahora, se calculan las condiciones de primer orden para wi; y way, intercam-
biando el orden de las derivadas parciales de las variables con el operador de
esperanza, se encuentra que

oo
E +u—r= —+
@ [w1t¢+ W + 1] w— 1= (w10 + woo,)o

5o ]
E - +pu_ —1r = (wo +wao_)o_.
¢ [w1t¢ +wup, +1 ( )
Evidentemente, el consumo 6ptimo es proporcional al nivel de la riqueza en
cada instante, es decir, C} o ay.

2.11 Caracterizacién del impuesto

En esta seccién se caracteriza el impuesto éptimo a través de una ecuacion
diferencial integral. Si se supone una solucién de esquina, es decir, w1y = 1y
way; = 0, entonces las condiciones de primer orden se transforman en:

u—r+02—5E¢[%] (2.11.1)

br B
0Eg [m] 4+ —r =00, (2.11.2)
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A partir de (2.11.2) se tiene que

T(Ey(p+1),t) — 7(Ey, t)
5E¢[ o+1 ]

or 87' 1827'22 or

Si ahora, se sustituye (2.11.1) en la expresién anterior, se obtiene

5E¢[T<Et<¢+1>,t>—7<a, - osEtaEt]

A 1@5;1 (2.11.3)
or | 97 T G2F2 o —
+3t+8ETE+28E2 E; T =0.

En lo que sigue se consideran las siguientes condiciones de frontera 7(0,¢) =0y
T(E4,t) = max(E; — K, 0) donde K es el umbral de contaminacién seleccionado
por el gobierno. Note que si fg(.) es la funcién de densidad de ¢, la presencia
en (2.11.3) del valor esperado

T(Et(¢+1),t)—T(Et,t)] :/“ T(E(¢+1),t) — 7(Ey,t)
¢+1 o o+1

Eg fo(9)de,

hace que (2.11.3) sea una ecuacién diferencial-integral en la variable 7. Observe
también que si ¢ es constante en (2.11.3) y si se redefine 6 como §/(¢ + 1), se
obtiene la ecuacion diferencial de Merton (1976). Finalmente, se destaca que
cuando ¢ = 0 6 § = 0, la ecuacién (2.11.3) se reduce a la ecuacién diferencial
parcial parabdlica de segundo orden de Black-Scholes (1973).

Ahora bien, si se considera el siguiente cambio de variable
_(v=v\"
AR
entonces uno de los valores esperado que aparece en la ecuacién (2.11.2) satisface
¢ X
EFl— | =FE|——
[(b +1 X—>41

:/ Y eudu
o u-+1

=el(~1,1).

donde I' = (=1,1) = T'(0,1) + e~ y T'(,,.) es la funcién superior Gamma
incompleta. La Gréfica 2 muestra el comportamiento de la funcién I'(0, 1/w).
Se puede demostrar facilmente que I'(0,0) = 00, I'(0,00) = 0y I'(0, 1) ~ 2/9 (de
hecho, T'(0, 1) = 0.219383934...). Por lo tanto, la ecuacién (2.11.3) se transforma
en



Revista Mexicana de Economia y Finanzas, Vol. 7, No. 1, (2012), pp. 93-128 105

T(Ey(¢ +1),t) — 7(E,t) or 1 5,07 5
5E¢ b+ 1 BN + 20’ E; aEgO’ E;
+ B2+ 5(2e 1) —rr =0

YOE, 9 T

2.12 Solucién analitica del impuesto

Con el proposito de determinar el precio 7 = (Ey;t) , se dene una sucesion
de variables aleatorias {x,, } =,en asociadas a la distribucién del producto de n
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas como ¢+ 1 con
2o = 1. En otras palabras, si {¢,}nen €s una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, se define x,, = II}_; (¢ + 1),n €
N. En este caso, la solucién de la ecuacién (2.11.3) con condiciones de frontera

T=(0,t)=0; y 7(E;0)=max(E; — K,0)
estd dada por

T(Et, t) =

- —8(T—t)/(¢+1 .
S BE, [e (T—1)/(¢ >[5('T—t)/(¢+1)] 5 (Buane— Eel@/o+11(T=1) p)

"’ n. , ,
n=0

(2.12.1)
donde ¢ es estocdsticamente independiente de {¢, }nen y TB5(., .) es la solucién
bésica de Black-Scholes (1973). En efecto, considere

T(Etat) = Z Equmn [Qn,t;TgAlg)], (2122)
n=0
donde
ST/ ED[ST — 1)/(6 + 1"
dn,t = nl
Up s = ane—dEel@/@DI(T-0)
Yy

Té? = TBS(EtUn,t; t)

En lo que sigue es conveniente, para simplificar los calculos, introducir la si-
guiente notacion:

Qn,t = EtUn,t-
En tal caso,
or = ori
. EsE, |qn U, =2 2.12.3
OE; Z o [q . ’taQnt] ( )

n=0
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y
32 827'3"5
0T S0/ + 1S EoEu [ 40iQu 252
8t ¢ e oLy |An,t&n,t 90s
: o)
E$En. |qn
—|—ZO ¢ I[q ’taQnt]
. - (2.12.5)
+5ZE g IntTBs
n=0 e ¢+1
3 TS — 1))+ D" (T
_5;_%%&"[ -1 K¢+1>'

En virtud de las ecuaciones (2.12.3), (2.12.4) y (2.12.5), se sigue que

or or ory (B t)
o = 8Eul/(6+ DBy +ZE¢EM [ 2] o, T
3 SO S(T o 5 1 (2
B (20
" (2.12.6)

Observe ahora que el dltimo término de la ecuacién anterior puede ser reescrito
€omo:

T((¢+ DE;, T (Qua(1+9). 1)
B [ - ZE¢Eznlq"t o+1 ]

(2.12.7)

(n+1)( t)
T, Qn+1 ts
= ELE,. nt ———————— | |
HZ;) ¢ Hwnia [q t ¢+1

ya que Qni1,ty Qn.t(1 + ¢) son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas. Por lo tanto, la ecuacién (2.12.6) puede expresarse como:

o — 8Tég) T(Ey(¢ +1),t) — 7(Ey, t) — ¢>Et3%
—t:nZ:OEasEzn tnt — | — o o

(2.12.8)
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A partir de (2.12.2), (2.12.3) y (2.12.7), se obtiene

or 2 142 827' or
E—i_%a Et 8Et2+TEt8—E’t_TT
S O e P ok
_7;0 qn,tE¢EIn 8t + §U n,t 8@%715 + TQn,t 8Qn7t - TTBS (2129)
T(Ba(6+1),1) = 7(Eu,t) — 0B 5f
- 5E¢ t

b+1

Finalmente, en virtud de que

8¢E§g> 1 2.2 927 (m) ar(m)
41 BS + n BS _ (n): ,
o "7 Ongge OG0, T T

se cumple para toda n € INU {0}, se deduce inmediatamente que (2.12.1) es la
solucién de (2.11.3).

3. Impuesto por contaminaciéon con volatilidad estocastica
3.1 Introduccién

En esta seccién se obtiene, a través de agentes racionales maximizadores de
utilidad, la ecuacién diferencial parcial que caracteriza el impuesto sobre un
contaminante cuando su volatilidad es estocastica. En particular, se supone
que la volatilidad es conducida por un movimiento geométrico Browniano. Se
supone que los agentes tienen acceso a un bono libre de riesgo de incumplimiento
que paga tasa fija.

3.2 Planteamiento del problema de determinaciéon del impuesto por
contaminaciéon

Se supone que el nivel de contaminacion, F;, sigue un movimiento geométrico
Browniano, cuya volatilidad al cuadrado (la varianza), o? = V;, es conducida
por otro movimiento geométrico Browniano, es decir,

dEt = /LEtdt + O'tEtth,
{ (3.2.1)

dV, = aVidt + pV,dZ,
donde p € IR es el pardmetro de tendencia del nivel de contaminacién, a € IR es
la tendencia de la varianza y 3 > 0 es la volatilidad de la varianza, las cuales son

cantidades conocidas. Asimismo, se supone que los movimientos Brownianos
dW, y dZ, estan correlacionados entre si, de tal forma que
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Considere un bono libre de riesgo de incumplimiento que paga una tasa cons-
tante r. El bono también puede verse como un depdsito bancario que paga tasa
r. Como siempre, se supone que el impuesto por contaminaciéon, 7, depende de
las variables de estado, esto es, 7 = 7(F¢, V4, t). En lo subsecuente, a; denotara
la riqueza real del agente al instante ¢t. La ecuacién de evolucion de la riqueza
real (restriccién presupuestal) estd dada por

da; = wiradRg + worardR, + (1 — W1t — ’LUQt)(ZtTdt — Cydt, (323)

donde dRg = dE;/E; y dR, = d7/7. Es importante destacar la diferencia
entre 7 y C, el primer caso se refiere al i

Or = ;UtEta—& (324)
Y 1 0
T
r=—pBVi—. 2.
& = Mg (3.2.5)

Ahora bien, en virtud de (1) y (2), la ecuacién de evolucién de la riqueza se
puede reescribir como:

Cy
da; = + (n— + (pr — — — | dt
ar =ag |7+ (p— r)wie + (pr — r)wa o (3.2.6)

—+ ay (wltat + w2tUT)th + CLtUJQté'TdZt.

En lo que sigue, la funcién de utilidad (satisfaccién) del agente por el consumo
de un bien genérico, C;, se denotard mediante u(C}). Suponga que la funcién
de utilidad indirecta, o bienestar econémico, del individuo esta dada por:

T
J(ag, Vi, t) =  max El/ u(Cy)e™%*ds + b(ar, T) ’ Fi ], (3.2.7)
t

{Ct,w1t,wae }

sujeta a la ecuacién (3.2.6). El pardmetro § > 0 determina la tasa subjetiva
de descuento del individuo, F; denota la informacion relevante disponible al
tiempo ¢ y b(ar,T) representa la funcién de legado (herencia o salvamento)
en T. Observe que también T representa la fecha de pago del impuesto. Por
ultimo, se supone que u(-) satisface v’ > 0y u” < 0, es decir, la funcién de
utilidad es estrictamente creciente y céncava. En otras palabras, la utilidad
marginal es positiva pero decreciente.

A continuacién se emplean varias formas funcionales de la funcién de utili-

dad para obtener la ecuacién diferencial parcial que caracteriza el impuesto por
contaminacién.
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3.3 Funcidn de utilidad con coeficiente constante de aversion al riesgo

En esta seccién se supone que la funcién de utilidad tiene la siguiente forma

funcional: o
u(Cy) = Tt (3.3.1)
y que el término de legado es
¥
blag, T) = e T 2L (3.3.2)
Y

donde ~ es el parametro de aversién al riesgo. Observe que si v = 1 el individuo
es neutral al riesgo, mientras que si 0 < v < 1, el individuo es adverso al
riesgo. El caso v = 0 corresponde a la funcién de utilidad logaritmica, la cual
se estudiarda mas adelante.

Para resolver el problema (3.2.7), con la funcién de utilidad de (3.2.8), se
utilizard la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Es decir, la funcién
J = J(at, Vi, t), expresada en (3.2.7), debe satisfacer la siguiente ecuacién dife-
rencial parcial de segundo orden:

cy oJ  oJ c,
0= G st 0 OJ B o e
{wltlyr'i)a;th}{ v ¢ ot + Dy T4 (= r)wig + (pr — 7)way o
1 _82‘] 2 2 2 42
+ 9 0a2 ay [(wltUt + woro ) + w5&E + 2(wior + thUT)th&_p]
t
aJ 10%J o%J
+ EIA aVy + 5—8‘/,52 52‘42 4 90,0V, asBVy (w10t + waro,)p + warks]

(3.3.3)
Al igualar a cero las derivadas parciales de (3.3.3) con respecto de Ci, wiy y
way, se obtienen las siguientes condiciones necesarias para un maximo:

aJ
e to T - 22 =0, (3.3.4)
8045
2] 82
0 Da,; 0V,
n—r= —('LUltUt + waor + w2t§rp)gtat% —otVip aéj ‘ (3.3.5)
day day
y
0
pr — 1 = — [(Waror + w1,00) 07 + workZ + (w1104 + W20 )Er p + W20 & p] at%
day
sordv:
_ atoVvy
(por + &)V =57
a

(3.3.6)
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Se propone un candidato de solucién de la forma:

Cl,t’Y

T(ar, Vist) = e g(Vi, 1) . (3.3.7)

el cual separa variables (multiplicativamente). La funcién g(V;,t) es conocida
como el coeficiente del premio al riesgo. Este nombre se justifica a continuacion.
Observe primero que a partir de (3.3.7), se sigue que

9 e (Vi t)a, 7,
8045

0*J

9a2 (v — 1)e % g(V, t)a, 2

0% _ eiéta—gat’yfl.
0a0Vy oV;

En virtud de estas ecuaciones, el coeficiente de aversion al riesgo, satisface

2
A
Tty T YT T ey

Dy u/'(Cy)

en donde —Cyu''(Cy) /u'(Cy) es la elasticidad de la utilidad marginal (coeficiente
relativo de aversién al riesgo). Ademas,

02J 0,
0a; IV, _ Vi 1 dg V; 1

0  gVt) VidVig v,ooV
Dy g(Vi, 1) tOVe g t

en donde g4, es la elasticidad de g con respecto de V;. Para obtener la ecuacién
diferencial parcial que determina el impuesto por contaminacion se requiere una
solucién de esquina. Al sustituir w1 = 1 y wo; = 0 en las ecuaciones (3.3.4),
(3.3.5) v (3.3.6), éstas se transforman, respectivamente, en:

C 7 =g(Vi, a7, (3.3.8)
99
a2 vy
Yy
Jg
pr =1 = (1 =3)or(or +&p) — (070 + &) V2 oV (3.3.10)

g(Vi, t)
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En particular, los “premios” al riesgo para el nivel de contaminacion y el im-
puesto estan dados por las ecuaciones:

99
p—r vy
)\E oy ( V)Ut pﬁ‘/t g(‘/t; t) (3 3 )
y
£ £ ot
,u”l' -r T T 8Vt
T —_ — 1 —_
A o ( + P)( — )0t ( >5t W)
A partir de las ecuaciones anteriores se puede concluir que
&r & (BVi\ 99
- ST (1 — L (A
Ar=Ap+ - P( V)o . v
la cual conduce a
or 0t 0%
8t+8 rk, + VtEt 9B t2—7"7'
B2V2EN\ dg | or
Vi — BVip(1 — — | = 3.3.12
+ |avi=avint =+ (55) 2| 57 (3.3.12)
0%
&7 v BV P Ewp =0,

28Vt

junto con la condicién de frontera 7(Ey, V;,T) = max(FE; — K,0). Asimismo,
la ecuacién (3.3.3) se simplifica si se sustituye el candidato de solucién J y la
solucién de esquina wy; = 1 y wey = 0, en cuyo caso se obtiene

8Et oVi

/=0 10y
vy 8t

+ (aVi + 70 BVip) =
LBV P
2 o oV’
donde se ha utilizado que

oJ o ¥
Co=lg(Ve. )0 Ve, y E‘( 59 +%> 7&%'
t

+pg =907 1>+2( ~1)Vig

1 dg

~ 5. (3.3.13)

De esta manera, la ecuacién (3.3.13) se transforma en

o _ 1
0:—8—i+(”y g/ 01 4 [(5—w)—§v(v—1)%]g
8

d%g

- _52‘4 V2
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La condicién de frontera, en este caso, es g(V;,T) = 1, lo cual asegura que se
satisfaga el valor del legado en (3.3.2). Como puede observarse, se requiere la
solucién de (3.3.14), g = g(V;, t), a fin de sustituirla en (3.3.13) y poder resolver
esta dltima en 7(FEy, Vi, t).

La ecuacién (3.3.12) indica cémo ajustar el proceso estocdstico que sigue
el nivel de contaminacién, dado en la ecuacién (3.21). En este caso,

dEt = TEtdt + O'tEtth,

2172
Vi = |aVi — AVip(1 — 7)oy + (ﬂg"t ) 5—5] dt + BVidZ.
t

3.4 Funcion de utilidad logaritmica

Considere de nuevo un consumidor racional con vida infinita maximizador de
utilidad. Se supone una funcién de utilidad logaritmica, lo cual conduce a que
el consumidor es adverso al riesgo. Como antes, se supone que el consumidor
tiene acceso a un activo libre de riesgo (de incumplimiento), por ejemplo un
bono cupén cero. Se supone que la funcién de utilidad esperada al tiempo ¢ de
un individuo representativo y competitivo tiene la siguiente forma:

—oT

T
E |:/ In(cs)e %%ds + ln(aT)e 5
t

Fi ] , (3.4.1)

donde 0 es la tasa subjetiva de descuento y F; es la informacién disponible al
tiempo t.

El consumidor representativo posee un titulo de deuda de precio b;. El
impuesto por contaminacién se denota mediante 7(Ey, Vi, t). En consecuencia,
la riqueza real, a¢, del individuo estd dada por:

ay = bt+Et+T(Et,‘/t,t). (342)

De esta manera, la evolucién de la acumulacion de la riqueza real sigue la
ecuacién diferencial estocastica de la forma

dCLt = atwlthE + CLt'(UQthT + at(l — W1t — w2t)de - Ctdt, (343)

donde dREg es el rendimiento del activo con riesgo, dR;, es la tasa de cambio
instantanea del impuesto por contaminacién y dRy, = rdt es el rendimiento del
bono. Es importante distinguir entre las cantidades 7 = 7(E;, Vi, t) y Ci, la
primera representa el impuesto por contaminacion y la segunda el consumo.
Suponga que

dRE = ,udt + Utth, (344)

donde p € R, oy > 0y {W;}+>0 es un movimiento Browniano definido so-

bre un espacio fijo de probabilidad equipado con una filtracién (QW,}' v -

(F Y s0 P ) y
dV, = aVidt + pV,dZ,, (3.4.5)
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donde V; = 07, a >0, 3> 0y {Z:}+>0 es un movimiento Browniano definido

sobre un espacio fijo de probabilidad equipado con una filtracion (QZ,}' i -
z z

{F, }+>0,IP ). Suponga que

COV(th, dZt) = pdt
Durante el intervalo de tiempo [t, ¢ + d¢], el nivel de contaminacién cambia de

E, a E;+ dFE;, en consecuencia, el impuesto cambia de 7(Ey, Vi, t) a 7+ dr. El
cambio marginal en el impuesto se obtiene mediante el lema de It6 como:

1 2 1 2 2
dr = (‘3—1+ _aﬂgt #Et+—§‘;t th+§ofSt2 _255 +§ﬁ2Vf gvg +gtﬁEtvtp—5§tht )dt
t t

+55—E1—tUtEtth+ 58‘(/1 BVidZy

6
dr = p7dt + o 7dWy + &,7d 7,
donde
L :(g—;+§—,§tyEt+§—‘;tavt+%ofsf SZE+%B2V3 22 +gtﬁEtvtp%)/r, (3.4.6)
87’ O'tEt
L= = 3.4.7
7 8Et T ( )
Y or BV,
T t
= 3.4.8
&= 5o (3.48)

Si se sustituye (3.4.4) y la ecuacién anterior a (3.4.6) en (3.4.3), se tiene que

C
da; =ay [T + (= r)wie + (pr — r)way — a—t] dt
¢

(3.4.9)
—+ ay [(atwlt + UTUJQt) dW; + w2t§TdZt] .

Sea

—oT

Crawie,wat

T
J(ay, Viyt) = max E [/ In(Cy)e % ds + ln(aT)e
t

ft].

La condicién necesaria del problema de control éptimo estocastico en el que el
consumidor racional desea maximizar la utilidad total queda expresado como:

C
0 :1n(Ct)ef‘st + Jt + JaCLt |:7" + (,M - T)’LUlt + (,Mq- - T)U)Qt — a—t:|
t

+ 2 Juaa; [(Utwlt + orway)? + Ewd, + 2 (orwiy + orwa) &wztp]

+ JvaV, + 2 Jvv B2VE + JavaiViB [(orwis + orwar)p + Erway] -
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Considere el siguiente candidato de solucion

J(ar, Vi, t) = [In(a) + g(Vi, t)] e~

Oql»—t

En este caso, se sigue que g(V;,T) = 0. Asimismo,

0 =In(CL) ~ In(ar) + (Vi )] + 5 27

C,
" [ (= Pwone 4 (ar — s — S

a

—_ Sl

- — [(atwlt + Ufwzt)2 + E2w3, + 2 (opwiy + o war) Erwaep

20
aagvt B* &%g

AT

V2.

Las condiciones de primer orden son
Cy = day, (3.4.10)
w—r = (0wt + orwat) 0 + Erwaorp
y
pir =7 = (oywie + 07 way) 07+ W2+ (orwie + 07Wwe) & ptweo-Erp. (3.4.11)

Las dos ultimas condiciones se pueden reescribir como

-7
AE = lua = w1t + orwa + Erwarp (3.4.12)
t
y
Hr — T 72' 57'
A = = oW1t + 0rWat + War = + (Crwie + 0rwar) p=— + Wtk p.
or Or Or

Al sustituir (3.4.12) en la expresién anterior, se tiene que

2
Ar =g (1+p§7> —|—w2t§—(1—p2). (3.4.13)
Si wey = 0y wyy = 1, entonces
A=A (1 + p&- ) (3.4.14)
Después de sustituir (3.4.6), (3.4.7) y (3.4.8) en la ecuacién anterior, se obtiene
2
8T+8T E+582VS 7"7'—|—(a—)\6)—Vt
ot OF OF; Vi
o o , (3.4.15)
2 T 3/2
6 ‘/t aVQ aEt 6Et‘/t =0
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donde
A= Agp.

Si se sustituyen wy; = 1 y wey = 0 en la condicién HJB, se tiene que

_ o Yo p 1, adg 1P o,
0 = log(9) g+58t+5 1 25Ut—|—5thVt—|-25thQﬁVt.

Ahora bien, en virtud de (3.33), se sigue que 02 = y — r. De esta manera,

0
0=10[log(6) — 1+ 2(u+7) =g+ = +a=>V; +

junto con la condicién de frontera g(V;,T) = 0. La solucién de esta ecuacién
diferencial parcial es independiente de V; y esta dada por

g(t)=A— Aef‘s(Tft),

donde

1
A=log(d) — 1+ 2—5(u +r).

Observe que g satisface

dgi

y 9(T) = 0.

4. Métodos niimericos para aproximar impuestos éptimos
4.1 Introduccién

Para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales se
requiere de métodos numericos. Una alternativa para encontrar soluciones
numéricas consiste en utilizar los llamados métodos de diferencias finitas. En la
literatura sobre analisis numérico existen muchos métodos de diferencias fini-
tas para encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales
parabdlicas. En este capitulo se presentan varios de estos métodos destacando
sus ventajas y limitaciones.

4.2 Construccion de la malla

En lo sucesivo se estudiardn métodos de solucién numérica hacia atrds (“back-
ward”) en el tiempo. La diferencia con los métodos hacia adelante (“forward”)
es simplemente un cambio de signo en la variable tiempo. La razén para con-
siderar el tiempo hacia atras es que las ecuaciones diferenciales parciales que
caracterizan los impuestos éptimos tienen asociada una condicién final. En los
métodos de diferencias finitas es muy frecuente utilizar una malla regular en
donde los nodos estdn igualmente espaciados en intervalos de tiempo y/o en
intervalos del nivel de contaminacion.
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Considere una particién del intervalo [¢,T] en N subintervalos del mismo
tamano At. Es decir, (T' — t)/N = At. Defina ahora la siguiente particién:

ta=T—nAt, 0<n<N. (4.2.1)

Observe que el primer valor de esta particion corresponde a tg = T y el ultimo
a ty =t. La particién definida en (4.2.1) se ilustra en la Gréfica 4.2.1

Gréfica 4.2.1 Particién del intervalo de tiempo [t, T1.

t t+AL t+2At s T=t+NAt

Denote ahora el nivel de contaminaciéon mediante F; y suponga que éste toma
valores entre Ey y FEr. Defina, en este caso,

E;=FEy+iAE, 0<i<I, (4.2.2)

donde AE = (Ep — Ep)/I. Observe que el nivel de contaminacién va de Fy a
Er. Esta particion del nivel de contaminacién se puede apreciar en la Grafica
4.2.2 Si se conoce r, entonces Er se puede calcular como Ep = Ege’” .

Gréfica 4.2.2 Valores de nivel de contaminacién con incrementos constantes AE.

Ey FEo+AFE FEo+2AFE cee Er=FEg+IAE

Con base en las particiones {t,}o<n<n ¥ {Fi}o<i<r definidas anteriormente,
cada nodo de la malla estd dado por (Ej,t,) = (Eo + iAE, T — nAt) donde
0<i<Iy0<n<N.

A continuacién se aproxima el cambio relativo del impuesto con respecto del
tiempo. En lo sucesivo se denotara el nivel del impuesto, en cada uno de los
nodos de la malla, mediante 7" = 7(E;, t,) = 7(Eo + {AE, T — nAt). De esta
manera, el superindice se refiere a la variable tiempo y el subindice al nivel de
contaminacién. Ahora bien, por definicién se tiene que

8_7' _ hm T(Et, t—|— h,) - T(Et, t) '
ot h—0 h
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Esta derivada se puede aproximar con nodos horizontales de la malla, suficiente-

mente cercanos. Si se supone que 7" y Tl-"H son conocidos, la ecuacién anterior

se puede reescribir como:

or T — Tf“

En este caso, el error! tiene magnitud O(At).

La ecuacién (4.2.3) se puede justificar como sigue. Considere una expansién en
serie de Taylor de 7(E}, t — At) hasta términos de segundo orden, es decir,

OT(Ey,t) N (t — At —t)2 92°7(Ey,t)

T(Ey,t — At) = 7(Ey, t) + (t — At — 1)

ot 2! ot?
B OT(Ey,t)  (At)2 927(Ey,t)
=7(E,t) — At ot + 20 o2
=7(Eyt) — At% +0((At)?).
(4.2.4)

La segunda derivada parcial de la expresién anterior se evalia en (Fy,t —
0At) para algtin 6 € [0,1]. Observe que por definicién O((At)?) satisface que
O((At)?)/(At)? tiende a una constante cuando (At)? — 0. Por supuesto, se
supone que 7 = 7(FEy, t) tiene derivadas parciales continuas del orden requerido.
Si se omite el término de error y se despeja 7(E¢, t — At) de la ecuacién (4.2.4),
se tiene 5

(Bt — At) = 7(Ey, t) — Ata—Z(Et, t). (4.2.5)
Ahora bien, en términos de los puntos de la malla, si t =t,, y By = Eg +iAE,
se sigue que t, —At =T —nAt—At=T — (n+ 1)At y

T(FEog +1AE, t,) = 7(Ey + 1AE, T — nAt) = 7* (126)
7(Eo +iAE, t, — At) = 7(Eo +iAE, T — (n+ 1)At) = 7T, -
Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (4.2.5), se obtiene
n n+1 87-
TR T+ At (B t)- (4.2.7)
En otras palabras,
or T — 7__n+1
= (Bistn) = ————. 4.2.8
ot ( ) At ( )

Esta aproximacién tiene un error O(At), ya que O((At)?)/At = O(At). Este
resultado coincide con (4.2.3).

L Por definicién, O((At)™) satisface que O((At)™)/(At)™ tiende a una constante cuando
(At)—0.
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4.3 Cambio del impuesto con respecto del nivel de
contaminacion

A continuacién se aproxima la razén de cambio del impuesto, 7, con respecto
del precio del nivel de contaminacién, F;. En este caso se tienen, fundamen-
talmente, tres formas distintas para calcular dicha aproximacién. Para ello, se
examina una seccién vertical de la malla fijando el tiempo. Se destacan los
siguientes tres casos. La diferencia “forward”, la cual esta dada por

or Ty — T

2 (i tn) & ————

0E; ( ) AE
donde 7%, = 7(Eo + (i + 1)AE,t,) y 7' = 7(Ey +iAE,t,). La diferencia
“backward”

(4.3.1)

or =T
T (B ty) T2l 4.3.2
oz, (Firtn) AL (4.3.2)
donde 7* | = 7(Ep + (i — 1)AE, t). Por dltimo, la diferencia central
or T — Tilg
ar El, tn % 4. .
0E; ( ) 2AFE (4.3.3)

Es importante destacar que las diferencias “forward” y “backward” tiene un
error O(AE), mientras que la diferencia central lo tiene de O(AE)?. A con-
tinuacién se justifican las aproximaciones (4.3.1), (4.3.2) y (4.3.3). Todas ellas
utilizan una expansién en serie de Taylor.

4.3.1 Diferencia ”forward”

Considere una expansién en serie de Taylor del impuesto 7(Fy, t) de la siguiente
forma:

T(By + AEt) = 7(Ey, t) + (By + AE — Et)%
(E;+ AE — Ey)? 0%7(E,t)
2l DE?
O7(Ey,t) N (AE)? 0%7(E,t)
OE, 2l DE?
OT(FEy,t)

=7(E, t) + AETEt +O((AE)?).

+

(4.3.1.1)

= T(Et, t) —+ AE

La segunda derivada parcial de la expresion anterior se evalia en (E; +60AFE, t)
para algin 6 € [0,1]. Si se omite el término de error en la expresién anterior,
se sigue que
Ot (Ey, t
(B, + AE,t) %T(Et,t)—i-AE%. (4.3.1.2)
t

En términos de valores en los nodos de la malla, se tiene que:
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Por lo tanto, la aproximacion (4.13) en el nodo (Ej;, t,) puede reescribirse como

n n
or Tit1 — T

3E, (4.3.1.4)

Evidentemente, la expresién anterior tiene un error de magnitud O(AE).

4.3.2 Diferencia ”backward”

Considere una expansién en serie de Taylor del impuesto 7(Fy, t) de la siguiente
forma:

(B — AE,t) = 7(Ey, t) + (B, — AE — Et)%
t
+ (Et — AE — Et)2 827'(Et, t)
21 OE?
8T(Et,t)

(4.3.2.1)

La segunda derivada parcial de la expresion anterior se evalia en (E; —0AE, t)
para algin 0 € [0, 1]. Si se omite el término de error y se despeja 7(Ey — AFE, t)
de la ecuacion anterior, se obtiene

8T(Et, t)

T(Et—AE,t) %T(Et,t)—AE 8Et

(4.3.2.2)

Ahora bien, en términos de valores en los nodos de la malla, si By = Eg+iAFE,
se tiene que
T(Eo + (i — D)AE, t,) = 7. (4.3.2.3)

Por lo tanto, la ecuacién (4.17) conduce a la siguiente aproximacién:

or T =T
8—Et(El-,tn) A Tl, (4.3.2.4)

la cual tiene un error de magnitud O(AFE).
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4.3.3 Diferencia central

La diferencia central utiliza las diferencias “forward” y “backward”. Por un
lado, en virtud de (4.3.1.1), se obtiene que

(B, + AE, t) = 7(Ey, t) + AEL(%’ )
t
(4.3.3.1)
(Et + AFE — Et)2 827'(Et, t) 3
+ 51 DE? + O((AE)?).
Por otro lado, con base en (4.3.2.1), se tiene que
T(Et - AE, t) = T(Et, t) - AE%
(B — AE - By)? 52 (B (4.3.3.2)
t— — Ly T L, 3
+ 51 DE? + O((AE)?).

En consecuencia, si se toma la diferencia entre las ecuaciones (4.3.3.1) y (4.3.3.2)
se sigue que
Or(E,t)  7(E + AE,t)—17(Ey — AE,t) 9
= AFE)%). 4.3.3.
i, T FO(ABY).  (4333)

En términos de nodos de la malla, se obtiene la siguiente aproximacion:

n n
(Bt~ T
t

La diferencia central tiene un error de magnitud O((AE)?), el cual es menor
que el de las diferencias “forward” o “backward”, como puede notarse, esto se
debe a la cancelacién de varios términos de las expansiones (4.3.3.1) y (4.3.3.2).
Es importante destacar que en el calculo de la diferencia central se requiere
conocer los valores de 7 en E; + AE v Ey — AE. De esta manera, si se estd
en la frontera de la region, es decir, en © = 0 6 ¢ = I, entonces no es posible
calcular dicha aproximacion y se tendran que utilizar las diferencias “forward”
o “backward”.

(4.3.3.4)

Suponga ahora que se desean utilizar los puntos Ey, Ey + AE y FEy + 2AFE
para aproximar la derivada de 7 con respecto de F;. En este caso, se tiene que

07(Er1) | (AE)? 6% (E,1)

_ 3
7(Ey+ AEt) = 7(E, t) + AFE OE, o1 OE? + O((AE)?).
(4.3.3.5)
Por otro lado, si se expande 7 de la siguiente manera
Eyt
7(Ey + 2AE, t) = 7(Ey, t) + (B, 4+ 2AE — Et)%
t
(Et + 2AE — Et)2 827'(Et, t) 3
+ o DE? + O((AE)?)
2
= (B t) + 28807 ED o A2 TELD |6 pyy

OE, DE?

(4.3.3.6)
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y se omite el término de error, se tiene

8T(Et, t)

2 0%7(Ey 1)
OF; '

T(Et+2AE,t) %T(Et,t)+2AE )
DL

—2(AE) (4.3.3.7)

Si se considera ahora la siguiente combinacién de las ecuaciones (4.3.3.6) y
(4.3.3.7):

T(Et+2AEt)—41(Et+AE,t)

N OT(Ey, t) 5 O?7T(Ey, t)
Or(Ei,t)  (AE)? 8%r(Ey, 1)
—4 (T(Et,t)—FAE oL, + 20 8Et2
8T(Et,t)
- 37'(Et, t) - 2AET&
(4.3.3.8)

y se despeja O1(Fy,t)/0E,, se obtiene

8T(Et, t) - 47'(Et + AE, t) - 37'(Et, t) - T(Et + 2AE, t)
0B, 2AE

. (4.3.3.9)

La expresion anterior se puede expresar, en términos de nodos de la malla,
€omo:

B 4rn 3 g
8—1;(&,%)% Titl 2&3 Tix2 (4.3.3.10)

la cual tiene un error O((AE)?). Esta aproximacién es del mismo orden de
ajuste que la diferencia central. De la misma manera, si lo que se desea es
aproximar la derivada de 7 con respecto de F; utilizando la diferencia “back-
ward”, es decir, empleando Ey, Ey — AE y Ey — 2AFE, se tiene que

8T(Et, t) - —47'(Et - AE, t) + 37'(Et, t) + T(Et - 2AE, t)

= 4.3.3.11
OF; 2AF (4.3.3.11)
o en términos de la malla
or =4+ 3T+ T,
— (i, tn) =~ , 4.3.3.12
OF; ( ) 2AF ( )

la cual tiene un error (O(AE)?). Por tltimo, para aproximar la segunda
derivada de 7 con respecto del precio de F; en (E;, t,,), con base en la diferencia
central, se puede mostrar facilmente que

0t T =21 4]
—(E;, ty)~—tL ¢ il 4.3.3.13

con un error de magnitud (O(AFE)?). Es importante destacar que en la prictica,
la aproximacién anterior se utiliza con mucha frecuencia.
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4.4 El método explicito de diferencias finitas
Considere una ecuacion diferencial parcial de segundo orden de la forma

or 0t or
E+U(Etat)8—Et2+#(Etat)8—Et+”Y(Et,t)7'—0, (4.4.1)

donde o(Fy,t) > 0. Por supuesto, junto con (4.4.1) se requiere especificar una
condicién final 7(E;, T) = h(E;) para alguna funcién h. Al sustituir en la
expresién anterior las aproximaciones con diferencias centrales de las derivadas
parciales, obtenidas en las secciones anteriores, se tiene

n n+1 n n n n n
T T n  Tipn — 27" + 714 n Tit1 — Ti—1 non
A A 4 A i o S Gt § nrt=0. (4.4.2

At ( (AE)? ) i ( oAE )t (44.2)

El error en la ecuacién es del orden O(At, (AE)?). Las funciones y, o y v se
valian en F; = Eg+iAFE y en t, =T —nAt. Si se resuelve la ecuacién anterior
en términos de Tf“, se sigue inmediatamente que

T,L-n+1 = M,ZlT,Zil + (1 + N,Ln)T»Ln + inTﬁi»la (443)

donde )
M = qo} — 59247,

Ni" = =2qi0{ + (At)y}",
Pl = qio}' + 3q2p1,
B At B At
ql_(AE)2 y q2_AE

La ecuacidon (4.4.3) se calculaeni =1,2,...,]—1, es decir, en puntos interiores,
puesto que 7" y 77’ ; no estdn definidos. Asf pues, existen I — 1 ecuaciones
para I + 1 variables desconocidas 7,*. Las condiciones de frontera para i =0 e
i = I proporcionan las dos ecuaciones faltantes. Debido a que la relacién entre
los valores del impuesto en el tiempo t,41 es funcién sélo de los valores del
impuesto en el tiempo t,,, a este método se le conoce como el método explicito de
diferencias finitas. Aunque el método explicito es ficil de programar, no siempre
converge. Por ultimo, es importante destacar que la convergencia depende de
la magnitud de los intervalos de tiempo y de niveles de contaminacién, asi como
de las formas funcionales de p, o y 7.

4.5 Método implicito de diferencias finitas

El método implicito siempre converge y para aproximar 7 utiliza los nodos de
la malla. En este caso, la relacién “backward” entre los valores del impuesto
sobre la malla se toma de la siguiente manera

n n+1 n+1l _ n+1 n+1
T — T, 4 gntt (TiH 27, + 70 )
1

At AE?
(4.5.1)

7-."+1 — 7-."+1
+ /L?Jrl 1+12AE1*1 + ,YanrlTinJrl —0.
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El error de este método es O(At, (AE)?).

La ecuacién (4.5.1) se puede escribir como

MM 4 (L NP 4 Pttt = o, (4.5.2)
donde b — —
M qlcf" — gap ",
N = 2¢07 T — (At
P = —quoftt + Sgop
At At

fh:m Yy Q2:E-

Como antes, esta ecuaciéon no se cumple para i = 0 6 + = I, las condiciones
de frontera proporcionan las ecuaciones faltantes. Las diferencias principales
entre este método y el método explicito son la estabilidad del método y el
procedimiento de solucién. Ahora, para calcular 7'"Jrl a partir de 7" se requiere
resolver un sistema de ecuaciones lineales.

4.6 Método de diferencias finitas para modelos de dos
factores

Muchos modelos para determinar impuestos utilizan dos movimientos Brow-
nianos. Por ejemplo, cuando el nivel de contaminacién tiene volatilidad estocés-
tica o cuando el impuesto se descuenta a una tasa variable. A continuacién, se
presenta el método de diferencias finitas para encontrar soluciones numeéricas
de este tipo de impuesto. En dimensiones mayores (tres o mds), definitivamente
es mejor utilizar el método de simulaciéon Monte Carlo.

Considere la siguiente ecuacién de dos factores de riesgo:

0 02 or

_T+O'(Et,7't,t) 7; (Et,Tt, ) ")/(Et,Tt,t)T

" o oF (4.6.1)
82 2 or .0.

+B(E, T, t)a 5 + (B, 1y, )(?Et(?rt + ¢(Ey, 1y, )8_” —0.

En este caso se utiliza una malla tridimensional
E;, = Ey +iAFE, i =710+ JAr Y t, =T — nAt.

La tasa impositiva se escribe como 7(E;, rj, t,) = 7;;.Para resolver esta ecuacion

mediante diferencias finitas se requiere una condicién final 7(E;,r;,T) = Tfj.
La ecuacién (4.6.1) se aproximard utilizando diferencias centrales. En conse-

cuencia, la segunda derivada 9?7 /9FE;dr; se aproxima mediante la expresién

or or or
8(87"_15) N aT_t(Et+AE’Tt’t)_aT_t(Et_AE’Tt’t)
OB, 2AF '

(4.6.2)
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Observe que

or T, j+1 — Tik1—1
—(E; + AE r;,t) =~ J J
3Tt( it T t) 2Ar

y
or T4 41— Tic1,j—1
—(E;, —AE rj,t) = - -
3Tt( ! ' Tint) 2Ar ’

lo cual conduce a una discretizacién de (4.6.1) de la forma

n n

n n
Tit1g+1 ~ Tit1,5-1  Ti—1g41 — Ti—1,5-1 1
2ATr 2Ar 2AF

Tﬁkl,jJrl - Tﬁrl,jfl - Tinfl,jJrl + Tinfl,jfl
4(AE)(Ar) '

Esta aproximacion preserva la propiedad
o*r 91
8Et87"t - 8Tt8Et '

De esta manera, el método de diferencias explicitas para dos factores conduce
a

n _ ~nt+l n _ n n n _n
Tij — Tij Lon T, 2T T n (T4l —Tic1,j PN
At " (AE)? " 2AFE K
n n n
L ogn (T T 21+ T
" (Ar)?
n n n n
Lan Tit1,j+1 — Titl,j—1 — Tim1,j4+1 T Ti=1,5—1
" 4(AEAT)

n ((Tigtt —Tij-1) _
sy (T o

con un error O(At, (AE)?, (Ar)?).

(4.6.3)

4.7 Aplicacion del método de diferencias finitas para
impuestos 6ptimos
En esta seccion se aplica el método explicito de diferencias finitas con dos fac-
tores F; y V; para aproximar el valor del impuesto que se obtiene como solucién
de la siguiente ecuacion:

aor Ot 0t or

— + =B+ 2 VS — - A3) ==V,

8t+8EtT t+28Et2 t¢ TT+(OZ 6)8% t
0t N 0?c
V2 OEV;

+18°V7 BEV?p =0,

la cual fue deducida en el capitulo 3 para impuestos por contaminacién con
volatilidad estocastica, especificamente la ecuacién (3.4.15).
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La grafica 4.7 muestra las soluciones aproximadas para un impuesto 6p-
timo para diferentes valores de r y 8 cuando p = o« = A = 0. En este caso,
para la generacion de la malla, se han tomado los valores N = 4000 e I = 300
en una corrida de Mathlab\¥ versién 6.1. El orden de error del método em-
pleado es O(At, (AE)?, (AV)?). En este caso, afortunadamente, se alcanzé la
convergencia del método explicito.

Grafico 4.7 Valores aproximados del impuesto éptimo

100 e

an-
=i R
an

T

20

£

Observe que conforme la tasa de interés real aumenta, el factor de des-
cuento disminuye y, en consecuencia, el valor del impuesto éptimo disminuye.
Asimismo, cuando la volatilidad de la volatilidad aumenta, se tiene que el im-
puesto éptimo aumenta.

0 0

5. Método Monte Carlo para estimar impuestos éptimos

Suponga que el nivel de contaminacion se comporta de acuerdo a un movimiento
geométrico Browniano, es decir,

dEt = ILLEtdt + O'Etth, (51)

donde 1 es el nivel promedio de contaminacién esperada, ¢ es la volatilidad
instantdnea y dW; ~ N(0,dt). El valor del impuesto éptimo estd dado por

(B, T) = e "T"YEmax(Ep_; — K, 0) | Fo] (5.2)

010
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Si se utilizan incrementos discretos, el nivel de contaminacion, en la ecuacién
(5.1), se puede escribir como

AEt = ILLEtAt + O'Et \ At 5, (53)

donde £ es una variable normal estandar. Esta forma discreta de simular E;
es conocida como el método de Euler. En este caso, a partir de un valor inicial
Ey y la generacién de un ntumero aleatorio de &, se calcula un posible valor
de AFjq, el cual, posteriormente, se utiliza para calcular Fy = FEy + AFq, v
asi sucesivamente. El método es facil de aplicar a una ecuacién diferencial
estocdstica y tiene un error del tipo O(At). Por otro lado, la aplicacién del
lema de Itd, a (5.1), conduce a la siguiente ecuacién:

d(lnEy) = (p — %02) dt + odW4, (5.4)

la cual tiene una version discreta dada por
Jo— Etexp{(,u— %02) At + oV AL 5}. (5.5)

En este caso, los valores simulados del nivel de contaminacién se inician con
un valor Fy y la generaciéon de un ntimero aleatorio de £ para obtener un
posible valor de F4 y asi sucesivamente. Con base en las ideas anteriores, se
puede proponer el siguiente algoritmo para determinar el valor aproximado del
impuesto éptimo:

(7) Simular el comportamiento de E}, partiendo de un valor presente, Ey, y
continuando hasta la fecha 7', lo cual proporciona una posible trayectoria
(realizacién) del impuesto;

Calcular para cada realizacion el valor intrinseco del impuesto;
Repetir n veces los pasos anteriores;
Calcular el promedio de los valores intrinsecos obtenidos;

Calcular el valor presente del promedio anterior, lo cual finalmente propor-
ciona el impuesto 6ptimo.

Observe que entre mayor sea el niimero de realizaciones, mayor serd la precision
del resultado. Si se aumentan en cien veces las simulaciones, entonces la pre-
cision aumenta en una décima. Por supuesto, la precisién también depende de
la calidad de los nimeros aleatorios, por lo que es recomendable llevar a cabo
una prueba de aleatoriedad.

Vale la pena mencionar que en la practica es muy frecuente emplear va-
riables aleatorias uniformes en [0,1] para generar variables aleatorias normales
estdndar a través del método de Box-Muller, el cual establece que se pueden
utilizar

E =+v/—2InUjcos(2nU3)
€ =+ —2InUsen(2nUs)

para generar valores de £sin NV (0, 1) con Uy, Us ~ U[0,1]. En la Gréfica 5.1 se
presenta la simulacién de 25 trayectorias del nivel de contaminacion.
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Gréfico 5.1 Simulacién Monte Carlo de 25 trayectorias del impuesto

Simulacion Monte Carlo

1601

Para calcular el impuesto 6ptimo con el método de simulacion Monte Carlo
considerando 1000 realizaciones con Fy = 100, T = 1 , o =20%, At = 0.01
uw=4.0%, K =105, se tiene que T = 5.4240.

6. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se ha determinado un impuesto por contami-
nacién ambiental. Los casos por contaminacién extrema y por contaminacién
con volatilidad estocédstica se han analizado. En el primer caso se obtuvo
una férmula cerrada y en el segundo se han utilizado métodos numéricos para
generar soluciones aproximadas. En todos los casos estudiados se considera un
consumidor racional representativo que obtiene satisfaccion de un bien que viene
acompanado de una envoltura o recipiente que tiene un costo en términos reales
para el consumidor. Dicha envoltura no produce satisfaccién, es desechada, y
no es biodegradable.

Asimismo se llevé a cabo una aplicaciéon del método de diferencias finitas
para aproximar impuestos éptimos como soluciones de ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden, particularmente cuando el nivel de contaminacién
presenta volatilidad estocastica. Por 1ltimo se empled el método de simulacién
Monte Carlo para aproximar el valor de un impuesto éptimo.

Por supuesto, mas investigacion se requiere a fin de incorporar un umbral
estocastico, por ejemplo, un umbral cuya dindmica esté determinada por el
movimiento geométrico browniano.



128  Nueva Epoca REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance)
BIBLIOGRAFiA

Black, F. and M. Scholes (1973). “The Pricing of Options and Corporate
Liabilities”. Journal of Political Economy. Vol. 81, No. 3, pp. 637-654.
Dixit, A. K, and R. S. Pindyck. (1994). Investment under uncertainty. Prince-

ton (University Press, Princeton NJ).

Henderson, V., and D. G. Hobson (2002). Real Options with Constant Relative
Risk Aversion. Journal of Economic Dynamics and Control, 27(2), pp.
329-355.

Lewis, A. L. (2000). Option Valuation Under Stochastic Volatility: With
Mathematica Code, Finance Press. U. K.

Masaki, K. (2003). Stochastic Processes with Aplications to Finance, Chapman
& Hall, ACRC Press Company.

Merton, R. C. (1969). “Lifetime Portfolio Selection Under Uncertainty: The
Continuous-Time Case”. Review of Economics and Statistics, Vol. 51, No.
3, pp. 247-257.

Merton, R. C. (1994). “Optimum Consumption and Portfolio Rules in a
Continuous-Time Model”. Journal of Economic Theory, Vol. 3, No. 4, pp.
373-413.

Merton, R. C. (1973). “Theory of Rational Option Pricing”.

Metropolis, N. and S. Ulam (1949). “The Monte Carlo Method”. Journal of
the American Statistical Association, Vol. 44, No. 247, pp. 335-341. Bell
Journal of Economics, Vol. 4, No. 1, pp. 141-183.

Reiss, R. D., Thomas, M., 2001. Statistical Analysis of Extreme Values.
Second edition Birkhé&user-Verlag, Basel, Switzerland.

Ross, S. M. (1999). Simulacién. Segunda edicién, Pearson, Prentice Hall.

Schwartz, E. S. and L. Trigeorgis (2001), Real Options and Investment under
Uncertainty. The MIT Press Cambridge, Massachusetts London, England.

Smith G. D. (1986). Numerical Solution of Partial Differential Equations:
Finite Difference Methods (Oxford Applied Mathematics & Computing
Science Series). 3rd edition. Oxford University Press.

Strobel, F. (2005). Monetary integration and inflation preferences: a real
options analysis. European Economic Review, 49(4), pp. 845-860.

Venegas-Martinez, F. (2008). “Temporary Stabilization in Developing
Countries and the Real Option of Waiting when Consumption Can Be
Delayed”. International Journal of Economic Research, Vol. 7, forth-
coming.

Venegas-Martinez, F. (2008). Riesgos financieros y econdémicos (productos
derivados y decisiones econémicas bajo incertidumbre), 2da. edicién, Cen-
gage Learning Editors (anteriormente International Thomson Editors),-
México.

Venegas-Martinez, F. y G. P. Aguilar (2004). “Maximizacién de utilidad y
valuacion de derivados con volatilidad estocastica”. Revista Mexicana de
Economia y Finanzas, REMEF, Vol. 4, No. 2, pp. 73-82.

Wilmott, P., S. Howison, and J. Dewynne (1995). The Mathematics
of Financial Derivatives: A Student Introduction. Cambridge University
Press.



