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Resumen

En esta investigacién se caracteriza la prima de una opcién de venta asidtica de tipo europeo
con precio de ejercicio flotante igual a la media aritmética, mediante el andlisis de solucién
a un problema de control éptimo estocdstico en tiempo continuo, que modela el proceso de
toma de decisiones de consumo-inversién de un consumidor racional en un horizonte finito de
planeaciéon con fecha final estocédstica. La prima obtenida es una ecuacién diferencial parcial
de segundo orden que corresponde a la ecuacién de Black-Scholes-Merton, con la diferencia
de que esta se establece con fundamentos de racionalidad econémica. Asimismo, se resuelve
analiticamente la ecuacion diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman que optimiza el
problema de control éptimo estocastico planteado.
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Abstract

This research characterizes the premium of a European-type +Asian put option
with floating exercise price equal to the arithmetic mean, through the solution analysis to
a stochastic optimal control problem in continuous time, that models the decision-making
process of consumption-investment of a rational consumer in a finite horizon of planning with
stochastic terminal date. The premium obtained is a partial differential equation of second
order corresponding to the Black-Scholes-Merton equation, with the difference that this is
established with fundamentals of economic rationality. Also, the Hamilton-Jacobi-Bellman
partial differential equation is solved, which optimizes the stochastic optimal control problem.
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1. Introduccién

Las caracteristicas fehacientes del riesgo inherente a los mercados financieros,
en que los diversos agentes econdémicos realizan transacciones de
manera “continua” con activos y/o productos derivados financieros, influye en
las decisiones de consumo, portafolio y produccién de los agentes econémicos.

En este contexto, las necesidades especificas de cobertura de riesgos,
fiscales, contables, legales o regulatorias, de los diferentes agentes econémicos
(Hull, 2014) y de adaptacién de las caracteristicas de los diferentes instrumentos
derivados a tales requerimientos, ha hecho de la ingenieria financiera un campo
fértil de innovacion en los mercados secundarios o mercados Over The Counter

(0TC).

Por su parte, la comunidad académica internacional de diversas areas como
lo son: Economia, Finanzas, Mateméticas e Ingenieria, entre otras, en respuesta
a tales necesidades ha desarrollado diversos modelos en los que se supone que
las variables econémicas y financieras relevantes son conducidas por procesos
estocasticos de diferente naturaleza, por ejemplo, procesos de difusién o procesos
de difusién con saltos como en Merton (1971) y (1992), Turnovsky (1993) y
(2006), Herndndez-Lerma (1994) y Venegas-Martinez (2001) y (2006).

Un aspecto importante es el desarrollo de modelos macroe-
condmicos estocasticos que expliquen hechos estilizados en las decisiones de con-
sumo y portafolio de los agentes; véanse, al respecto: Turnovsky y Smith (2006);
Venegas-Martinez, Ortiz-Arango y Castillo-Ramirez (2010); Martinez-Palacios,
T., A. Sédnchez-Daza, y F. Venegas-Martinez, (2014); Martinez-Palacios, T. y
F. Venegas-Martinez, (2015); y Venegas-Martinez (2004) y (2005), entre otros.

En el marco de los modelos anteriores, es importante destacar, aquellos
a partir de los cuales se obtienen precios de activos financieros y/o se
valian productos derivados; cuya literatura es muy basta y variada, considérese
por ejemplo los articulos, de: Black y Scholes (1973); Merton (1973); Cox
y Ross (1976); Cox, Ingersoll y Ross (1985a) y (1985b); Broadie y Detemple
(2004); Martinez-Palacios, T. y F. Venegas-Martinez, (2012) y (2014); Venegas-
Martinez (2006), (2007) y (2010); Venegas-Martinez, F. y S. Cruz-Ake, (2010);
Angeles-Castro y Venegas-Martinez (2010) y Sierra (2007),! entre otros.

En el caso particular de la valuacién de derivados financieros opciones,
la innovacién ha dado lugar a la creacién de opciones de tipo exético,? las
cuales suponen una modificacién de alguna o varias de las caracteristicas de
las opciones estandar. De particular importancia en esta investigacién son las
opciones asiaticas® con precio de ejercicio promedio de tipo europeo. Estas son

! Una particularidad del trabajo de Sierra (2007) es que sus activos son modelados
mediante Brownianos fraccionales.

2 Una clasificacién segin Hull (Hull, 2014) es: 1. Opciones compuestas u opciones sobre
opciones, 2. Opciones con valor dependiente de la evolucién histérica del subyacente (path-
dependents), 3. Opciones condicionales y 4. Opciones sobre varios subyacentes.

3 En las opciones asiaticas se pueden distinguir las opciones asidticas de valor promedio
del subyacente y las de precio de ejercicio promedio. Estas opciones son atractivas a los
inversionistas porque el costo de sus primas es menor que el de las opciones tradicionales,
dado que para valorarlas hay que tener en cuenta la volatilidad de la media de los valores que
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opciones en las que el precio de ejercicio es una media (aritmético o geométrico)
de los valores alcanzados por el activo subyacente durante toda o parte de la
vida de la opcién.

La finalidad fundamental de este tipo de opciones es re-
ducir las posibilidades de manipulacién del precio del subyacente en la fecha de
vencimiento. También algunos inversores las consideran ttiles cuando su
politica de compras (o ventas) les obliga a realizar transacciones frecuentes
sobre un mismo activo en un horizonte temporal determinado (Lamothe y Pérez,

2003).

La investigacién que se ha dedicado al estudio de esta opcién es también
muy extensa, toda vez que no existe una solucién analitica cerrada para obtener
el precio de la opcién asidtica con promedio aritmético;* véanse, al respecto:
Turnbull and Wakeman (1991), Levy (1992), Thompson (1999), Vecer (2001),
Vecer y Xu (2004), Vanmaele, et al. (2006), Wilmott (2006), Hoogland, J.
and D. Neumann (2000), Fusai y Meucci (2008), E Bayraktar y Xing (2011) y
Cerny y Kyriakou (2011), entre otros. Asi pues Turnbull and Wakeman (1991)
proporcionan un algoritmo que calcula el precio de las opciones asiaticas con
promedio aritmético y lo comparan contra el método Montecarlo, mostrando
ser preciso. Por su parte Vecer, (2001) proporciona un enfoque unificador para
fijar precios de opciones asidticas, con media aritmética discreta y continua. La
EDP unidimensional que obtiene para el precio de la opcién asiatica se puede
implementar relativamente facil, incluso para casos con dividendos continuos y
discretos generando ademds resultados rapidos y precisos.

Es pertinente observar que existe un considerable niimero de modelos y
metodologias en la literatura financiera para obtener el precio de opciones
asidticas con promedio aritmético mediante férmulas aproximadas. Sin
embargo, el objetivo de esta investigacion es proporcionar un modelo alternativo
que permita caracterizar el precio de una opcién asidtica de venta mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales proveniente de un modelo de control
optimo estocéastico en tiempo continuo, que en su diseno contemple ademas de
los supuestos del mercado, las preferencias de los agentes econémicos. Para
tal efecto se desarrolla un modelo de un agente racional que dispone de una
riqueza inicial y que enfrenta la decision de cémo distribuir su riqueza entre
consumo e inversién en un portafolio de activos, incluyendo una opcién asidtica
de venta, en un horizonte de temporal finito de magnitud estocéstica. Es decir,
la hipétesis es que mediante equilibrio general dindmico estocastico es posible
encontrar las trayectorias 6ptimas de consumo e inversion asi como la ecuacion
diferencial parcial mediante la cual se valiia una opcion asidtica de venta de
tipo europeo con precio de ejercicio flotante igual a la media aritmética.

Las caracteristicas distintivas de este documento, en el marco de
las investigaciones mencionadas, son: 1) La valuacién del producto derivado

alcance el activo subyacente de la opcién a lo largo de la vida de la opcién y la volatilidad
de la media siempre serd inferior a la volatilidad del activo. Esto es posible verlo apartir de
las griegas del Modelo de Black-Scholes, ya que se sabe que la relacién entre el precio de la
opcién y la volatilidad del subyacente es directa.

4 Porque el precio del subyacente tiene una distribucién lognormal y el promedio
aritmético no tiene una distribucién lognormal.
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asidtico de tipo europeo se efectiia con base en la racionalidad econémica, 2) La
delimitacién matematica del problema evita que el agente econémico se endeude
y/o caiga en bancarrota, y 3) La obtencién de la ecuacién que caracteriza el
precio de la opcion asiatica de venta se obtiene mediante el enfoque de control
o6ptimo estocastico en programacion dinamica.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma. En el segundo apartado
se describe analiticamente el problema de control éptimo estocastico, en donde
se incluye como activo de inversién, la tenencia de una opcién asidtica de venta
con un subyacente conducido por el movimiento geométrico browniano. En
el transcurso del tercer apartado se establece la restriccién presupuestal
intertemporal del agente representativo. En la cuarta seccién se introduce el
horizonte de planeacion finito y de magnitud estocastica a través de un problema
de control en tiempo continuo de consumo e inversién 6ptimos, estableciendo
formalmente el problema a optimizar. En la quinta seccién se proporciona
una solucién al problema de control 6ptimo planteado, mediante la cual se
obtienen como resultados centrales: primero la ecuacién diferencial parcial de
Hamilton-Jacobi-Bellman, segundo, las condiciones de primer orden que llevan
a las decisiones éptimas de las variables de control. En la sexta seccion se da
solucién al problema de control éptimo planteado, obteniendo las proporciones
6ptimas de consumo e inversién. En el curso de la séptima seccién se obtiene
una caracterizacion del precio de una opcién asiatica de venta en términos del
premio al riesgo de mercado, el cual se obtiene mediante la soluciéon de una
ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden. En la octava seccién se
lleva a cabo la verificacién de la solucién encontrada con programacién dindmica
del modelo, mediante la solucién a la ecuacién HJB. Por tltimo se presentan
en la novena seccidn las conclusiones del presente trabajo indicando aquellas
extensiones previstas en la agenda futura de investigacién.

2. Planteamiento del modelo de control 6ptimo estocastico para el
problema de consumo e inversiéon 6ptimos

Considere un agente econémico racional que desea maximizar su utilidad por
el consumo e inversién en un horizonte temporal de planeacién finito, lo que
se representa mediante el intervalo de tiempo [0,7]. En el tiempo ¢ = 0, el
agente es dotado con una riqueza inicial Xy y enfrenta el problema de cémo
distribuir su riqueza entre inversién y consumo, de tal forma que su riqueza no
sea negativa en su horizonte de planeacion y tal que maximice su funcién de
utilidad esperada y descontada por el consumo de un bien genérico. Asi pues,
se supone que la utilidad total del agente estd dada por

T
E /F(cs,s)ds—i-fI)(Xt) Fo
0
en donde F es la funcién de utilidad (descontada) por el consumo, ® es la

funcién de retiro al tiempo T, la cual mide la utilidad de tener algtin recurso
al final del periodo, y Fp es la informacién disponible al tiempo t.

Se supone que al agente econémico le es permitido invertir sus recursos en
activos con y sin riesgo, por lo que una parte de su riqueza la destina como
ahorro en un banco, que paga una tasa de interés constante r > 0, libre de
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riesgo de incumplimiento. De donde, el saldo de la inversién en el tiempo ¢ es
M; = Mye™, el cual puede ser expresado mediante el problema de valor inicial

dM; = rMdt, con My dado,
que implica un rendimiento

dM,
dRM = Mt

t

= rdt. (1)

La otra parte de su riqueza la invierte en dos activos con riesgo, a saber, una
acciéon cuya dindmica de precios es conducida por la ecuacién diferencial
estocastica del movimiento geométrico Browniano,

dSt = /LStdt + O'Stth
y cuyos rendimientos son representados analiticamente por la siguiente ecuacion

d
dRs = % — pudt + od W, 2)

t

donde 1 € y 0 <o €, son constantes que se interpretan como el rendimiento
medio esperado de S; y su volatilidad instantanea, y W; es un movimiento
browniano, definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtracién

aumentada (Q, F, (ftw ) €[0,7]" P). El segundo activo es un contrato de opcién

asidtica de venta posicién larga con propésitos de cobertura y suscrito sobre
la accién cuyo proceso de precios es definido por (2). Para una opcién
asiatica de venta con precio de ejercicio variable igual a la media aritmética, el

precio del contrato en la fecha de vencimiento T es iguala a max (K — St, 0),
T

en donde K;r = ﬁ f Sydu. Toda vez que el horizonte de planeacion es el
t

intervalo [0.T], se define,
T
It = /Sudu = dIt = Stdt, (3)
0

y dado que (2) es un proceso relativo a la filtracién (Ftw)te[oﬂ, entonces el
precio actual es independiente del histérico precedente por lo que I; y St pueden
ser tratados de manera independiente.

Se denota entonces el precio de una opcién asidtica de venta, mediante
Ay = Ay (S, It, t) ; al aplicar el Lema de Itd se obtiene que,

0A, A, DA, . 10°4 4., 0A,
A, = (94 0 g Odrg 1 dat+ 22 s.aw,. (4
! ( ot a8, Mot r Yt 5 aEg, 0 S ) A+ g o SdWe (1)
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El rendimiento de la opcion estd dado por el cambio porcentual de la prima, es
decir,

dA;
dRy = —
Ra=— ()
Si a partir de (4) se denota a:
1 [(0A;  0A; 0A; 10%A; 5, 1 [0A
rA= ( R TN R A W T Rl W W T
se sigue que
dAt = At/LAdt + AtO'Ath. (6)

Las proporciones de riqueza que se destinaran a los activos riesgosos, la accién
y la opcion asidtica de venta, asi como al activo sin riesgo en el portafolio
de inversién, en el tiempo ¢, se denotaran mediante 6, 02 y1 — 014 —
02:, respectivamente. En lo que sigue denota la tasa de consumo, a la que
se le impone la condicién ¢; > 0,Vt > 0. Ademds, se supone que todas las
estrategias de consumo e inversion son autofinanciables y se supone también
que las negociaciones se llevan a cabo en forma continua (los mercados nunca
cierran), sin incurrir en ningin momento en costos por comisiones a agentes de
casas de bolsa ni pagos de impuestos a autoridades fiscales. Adicionalmente se
supone que las ventas en corto son permitidas e ilimitadas.®

3. Restricciéon presupuestal intertemporal del agente representativo
De esta manera, si X; representa la riqueza del consumidor en el tiempo ¢,

entonces la dindmica del proceso de la riqueza estd dada por la siguiente
expresion:

dXt = Xt (1 — 9115 — 921&) dRM + XtolthS + Xt92thA — Ctdt

= Xt (1 — 9115 — 9215) rdt + Xtt?lt (/Ldt + O'th)

+ Xt92t (/LAdt + O'Ath) - Ctdt

= Xtﬁlt (ILL — T) de + Xt92t (ILLA — T) de + (XtT — Ct) de

=+ Xtt?ltath + XtQQtO'Ath

c
=X, (T—|—91t(,u—r)—|—92t(,u,4—r)— %) dt

¢
+ X (0140 + O2404) AW,

equivalentemente,
dX,
— = jxdt + oxdW (8)
Xt
donde
c
ux = (T+ Ore (0 —1) + Oz (pa — 1) — %) y  ox = (6104 6204).
t

9)

5 Hasta donde las condiciones de frontera del problema asociado asi lo permitan.
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Observe en la ecuacién (7), que los términos X 014ut y Xi0op04 representan el
rendimiento esperado por invertir X6, ddlares en la accion y X602, ddlares en la
opcién asidtica de venta durante el periodo de t a t + dt; Xy01,.0dWyyOar0 4dW,
representan el riesgo implicado en invertir los X601y y X0 ddlares en los
activos riesgosos, el término X; (1 — 601, — 6a;) rdt es el interés ganado por el
ahorro de X; (1 — 61 — 63;) ddlares y finalmente c¢;d¢ representa el consumo en
el intervalo de tiempo de ¢ a ¢ + d¢ (Sethi y Thompson 2000).

4. Tiempo de paro y problema de control é6ptimo estocastico
4.1 Tiempo de paro

Dados los supuestos del problema, obsérvese que el agente puede pedir prestada
una cantidad ilimitada e invertirla por ejemplo en acciones, por lo que su riqueza
podria llegar a ser cero en algiin momento e incluso negativa, lo que corresponde
matematicamente a que el problema degenere. Para librar este problema, se
restringe el dominio a D = [0,T] x {z|z > 0}, y se define la funcién

7 = min [inf {¢ > 0| X; =0}, 7],

la interpretacion correspondiente es que cuando el proceso de riqueza pegue en
la frontera del dominio, es decir, sea cero, entonces la actividad se termina y por
ende ya no hay herencia, de esta manera lo natural es que ® sea cero (Bjork,
2009).

4.2 Problema de control optimo estocastico

Ahora se establece formalmente el problema de maximizacién de utilidad del
consumidor como un problema de control 6ptimo estocastico,

T

Maximizar E /F(ct,t) dt| Fo

01¢,02¢,ct
0
dXt = Xt/Lth+XtUXth (10)
XO = X9
b1t + 02 =1
C¢ Z O,Vt Z 0.

donde, el integrando F'(ct,t) es la funcién de utilidad instantdnea por el
consumo.
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5. Programacion dinamica: ecuacién diferencial parcial HIB

Para dar solucién al problema de (10) y encontrar las proporciones Gptimas
en el portafolio de inversién y el consumé éptimo del agente maximizador, se
define la funcion de valor de la siguiente manera:

T

J (X¢, It t) = max E /F(cs, s)ds |F;
91t792t€R>0§Cs|[t,T]
t
t4dt T (11)

= max E / F (cs,8)ds+ / F (cs,s)ds|Fy
01¢,02¢ €R,0<cs(; o
t4dt

Después de aplicar al primer sumando el teorema del valor medio del cédlculo
integral y recursividad al segundo sumando, se obtiene que

J (X, I, t) = E{F t)dt de¢
( v t,) 91t792t€11{10agxct|[t,t+dt] { (Ct,) +0( )

+ J(Xe+dXy, L+ dL, t+ de) | Fe ).

Al emplear la expansion en serie de Taylor al segundo sumando, se tiene

0= E{F (¢, t) dt + o (dt) +dJ (X, I, £) | Fo } -
01t,02t€11%1710a§Xcs|[t,t+dt] { (Ct’) +0( )+ ( ts 4t )| t}

simplificando,
0= max E{F (c;,t)dt +o(dt) +dJ (X, I, t) | Fi }

01¢,02¢ ER,0<cs |4 11 ay

Al aplicar a dJ(X¢, I+, t) el lema de It6 y después de simplificar, se tiene

Xy, Iyt
0= max E {F (ci,t)dt + o (dt) + MXtaXth
014,020 ER,0<cely 4 ay) 0Xy
8J (Xy, It t)  0J (X, I, t) dJ (Xy, Iy, t)
X dt
* g an, T T ax, | A

A continuacién se obtiene el valor esperado de esta ltima ecuacién, y dado
que dW; se distribuye N (0, dt), se elimina el término con browniano, de lo que
resulta

1627 (X, I, 1)

0= F t)dt dt D I X252 dt

01t702t€11{10agct|[t,t+dt] { (Cta ) + 0( ) + 2 8Xt2 t0x
0J (Xy, I, t) OJ (Xy, I, t) OJ (X, I, t)
————=5,dt dt Xepxdt | Fy o

Tan YT T T ax, e dtr
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Ahora se divide la expresién anterior entre dt y se toma el limite de la misma
cuando dt — 0

oJ (X, I, t)  OJ (Xy, It t)
F t
010,020 ER0<c, { (et t) + ot T Tax,

OJ (Xo, I t) . 12T (Xy,Innt) oy o
Gl ATl g 2T A 0l .
R T ox? Lox

Xipx

A la tdltima ecuacién anexamos las condiciones de frontera correspondientes,
para obtener la EDP de HJB

0= max {F ce,t) + OI(Xelest) | 8J(Xelsit) 5
91t792t€R70§Ct|[t,t+dt] ( t ) . . -
2
e RO P RO "
J(Xt;ItaT) = 0’
J (O, Ita t’) = 0

5.1 Funcién de utilidad

Ahora se usard una funcién de utilidad de la forma F (¢, t) = e **V (¢;), donde
V (¢t) es un miembro de la familia de funciones de utilidad HARA (Merton, 1990
y Hakansson, 1970), particularmente, se elige la funcién de consumo

F(c,t)=ePc?, 0<y<l.

Observe que V (¢;) tiene la propiedad de que

lo que forzara que el consumo sea positivo a través del horizonte de planeacién.
5.2. Condiciones de primer orden

Al suponer méximo interior y hacer las sustituciones correspondientes en la
EDP de HJB, se tiene

_ OJ (X, It t)  10%T (X4, It t)
0=e""" 4+ 5 +§ 0xX? Xf(91t0+92tUA)2+
OJ (X, Iy, t oJ (X, It, t
+ (X, It )St+ 0.080 )Xt(T—l—@lt(,u—r)—l—@zt(ﬂfx—r)—&).

8]15 8Xt Xt
(13)
Ahora, lo que se requiere es optimizar para 614, 02; v ¢, de donde se obtienen
las condiciones de primer orden,
1
OJ (Xy, I, t) et ] 7T
o= |G (14)

8Xt Y
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BJ(g()t(,It,t) Xy (—1) + a%(a);télt,t) Xt20'92t0',4
olt:_ : 92J(X, 1.t . ) (15)
st X o?
BJ(g()t(,It,t)Xt (A —7) + BQJggééI“t)Xfat%taA
0or — — t t 16)
2t : (

92J(Xe,11,t) v2 .2
oxz Xi0a
6. Solucién al problema de control: decisiones 6ptimas

Para elegir la funcién J(Xy, I, t), que satisfaga la EDP de HJB y toda vez que
se trata de una ecuacién diferencial parcial no lineal, su solucién es un producto
de funciones separables, de tal forma que:

J(Xe, I, t) = e PR (1) X7, (17)

junto con h(T) = 0 debido a las condiciones de frontera de la ecuacién HIB.
Dado J, se tiene,

Xy, Iy, t h (I, t
8:]( 8tta ty ) :X;yefpta (8;; ) _pX;yefpth(It,t)
a9J (Xtajtat) :X’Yefptah’ (Itat)
ol ! ol as)
OJ (Xoy I t) 1 gy
8Xt _FYXt € h(It5t)
82J(Xt,jt,t) -2 —
—oxz (- DX P'h (I, 1).
Si sustituimos los valores de (18) en (14), (15) y (16), se obtiene:
& = X,h7T (1), (19)
. (W=71)+ (y—=1)0b04
01 = — 20
v CENI— 2
- - —1)o0
Oor = — (pa—r)+(y 2) ovIA (21)
(v=1)03

Es pertinente senalar que ¢ es lineal y estocéstica en la riqueza, lo que es propio
del entorno contingente en el que se desarrolla el modelo y de la realidad incierta
de los mercados econémicos y financieros, mientras que las proporciones éptimas

01; y 02; forman un sistema redundante de ecuaciones lineales, a saber,

{ élt + 023014 - - (,Yliz;gz

e (22)
O1:0 —r
02t + ;A ('rfl)cri

Dado por, A = ﬁ yAs = (1‘“‘77’;, que representan los premios al riesgo
e “Meal .
de mercado de la accién y de la opcién asidtica de venta, respectivamente, y
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que como se verd coinciden proporcionalmente. Al considerar, £ = %4 se tiene,

se tiene: R R .
91t+§92t:)\’ } ( 1 §> (91t> ( )\ )
1t + & N i , 23
D 4 fy = A, et 1) o) =\ (23)
— ——
D

A partir de (23) observe que det(D) = 0, es decir, el sistema de ecuaciones tiene
una infinidad de soluciones, equivalentemente decimos que los premios al riesgo
de mercado para la accién y para opcién asiatica de venta son combinacion lineal
uno del otro, y esto sucede porque la opcién hereda propiedades del proceso de
precios del subyacente.

7. Premio al riesgo de mercado de una opcion asiatica de venta de
tipo europeo

A partir del sistema de ecuaciones (23) se tiene que,

A=E&Aa

es decir, los premios al riesgo del mercado del subyacente y de la opcién son
equivalentes,
N TA AT
ie) =— 7
(I=7)0* o (1-7)0}

lo cual conduce
A

(w=r)—=(na—r).

Ahora se realizan las sustituciones de p4 y 04 que se definen a partir de (14),
de donde se obtiene

04, 0A; 19%A,

04, DA 10°A OA,
ot oL, """ 2028,

o?SE + 8—&;5}1" —rA; =0. (24)

(24) es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden mediante la cual se
valuara la opcién asidtica de venta; como es bien sabido tiene una familia infinita
de curvas solucién por lo que para poder hacer la valuacién correspondiente a la
opcidén asidtica, se debe de imponer a esta una condicion final, que corresponde
a la fecha de término del contrato. Esto es,

5625t 8St
A (S, 1;,T) = max (% — S7,0) .

8. Verificaciéon de la programaciéon dinamica: solucién de la
ecuaciéon HJB

{ 04: 1 OArg, 4 L& As262 | Qg Ay =0 (25)

Para dar solucién al problema de control 6ptimo planteado, se requiere ahora
encontrar la funcién h(t) definida en J(X.I;,t) que resuelve la ecuaciéon HIB;
para tal efecto se observa que la regla 6ptima de consumo es lineal en la riqueza
y se supone una solucién de esquina para las proporciones 6ptimas asignadas
a la tenencia de la accién y a su opcién asiatica de venta, de tal forma que
éu: 0y égt = 1. Se ha elegido esta solucién toda vez que las ventas en corto
son permitidas. Si se sustituyen en la ecuacién (13) los valores de la ecuacién



400 Nueva Epoca REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance)

(19), (20), (21),é, pa, 04 14=0 y By = 1, y las derivadas parciales en pi4 y
o4 se evalian en el dinero, es decir, S; = K, 7, las cuales se denotan mediante

:“A|St:Kt,T =pa Yy UA|St:Kt,T =04

se obtiene:

0= X7 {0 () +h(®) ((=p) +7ia+ 3 (=D A) +hTT (O}, (26)
junto con la condicién de frontera h(I,T) = 0.

Observe que la solucién de esta ecuacién diferencial no depende de I;. Si
ademés, se denota mediante k1 = (—p) +viia + % (v — 1) 6% a el coeficiente de
h¢, y se simplifica, tiene la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,

B (8) 4 kih (1) = — (y = 1) 7T (1), (27)

Si esta ecuacién se cumple para todas ¢ , entonces hy debe de resolver la ecuacién

diferencial 5
B (t) + kih () = —h71 (1), hT) =0, (28)

la cual es una ecuacién diferencial de primer orden tipo Bernoulli donde: p(t) =
k1,q(t) = =1y n = ﬁ Para transformar la ecuacién de Bernoulli en

una ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden de una funcién (de-

sconocida), se sustituye z = hl7"(t) = KT (t), de donde se tiene que
h(t) = 2177 y W' (t) = (1 —~) 2777, al sustituir en (33) y multiplicar am-
bos lados de la ecuacién por ﬁ , se obtiene,
k1 1
2+ z=—- , (29)
(1=7) (1=7)

a (29) debe imponerse la condicién z (T') = 0. Asi (29) es un problema de valor
inicial y se resuelve mediante el método de factor integrante (Leibinitz).

k1 k1
w(t) = of Tyt _ syt
de donde se obtiene que z; es

| kit

lel=vdt + ko

2(t) = Tt
el—
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ahora se impondrd a z la condicién inicial z(T') = 0, de donde

x>

1T kT
0=2(T) =52 +koe 177 = —12el=7 = ky (31)

Por lo que

k1
z(t) = 1];_17 (1 - el’y(Tt)> ' (32)

Por tltimo, si se sustituye z(t) en h(t), se tiene que h(t) = 277 y b’ () =
(1 - FY) Zﬁ’yz/a

h(t)=2'"7(t) = [2—” (1 - elkl%“))] M, h(T) = 0. (33)

Se ha asi mostrado que si J estd dada por (17) con (33) definida como
la solucién de (28) y si definimos 614,02, y ¢ por (19), (20) y (21) entonces J

satisface la ecuacién de HJB y 614,02, y ¢ consiguen optimizar el problema de
control éptimo con horizonte temporal de magnitud estocéstica.

9. Conclusiones

El principal objetivo de esta investigacién fue el de desarrollar un modelo de
equilibrio general dindmico estocéstico a partir del cual fuera posible llevar a
cabo la valuacion de las opciones asidticas de tipo europeo, toda vez que por su
estructura y consistencia interna, la teoria de control permitiria obtener dicha
valuacion formulada a partir de supuestos de racionalidad econémica; dotando
con esto al agente econdémico consumidor-inversionista de herramientas para su
toma de decisiones de consumo e inversién en un portafolio de activos cuando
el horizonte temporal del que dispone es finito con fecha final aleatoria.

Es pertinente reconocer la importancia conjugada de la matematica
y la ingenierfa financiera en la modelacién de fenémenos econdémi-
cos. Particularmente nos referimos a la teoria de control 6ptimo estocastico
en tiempo continuo, la cual se ha revelado como un instrumento fundamental
cuando se requiere modelar alguna actividad econdémica que se desarrolla de
manera dindmica. Dada la modelacién de los supuestos financieros mediante
ecuaciones diferenciales estocdsticas de movimientos geométricos brownianos no
correlacionados, aunado al supuesto de que la funcién de utilidad es del tipo
U(c,t) = e %V (c), en donde U es un miembro de la familia de funciones de
tipo HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), fue posible obtener soluciones
analiticas y cerradas.®

Como resultado de este modelo se plantea en la agenda de investigacién
futura, modelar la caracterizacién del precio de las opciones asiaticas de tipo

6 1a principal dificultad de los problemas de control 6ptimo estocéstico consiste en resolver
la ecuacién de HJB, dado que no hay disponible una teoria general para ello. No obstante, es
posible encontrar soluciones analiticas y cerradas de dicha ecuacién siempre que se incorpore
en los supuestos del modelo que la dindmica de los precios es modelada mediante la ecuaciéon
diferencial del movimiento geométrico browniano y que la funcién de utilidad es del tipo
HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion).
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europeo y americano implementando nuevas formas funcionales para el precio
del activo subyacente que contemple los cambios imprevistos en volatilidad y
en tasa de interés, ya que es esencial considerar ambientes estocasticos més
ricos, porque la presencia de incertidumbre puede conducir a cambios cualita-
tivamente significativos en los efectos de politica y en la eleccién resultante de
decisiones 6ptimas.
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