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Estimating the volume of the wood of trees through the unique taper polynomial
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Recepcioén: 2 de abril de 2016

Resumen

La estimacion del volumen de madera de los arboles
es una tarea costosa, dispendiosa y dificil de llevar a
cabo de manera confiable. Los métodos tradicionales
de cubicacién de madera ajustan modelos matema-
ticos preexistentes para especies y areas especificas
que tienen alto costo operativo y ecolégico, dado
que se debe apear un nimero importante de los ar-
boles en pie. Este articulo presenta un modelo alter-
nativo de cubicacién individualizada, que utiliza un
Gnico polinomio, que no obliga a derribar el arbol,
es relativamente rapido y econémico, permite cuan-
tificar el volumen del arbol con buena exactitud, y
puede extenderse para estimar el volumen comercial
de la plantacién o rodal. Para ello, se presenta ma-
tematicamente el método propuesto, se utiliza para
estimar el volumen de un arbol muestra y se compa-
ra su resultado con los obtenidos por cinco métodos
que se emplean en la cubicacién del arbol presenta-
dos por la FAO (1980). Los resultados muestran que
el polinomio Unico presenta un error relativo maxi-
mo que no supera el 1.6% en ningln caso y permite
obtener, de manera sencilla, el didmetro a una altura
dada y la altura para un determinado diametro.
Palabras Clave: funcién de ahusamiento, perfil,
volumen.
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Abstract

Estimating the volume of wood from trees is an ex-
pensive, time-consuming and error-prone task. Tra-
ditional methods use mathematical models that
need to be matched to existing species and specific
areas using a case by case approach. Such methods
have high operating and environmental cost, as se-
veral trees in the plantation are cut down. This ar-
ticle presents an alternative model to quantify the
volume of a tree, which uses a single polynomial,
which requires not felling the tree, which is relati-
vely quick and inexpensive with good accuracy, and
can be extended to estimate the trade volume of the
plantation. To this end, the proposed method is des-
cribed mathematically and its results compared with
those obtained for five ideal methods described by
FAO (1980). Results show that the polynomial me-
thod has a maximum relative error that does not ex-
ceed 1.6% in any case and allows calculating tree’s
diameter at a given height and height for a given
diameter.

Keywords: taper function, profile, volume.
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INTRODUCCION

Un problema recurrente que afrontan los encar-
gados del proceso de planificacién forestal es la
estimacion confiable del volumen de madera de
los arboles y de los rodales, asi como lo que pro-
ducira el bosque en diferentes sitios con distintos
tratamientos silvicolas (FAO, 1980; Corral et al,
1999; Garcia et al., 2009; Lépez et al., 2015). Esta
tarea resulta costosa (Kleinn, 2000), toma mucho
tiempo (Cancino, 2006), es dispendiosa y dificil de
[levarla a cabo de manera precisa, salvo que se
usen escaleras forestales o se apeen los individuos
(Mancera, 2014).

Las dificultades sefialadas han llevado a que los
ingenieros forestales realicen la cubicacion de los
volimenes de arboles ajustando modelos matema-
ticos preexistentes, los cuales permiten estimar el
volumen comercial en funcion de variables obte-
nidas mediante mediciones simples de una mues-
tra de arboles, como su altura, forma y didmetro a
la altura del pecho (Prodan et al., 1997; Cancino,
2006; Galan et al., 2008).

El ajuste matemdtico de estos modelos para es-
pecies y areas especificas es una tarea que tiene
alto costo operativo y ecolégico (Carcia, 1995),
dado que se debe apear una muestra representati-
va de las diferentes clases diamétricas de los arbo-
les existentes en pie (Cuevas, 2008) para obtener
un modelo particular que permita calcular el volu-
men con exactitud, lo cual constituye usualmente
un procedimiento lento y costoso (Garcia, 1995).

A través del tiempo, se han desarrollado ecua-
ciones para simular el ahusamiento de los arboles,
desde los mas simples (Kozak et al., 1969; Demaer-
schalk, 1972; Ormerod, 1973; Hilt, 1980) has-
ta polinomiales segmentados (Bruce et al., 1968;
Max & Burkhart, 1976; Cao et al., 1980; Parresol et
al., 1987), incluso geométricos y trigonométricos
(Parresol & Tomas, 1996; Fang & Bailey, 1999; Bi,
2000; Zhang et al., 2002), modelos de exponente o
forma variable (Burkhart & Tomé, 2012) y modelos
de interpolacién numérica como el Spline cibica
(Zapata, 2011). A pesar de estos aportes, se carece

de un modelo que explique adecuadamente la va-
riacion de la forma del fuste (Newnham, 1998).

Este articulo presenta un modelo alternativo de
cubicacién individualizada que no obliga a derri-
bar el arbol (se emplea un dendrémetro laser), es
relativamente rapido, econémico y exacto (referi-
do a que tan cerca llega una medida u observacién
a la medicién del valor verdadero), que permite
cuantificar el volumen del arbol y que puede ex-
tenderse para estimar el volumen comercial de
una plantacion o rodal. Para el efecto, se describe
matematicamente el método propuesto y se com-
paran sus resultados con los obtenidos por Cailliez
(FAO, 1980), empleando cinco métodos para la
cubicacién de arboles.

METODOLOGIA

En este estudio se toma, a manera de ejemplo, los
datos de un arbol apeado (FAO, 1980) en el cual
se han medido los diametros con intervalos de un
metro, empezando en el tocon (a 20 cm del suelo)
y el didametro a la altura del pecho (dap). En la tabla
1 se muestran cinco métodos diferentes de célculo
del volumen total del fuste, empleando diferentes
trozas. Como los cinco métodos producen resulta-
dos muy similares, no es posible establecer cual de
ellos esta mas cercano a la realidad a menos que
se utilice el método por desplazamiento de liquido
de un recipiente (xilémetro) (FAO, 1980).
Teniendo en cuenta que las diferentes partes
del fuste de un drbol no presentan formas geomé-
tricas bien definidas tales como cilindros, conos,
paraboloides o neiloides, los métodos tradiciona-
les se basan en el principio de medir el diametro a
diferentes alturas y calculan el volumen del arbol a
partir de dichas mediciones. Se asume que el fuste
a cualquier altura posee una circunferencia exac-
ta (Zapata, 2011; Campos & Leite, 2013). En las
expresiones empleadas a continuacion G, Cz, Gy,
representan las circunferencias de cada extremo
y de la parte central de la troza respectivamen-
te (figura 1) y D1, D2, D son los diametros de las
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circunferencias €1, €2, Cm respectivamente. Las for-
mulas usadas en las estimaciones del volumen del
arbol de la tabla 1 son las cldsicas:

Figura 1. Areas circulares de una troza.

Férmula de Huber: toma su nombre a partir de
1837. Es la mas sencilla de emplear, solo requiere
determinar la circunferencia de la seccién media
C,y su longitud. El volumen se estima asi:

1
V=—-C3L=

"pzL
4 4 m

(M

Formula de Smalian: aparece en 1806. Se de-
ben evaluar las dreas de las secciones extremas C,
y C, y su longitud. El volumen se valora mediante
la expresion:

|-

Formula de Huber modificada: se utiliza cuan-
do se hace dificil o imposible determinar el didme-
tro de la circunferencia media. Por ello, se miden
los diametros o radios de las secciones extremas C,
y C,y se obtiene su media aritmética para estimar
el volumen con la férmula:

1 [c? +c2

_ T
T4nm| 2

4

[Df + DZZ] L

2 2)

1

C, + C7° D, + D,7?
_ [1 Z]Lzz[l Z]L
41 4 2

. 3)

Formula del cono truncado: la expresion para
estimar el volumen viene dada por:

1 T
V=—[C12+CZZ+C1C2]L=E

o [D? + D? + D,D,] L

“4)

Formula de Newton: Riecke (1940) generali-
za la férmula propuesta por Then. Se aplica a un

Tabla 1. Métodos de estimacion del volumen del fuste por secciones (FAO, 1980).
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mayor nimero de cuerpos geométricos. Para la es-
timacion del volumen se emplea:

Vs
V= — [D? +4D% + D?] L

1
—[C2+4CZ +C?L = Y

24m

(5)

El método alternativo que se propone en este
estudio consiste en medir con un dendrometro
laser la docena de puntos: (0, d/2), (h/10, d,/2),
(2h/10, d,/2), (3h/10, d3/2), . (9h/10, d9/2), (h,

d,/2), (1.3, dap/2). En los que h es la altura total
del arbol, d. es el didmetro a una altura ih/10 y dap
es el didmetro a la altura del pecho, y asi obtener
una ecuacion polinémica, P(x). que pase por to-
dos ellos. Debido al ahusamiento del fuste o coe-
ficiente de decrecimiento del diametro en relacion
al incremento de la altura total del arbol se tiene
que: d>d,>...>d,>d,  (figura 2). En consecuencia,
el polinomio de interés esta dado por:

@) (x 1.3) d (x— ) dap
10 - 10
Plx) = Z 1_[ i kh 1_[ 2
i=0 O (10 10) ( - 1-3) =0 (1 3- 10)
que cumple:
P(iﬁ)-‘; para todo i= 0, 1, 2, ..., 10, vy
P13)==~ , lo que significa que el perfil asi defi-

Figura 2. Mediciones para el método alternativo

nido pasa por cada una de las 12 mediciones rea-
lizadas al arbol.

Para estimar el volumen del fuste se rota P(x)
sobre su eje en el intervalo [0, h], con lo que se
obtiene:

h

V= fn[P(x)]zdx_

o

Integral que se calcula numéricamente con ayu-
da de algln programa de algebra computacional
como Derive®, Maxima® o Scientific Workplace®.

RESULTADOS

Al aplicar la expresion presentada del polinomio
Gnico usando los datos de la tabla 1, para la altura
total h = 9.3 m vy las parejas ordenadas de altura
(m), didmetro (cm): (0, 35), (1, 32), (1.3, 30.34), (2,
28), (3, 20), (4, 17),(5,13), (6, 10), (7, 8), (8, 4.52),
(9, 1.14) y (9.3, 0), el perfil del fuste queda descrito
por el polinomio:
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P (x) = 2.812868787[7.29293114 = 1078 x'! — 3.849831632 * 107° x1°
+8.809311363 * 107> x? — 1.144200314 * 1073 x® + 9.275287153
* 1073 x7 — 4.857736784 * 1072 x° + 1.643803399 = 10~ x°
— 3.487244486 x 1071 x* + 4.330828938 * 101 x3 — 2.752249319

* 1071 x2 + 5.826666351 * 1072 x + 6.221406443 * 1072]

y el volumen del fuste es:

9.3
V= f T [2.812868787[7.29293114 * 1078 x11 — 3.849831632 * 107° x1°
0

+8.809311363 * 107° x° — 1.144200314 * 1073 x® + 9.275287153
* 1073 x7 — 4.857736784 * 1072 x° + 1.643803399 * 10~* x°
—3.487244486 1071 x* + 4.330828938 « 10~ x3 — 2.752249319

* 1071 x2 4 5.826666351 * 1072 x + 6.221406443 * 1072] ]de

que por integracion numérica produce:

V =0.2688 m°.

Los valores estimados resultantes del volumen
por los seis métodos se muestran en la tabla 2.

DISCUSION

Para confrontar el resultado obtenido por el méto-
do del polinomio tnico con los resultados de cada
uno de los cinco métodos tradicionales de trozado
indicados en la tabla 1 se calcula el error relativo
desde dos perspectivas diferentes:

Tomando los valores de volumen de cada uno
de los cinco métodos tradicionales como el valor
exacto V'y el valor del volumen del polinomio tni-
co como aproximacion V.

Asumiendo el valor del volumen del polino-
mio como valor exacto y los valores de volumen
de cada uno de los métodos tradicionales como
aproximacion.

La tabla 3 muestra el error relativo con cada
una de las perspectivas indicadas.

Tabla 2. Valores estimados del volumen del fuste por secciones y por polinomio tnico.

Valores de los voliimenes (m?)

Método 3
0.2677

Método 1
0.2715

Método 2
0.2690

Método 4

Método 5
0.2698

Polinomial

0.2731 0.2688
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Tabla 3. Calculo de los errores relativos E,

Método vV 14 E,
Perspectiva i
1 0.2715 0.2688 1.00 %
2 0.2690 0.2688 0.07 %
3 0.2677 0.2688 0.41 %
4 0.2731 0.2688 1.60 %
5 0.2698 0.2688 0.37 %
Perspectiva ii
1 0.2688 0.2715 0.99 %
2 0.2688 0.2690 0.07 %
3 0.2688 0.2677 0.41 %
4 0.2688 0.2731 1.57 %
5 0.2688 0.2698 0.37 %

Se observa que con el método 4 en ambos ca-
sos se obtienen los valores de mayor error relativo
y que no superan el 1.6 %, lo que muestra que la
exactitud en la estimacion del volumen depende
en gran parte de las mediciones de los diametros
y no tanto del cdlculo empleado. Con el méto-
do 1, que aplica la clasica formula de Smalian y
del cono, el error relativo en ningln caso supera
el 1 %. Los errores obtenidos con el método 2,
que emplea la férmula de Huber modificada y del
cono, muestra el menor valor en ambas perspecti-
vas, resultado similar al reportado en la literatura
(Biging, 1988; Figueiredo & Budant, 1999).

Con este polinomio P(x) se tiene, con muy bue-
na exactitud, que este pasa por cada uno de los
puntos. Esto es que: p(ﬂ) =% paratodoi=0, 1,2,
..., 10,y P(1.3) =‘L'2‘p . Por ejemplo:

P(0) =0.175,P(2) = 0.14,P(7) = 0.04 y P(9) = 0.057

cuyos valores coinciden con las medidas de los
didmetros iniciales. Ademds, puede evaluarse P(x)
para todo 0 <x <93, mientras que con ninguno
de los cinco métodos mostrados en la tablal pue-
de realizarse en todo este dominio directamente.

Con la expresion P(x) puede encontrarse la al-
tura correspondiente para cualquier diametro que
se requiera con fines de cortes para volumen total
(desde la base del arbol hasta el 4pice), volumen
comercial (desde la base a un didmetro minimo
establecido, normalmente 10 cm), volumen ase-
rrable (desde el tocén hasta 25 cm de diametro
minimo), volumen de pulpa (entre 25 y 10 cm de
diametros limites) como lo sugieren Garcia (1995)
y Campos & Leite (2013). Por ejemplo, si desea
establecer la altura correspondiente, para aprove-
chamiento forestal, donde el diametro sea de 12
cm, debera resolverse la ecuacion:

P(x) = 0.06

que se satisface para x = 5.23 Y si es para vo-
lumen aserrable, la altura se calcula resolviendo
para el diametro de 25 cm:

P(x) =0.125

que indica cortar a x = 2.35 Estas dos dltimas
caracteristicas que presenta el polinomio Gnico de
ahusamiento P(x), muestran una gran ventaja so-
bre cualquiera de los cinco métodos presentados
en la tabla 1, en los que con ninguno de ellos po-
drian responderse con mayor exactitud el anterior
par de planteamientos.

Se puede establecer que en el método polino-
mial propuesto se modela el ahusamiento de los
arboles con una sola ecuacion que mediante su
integracion permite estimar el volumen del arbol.

La expresion propuesta podrd aplicarse siempre
y cuando no se tengan diametros iguales a diferen-
tes alturas, pues se anularia el denominador.

El polinomio Unico de ahusamiento puede ob-
tenerse para cualquier individuo del cual se tengan
las medidas de sus didmetros a diferentes alturas
y no necesariamente a décimos ni regularmente
espaciadas.
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CONCLUSIONES

A partir de la funcién de ahusamiento propues-
ta es posible estimar directamente el diametro a
cualquier altura de la fusta. Por transformaciones
algebraicas a la ecuacién también se estima el vo-
lumen total o volumen de cualquier seccién del
fuste, ademas de la altura total o comercial hasta
un diametro definido.

La ecuacion con la que se estima el volumen de
la madera del arbol muestra una mejora de los mé-
todos tradicionales de evaluarlo mediante trozas.

No es tan trascendental determinar que método
es el mejor para el célculo del volumen porque la
exactitud en la estimacion depende mds de las me-
diciones del diametro que del célculo empleado
en si, pero para poder establecer las alturas corres-
pondientes a didmetros determinados o evaluar los
diametros a ciertas alturas, el método polinomial
muestra su bondad al tener que resolver una sim-
ple ecuacion.

Este estudio muestra que se puede determinar
el volumen del fuste a partir de una sola ecua-
cién polinémica simple con variables de facil me-
dicién, empleando los dendrémetros laser que se
encuentran en el mercado.

La mayoria de los modelos de ahusamiento re-
portados en la literatura suponen que los perfiles
de los arboles siguen formas simples, como conos
neiloides o paraboloides, lo que en la realidad no
es facil de identificar en el terreno dado que no
existen reglas claras sobre cémo realizar esa asig-
nacion de formas.

La funcién polinémica presentada satisface las
deseables propiedades: el diametro es cero en el
apice y que a una altura de 1.30 m su diametro
es el dap. Mientras que los modelos segmenta-
dos pueden no cumplir la estimacién del diametro
cero en el apice y no proporcionar el dap a la al-
tura de 1.3 m.

Es conveniente realizar una evaluacion rigurosa
de la exactitud del método de polinomio tGnico de
ahusamiento empleando diferentes datos de arbo-
les apeados.
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