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RESUMEN

En la actividad eléctrica cardiaca, distintos tipos de onda viajan a través del corazdn. Presentamos
un modelo de la actividad eléctrica del corazdn, proponemos que los frentes de onda homogéneos
gue se propagan en el corazdn son, de hecho, ondas solitarias, o “solitones”. Usamos un conjunto
general de ecuaciones de reaccioén-difusion conocido como el modelo de Barrio-Varea-Aragon-
Maini (BVAM)W, el cual presenta una abundancia de bifurcaciones no lineales, siendo capaces de
encontrar la ruta al caos usando un mapeo de las ecuaciones de amplitud a la dinamica de la
ecuacion compleja de Ginzburg-Landau. Estudiamos numéricamente la dinamica de los frentes de
onda en el modelo BVAM para describir los mecanismos que conducen a la fibrilacién en el corazén
y comparamos los resultados con datos experimentales.

Palabras Clave: Actividad eléctrica del corazon, caos, sistemas de reaccion difusion, solitones.

ABSTRACT

In cardiac electrical activity, different types of waves meander through the heart. We present a model
of the electrical activity of the heart that proposes that the homogeneous wave fronts propagating
through the heart are in fact solitons. We use a general set of reaction-diffusion equations known as
the Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM) model™ that presents a wealth of non-linear bifurcations, and
we are able to follow the route to chaos, using a mapping of the amplitude equations to the dynamics
of the complex Ginzburg-Landau equation. We study the dynamics of wave fronts numerically in the
BVAM model to describe the mechanisms leading to heart fibrillation and compare the findings with

experimental data.

Key Words: Electrical activity of the heart, chaos, reaction-difusion systems, solitons.

INTRODUCCION
D urante las Gltimas décadas, la investigacion sobre

el corazon ha sido motivada, no sélo por el deseo
de descubrir los secretos de este 6rgano vital, sino
también por su importancia clinica.

Para el bombeo eficiente del corazon se requiere que las células
que constituyen el tejido muscular cardiaco se contraigan
coordinadas en el espacio, de tal forma que el 6rgano pueda
cambiar su forma y cumplir su funcion de bombear la

Nota: Articulo recibido el 12 de marzo de 2013 y aceptado
el 31 de julio de 2013.

sangre. Este proceso de contraccion estd originado por un
estimulo eléctrico que se propaga a través de todas las células
cardiacas de manera coherente y ordenada. El ciclo ritmico
de contraccién y relajacion de ~10% células musculares es
controlado por un patrén complejo de activacion eléctrica.

El ritmo cardiaco normal puede ser resultado de muy
distintas interacciones entre las células que dan origen al
funcionamiento sinfallaenméasde 3 x 10° latidos consecutivos
a lo largo de una vida. Es evidente que el proceso dindmico
tiene que ser muy robusto y sin pérdidas de energia o desgaste.
Por lo tanto, podemos pensar que el proceso debe ser la
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consecuencia de una bifurcacion no-lineal. Sin embargo, para
discernir de qué mecanismo se trata, podemos examinar la
informacion que podamos extraer de las fallas y alteraciones
en su funcionamiento, ya que cada fendmeno no-lineal tiene
una forma caracteristica de seguir un arbol de bifurcaciones.

El estrecho vinculo entre las alteraciones de la actividad
eléctrica del corazén y los problemas cardiacos es la base de
la capacidad diagnostica del electrocardiograma o ECG, que
es la mas antigua herramienta no invasiva para el diagndstico
de enfermedades del corazon. Tres categorias funcionales
del corazén; automatismo, excitabilidad y conductividad,
se relacionan con las propiedades eléctricas de la masa y
de las fibras cardiacas®?. Son estas propiedades las que,
registradas graficamente mediante electrodos colocados en la
superficie corporal, dan origen al electrocardiograma, el cual
se genera debido a que las fibras musculares deben accionar
sincrénicamente por zonas, para que el corazon cumpla
adecuadamente con su funcién de bombear la sangre. Esto
implica el registro de sefiales eléctricas del orden de algunos
milivolts, sobre cualquier punto de su volumen corporal. El
electrocardiograma es entonces la historia temporal de la
suma de la actividad eléctrica de las células en un volumen,
registrada desde la superficie corporal.

Existen muchos modelos que pueden explicar la actividad
oscilatoria coherente del sistema, e incluso reproducir los
datos experimentales de un ECG. Sin embargo, casi ninguno
puede reproducir las anomalias que se presentan en la
muerte cardiaca, como por ejemplo la aparicion del estado
de fibrilacion usualmente observado antes de la pérdida de la
funcién cardiaca.

En este articulo propondremos un modelo simple que cumple
con estos requisitos y ademas revela el hecho sorprendente,
pero aceptable a posteriori, de que la excitacion eléctrica en
el coraz6n se propaga en el espacio como frentes de onda
solitarias (“solitones”). En efecto, este tipo de ondas no lineales
tienen la particularidad de que su propagacion es no disipativa,
hecho muy relevante cuando se considera que el corazén no
puede dejar de funcionar, ni por unos momentos, durante toda
una vida. Ademas, debido a la refractoriedad de las células
excitables, cuando dos frentes chocan no se suman como las
ondas lineales, sino que el estado excitado se comparte con
los dos frentes que chocan y cuando se alejan se recupera
la forma de ambos frentes. Esto sucede tanto en imagenes
experimentales®!, como en simulaciones dindmicas de los
solitones en nuestro modelo (ver animaciones en Barrio).
Demostraremos que este tipo de excitacion es susceptible de
presentar caos cuando se varian los parametros del sistema
no-lineal. Ademas, realizaremos calculos numéricos cuyos
resultados pueden ser comparados con datos experimentales
que validen las conclusiones de nuestro modelo.

En la siguiente seccion revisaremos los modelos que
actualmente si pueden simular tanto el funcionamiento normal,
como las fallas que mencionamos, lo cual sera necesario para
presentar lo original de nuestro modelo.

MODELOS ACTUALMENTE USADOS

Al proponer un modelo de la actividad eléctrica del corazén
se tienen que tomar en cuenta ciertos hechos bioldgicos de
suma importancia®®: 1) Debe existir un solo marcapasos que
coordine en el tiempo las excitaciones que se propagan en
el espacio. 2) Estas excitaciones deben estar coordinadas
en una cavidad, y se deben acoplar a las modificaciones
de forma causadas por la contraccion de las células. 3) Las
contracciones deben responder a sefiales externas quimicas
y mecanicas que sean capaces de modificar su frecuencia
y amplitud. 4) El mecanismo debe ser robusto ante ruido
y perturbaciones externas. 5) El corazén tiene una forma
muy precisa de dejar de funcionar, relacionada con una ruta
especifica al caosl®l.

Podemos clasificar los modelos existentes en tres categorias: 1)
Los modelos fenomenolodgicos que consideran una interaccion
no lineal cubica, como el modelo de FitzHugh-Nagumol"#l y
otrost®. 2) Los modelos de primera generacion, que explican
el comportamiento y descripcion de las corrientes idnicas,
todos ellos basados en el modelo del potencial de accion de
Hodgking-Huxley (modelo H-H)!. Por ejemplo, los modelos
de Beeler- Reuter™ y Low-Rudy™?. Y 3) Los modelos de
segunda generacion, que hacen énfasis en la descripcion
detallada de la fisiologia celular, como la concentracion de
iones y funcionamiento de bombas, y estan intimamente
ligados a datos experimentales. Describimos a continuacion
con mas detalle el modelo fenomenolé6gico y el de primera
generacion, que han sido la base de casi todos los actualmente
usados.

El modelo de FitzHugh-Nagumo

El modelo de FitzHugh-Nagumol” es una simplificacion
del modelo H-H a dos variables, de tal forma que presenta
una bifurcacion de Hopf subcritica que provoca un cambio
repentino en el valor de la variable que representa el potencial
de membrana. En su formulacion original el modelo esta dado
por:

a =cv (v—2a) (1 —v) — Cow + iapp,
1)
Ow

W:b(0—03CO),

donde a, b, ¢, c; y c3 son parametros ajustables. El valor de
estos parametros da un potencial de accién normalizado. La
corriente aplicada iap, también se escala para que coincida con
este modelo normalizado. Imagenes de v y w se muestran en la
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Figura 1. El potencial de accion mostrado en la figura resulta
de aplicar una corriente iy, con resistencia de 0.05 Ohms, y
una duracion de t = 50 s hasta t = 60 s.

Se han hecho algunas variaciones de este modelo para
superar las limitaciones del modelo original. Por ejemplo, un
detalle de la formulacion original que no es consistente con
los datos fisiologicos es que la neurona hiperpolariza en la
fase de repolarizacion. Esto puede verse en la Fig. 1, donde
v alcanza valores muy por debajo del potencial de reposo
antes de volver al estado de reposo. Una modificacion de las
ecuaciones que elimina este problema fue sugerida por Rogers
y McCullocht?,

0 100 200 300 400
tiempo en iteraciones

L J

Figura 1. Grdficas de las variables » (sélido) y o (punteado)
calculadas con las ecuaciones 1 en el articulo original
(lineas gruesas). También mostramos el resultado de las
modificaciones sugeridas en Rogers & McCullock™ (lineas
delgadas).

El modelo de Hodgking-Huxley

Este modelo ha sido el mas exitoso para tratar todo tipo de
células excitables, incluyendo neuronas, miocitos, células
musculares, etc. Fue concebido originalmente para estudiar
la propagacion de sefiales eléctricas en el axén gigante de un
calamar. El modelo original publicado en 1952, y que concedid
el Premio Nobel a sus autores, es un sistema de al menos tres
ecuaciones diferenciales parciales acopladas en las que los
potenciales de accidn se producen debido a la no linealidad de
las interacciones entre las corrientes de diversos iones.

El principio fisico usado es muy elemental y consiste en la Ley
de Ohm. En el funcionamiento normal de una célula, varias
corrientes idnicas contribuyen a los cambios en el potencial

de membrana. Hodgkin y Huxley® tomaron como premisa el
modelo circuital de membrana, donde cada corriente iénica
esta representada como:

Ix=0x (Vm — Ex), 2

donde Iy es la corriente asociada al i6n x, gy es la conductancia
del canal i6nico correspondiente, Vn, es el potencial de
membrana y Ey es el potencial de Nernst del ién x.

El modelo H-H fue desarrollado para una célula aislada; en
estas condiciones, ninguna corriente puede fluir hacia el medio
intracelular, por tanto I, = 0, y la evolucion del potencial de
membrana puede escribirse, a partir de la Ecuacion 2 como:

N
ot

== Cl_m (Tion = stim)- (3)

A partir de sus experimentos, observaron que cuando la
membrana de una célula nerviosa se despolariza mas alla
de un valor umbral, se produce en la célula una corriente
de entrada transitoria producida por iones de sodio, seguida
por una corriente de salida, formada por iones de potasio.
Caracterizaron la dependencia con el voltaje de la conductancia
de los canales idnicos del axén gigante postulando la existencia
de ciertas particulas cargadas que, unidas al canal i6nico
correspondiente, permitirian o no el flujo de iones por el canal.
Cada una de estas particulas controlaria las compuertas de un
canal, de forma que la accion individual de cada particula
corresponderia a la probabilidad de apertura (2) o cierre (1 — )
de cada compuerta (0 <z < 1). Cada compuerta puede pasar
del estado abierto al cerrado o viceversa, siguiendo una ley
dependiente del voltaje de primer orden:

9 (-2, @)
dt

donde la variable a; es el intervalo de tiempo en el que el
canal iénico esta abierto y ; el intervalo de tiempo en el que
estd cerrado. Estas se obtienen empiricamente y tienen una
dependencia no lineal de funciones exponenciales de Vy,. Las
Ecuaciones 2, 3y 4 son, por lo tanto, un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas, cuya solucién, bajo condiciones de
estado estacionario, se caracteriza por sus valores asintéticos
Z,, Y Su constante de tiempo .

Finalmente, los modelos de segunda generacién, proveen
una liga entre los mecanismos celulares y el comportamiento
colectivo, pero son complicados y particulares, sin embargo,
daremos una breve descripcion de los avances obtenidos
paralelamente a los obtenidos experimentalmente. Denis
Noble™ publicé el primer modelo matemético de célula
cardiaca, en el que se describia el potencial de accion de las
fibras de Purkinje, a partir de la adaptacion de las ecuaciones
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del modelo H-H. Mas de una década después, en 1975,
McAllister et al.'® mejoraron el modelo de Noble mediante
la incorporacion de nuevas evidencias experimentales sobre
las propiedades de la membrana celular. Seguidamente,
Beeler y Reuterpyy) desarrollaron en 1977 el primer modelo
de miocito ventricular, reformulado después por Luo y Rudy
en 199412161 Sj bien la mayor parte de los modelos celulares
cardiacos estaban dirigidos a representar el comportamiento
de las células ventriculares, unos pocos modelos fueron
desarrollados también para las células auriculares. Las células
del nodo sinoauricular fueron las primeras células auriculares
en ser descritas matematicamente. En1998, Nygren et al.l'”]
publicaron un modelo de miocito auricular, reformulado en
1999 por Courtemanche et al.[2819,

Mobelo BVAM

El modelo de reaccion-difusion que estudiamos en este trabajo
es el llamado BVVAM (por Barrio-Varea-Aragon- Maini)[. Este
modelo, a diferencia de otros, fue concebido no para modelar
un sistema o mecanismo especifico, sino que se obtuvo como
la forma mas general de un sistema de reaccién-difusion con
dos variables, que respeta la conservacion de masa.

Consideremos la expresion méas general de un sistema de
reaccion-difusion®®:

Y = p,veu+ F(u,v),
Q- D, V% + G(u, v),
ot

donde u y v son los morfogenos con coeficientes de difusion
D. y D,, respectivamente. F y G son funciones que describen
la cinética quimicay son, en general, no lineales y no existe un
criterio general para establecerlas, sus expresiones dependen
del problema quimico o biologico bajo estudio.

En el modelo BVAM, los términos que representan a la
cinética quimica, F y G, se obtienen suponiendo que son
funciones no lineales analiticas y se desarrollan en serie de
Taylor hasta orden tres. Varios coeficientes de la expansion en
serie se eliminan para garantizar la conservacion de masa y
el resultado se puede escribir, en forma adimensional, como:

% =D,Vau+nlu+g(l-"f)o-Cuo-u?,
(6)

% =D,V +5[g(f+ h)o + hu+ Cuv + uv?,

donde # es un parametro que impone la escala espacio
temporal del sistema. Las tasas de crecimiento de u y v estan
descritas en términos de los parametros f, g y h, que son

convenientes para explorar la region de parametros de interés
en este trabajo. La razdn entre las intensidades de los términos
cuadraticos y cubicos esta dada por C .

Los criterios para obtener una inestabilidad de Turing,
imponen restricciones sobre los coeficientes de difusion y los
parametros f, g, hy C. Se ha mostrado también que, ademas de
los patrones espaciales estacionarios (patrones de Turing), que
han sido usados en multiples ocasiones para modelar procesos
de pigmentacion en la piel de los animales y otros sistemas
biolégicos (ver por ejemplo Barrio et al.™), en el espacio de
parametros se pueden encontrar también varias bifurcaciones
de Hopf y de Hopf-Turing®. En otra regién de parametros
se encuentra una bifurcacion que produce patrones espaciales
de puntos de radio constante, que no es una bifurcacion de
Turing®,

De gran interés para nuestro trabajo se encuentra una region en
el espacio de parametros, cercana a una bifurcacién de Hopf,
en donde se obtienen frentes de ondas viajeras, cuya velocidad
depende de la curvatura local®?4. Debido a este hecho, en un
dominio bidimensional plano los frentes giran alrededor de
los puntos donde la curvatura cambia de signo.

Otro aspecto interesante del modelo es que existe una region
de parametros que produce soluciones con caos. Usando el
parametro C, que indica larazon entre los términos cuadraticos
y cubicos en la cinética, se encuentran patrones espaciales
de Turing cuya amplitud oscila en el tiempo!. Variando el
parametro de bifurcacion, las oscilaciones doblan su periodo,
subsecuentes variaciones del parametro de bifurcacion,
producen una region de oscilaciones cuasiperiodicas (hay por
lo menos dos frecuencias de oscilacion inconmesuradas entre
sil?1), también llamada bifurcacién de Toro, y eventualmente
las oscilaciones se vuelven cadticas. Esta ruta al caos se
conoce como el mecanismo de Ruelle-Takens-Newhousel?”.

En este articulo analizaremos mas profundamente esta ruta al
caos, empezando con un sistema que presente ondas solitarias,
con el objeto de comparar los resultados tedricos con los
procesos de fibrilacion que producen la muerte cardiaca. Para
esto, comenzaremos por analizar las propiedades del sistema
y la posibilidad de obtener una ruta al caos. En el Apéndice
mostramos el método matematico que seguimos para este
analisis. La clave es mostrar que las ecuaciones de amplitud
del modelo BVAM se pueden transformar en una ecuacion de
Landau-Ginzburg con coeficientes complejos (Eq. VIIL.25), la
cual presenta caos.

APLICACION A LA ACTIVIDAD ELECTRICA CARDIACA
Region en el espacio de parametros para Ondas
Solitarias

En ausencia de difusion, en el espacio fase (u, v), el modelo
BVAM tiene los tres puntos fijos mostrados en la ecuacion
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VII1.15. Si h = —1 todos ellos colapsan en el punto (Ug , vg) =
(0, 0). En el caso h # 1, diferentes elecciones de parametros
pueden llevarnos a diferentes configuraciones de los puntos
de equilibrio en el espacio fase, por ejemplo un punto de silla
en el origen (0, 0) rodeado de dos puntos fijos estables, con
una trayectoria heteroclinica entre ellos. Esto significa que
el sistema no lineal puede tener una bifurcacion a un sistema
biestable (dos puntos de equlibrio estable) en que algunas
regiones del dominio fisico seran atraidas por uno de los
puntos fijos estables y otras seran atraidas hacia el otro. En
esta situacion se producen interfases entre estas regiones
en las que la concentracion de los morfégenos cambia
abruptamente, provocando un perfil sigmoidal al atravesar
dichas regiones.

La bifurcacién puede estudiarse con un andlisis lineal de las
cinéticas F y G de la ecuacién 6 (por ejemplo vea Varea et
al.?) y el resultado se muestra en la Fig. 2.

La region de pardmetros de interés es el area entre la curva
punteada y la continua de la Fig. 2. La region presenta
oscilaciones regulares de alta frecuencia (taquicardia)
causadas por la existencia de un ciclo limite que encierra a los
puntos fijos, los cuales son inestables. En la frontera azul, los
puntos fijos se vuelven estables y la cuenca de atraccion crece

n9F "

0.8 L 4

0.7

0.6/

S 051

0.4

0.z

0.1

L J

Figura 2. Diagrama de bifurcacion del sistema BVAM, sin
difusion, en el plano (g, f), para h=-25, C=0y 5 =0.5.
La linea continua es una bifurcaciéon de Hopf y la linea
punteada es una bifurcacion de silla-nodo. Al cruzar la
linea, el sistema pasa de tener un ciclo limite en la region
izquierda a ser biestable en la region derecha.

al cruzar la curva, donde se tiene un sistema biestable con
frentes de ondas viajeras. Por ejemplo, un punto de la frontera
es (g, fo) = (0.165, 0.5043), paraC=0,h=-25y n =0.5.

Estos solitones se mueven con velocidad proporcional a
la curvatura local del perfil y, como consecuencia tiene un
movimiento giratorio alrededor de los puntos donde cambia la
curvatura del frente. Ademas, muy cerca de la linea punteada
la distancia entre frentes es constante, pero si uno se aleja de la
frontera de la transicién entonces uno obtiene franjas delgadas
y franjas anchas alternadas, como se muestra en el recuadro
inferior de la Fig. 3.

En el apartado siguiente mostraremos los resultados de
calculos numeéricos efectuados variando los parametros
alrededor de la regién de interés.

Calculos numéricos en un plano

Paraexplorar laregién de parametros de interés, integramos las
ecuaciones (6) usando una variacion del método de gradiente
conjugado (Conjugate Gradient Method), con condiciones
periddicas a la frontera y con intervalo de tiempo At = 0.01
en un entramado bidimensional (matriz) de 120 x 120. Este
valor del paso del tiempo asegura la estabilidad del proceso®!
y la confiabilidad de los resultados. En la Fig. 3 mostramos
los patrones obtenidos numéricamente para varios puntos en
la region de interés.

Los recuadros muestran la concentracion de u en un codigo de
color en donde el rojo indica concentracion alta y azul baja.
Esto puede asociarse al estado de polarizacion de las células
en una region. Observe que para valores grandes de f aparecen
ondas espirales, que se mueven lentamente, pero cambian de
color rapidamente en el tiempo, lo cual resulta en un espectro
con dos frecuencias distintas. A la izquierda de la linea azul se
obtienen ondas espirales del tipo Belousov-Zhabotinsky?! con
diversas frecuencias. Al aproximarse a la bifurcacion de Hopf,
se observa que aparecen gotas y “0jos”, cuya descripcion y
analisis esta fuera del propdsito de este articulo. Si en esta
region se cambia la razon entre los coeficientes de difusion,
entonces los patrones dejan de oscilar y se obtiene un patron
espacial fijo, del tipo Turing.

La region en que se presentan solitones esté a la derecha de
la linea azul para valores de g ~ 0.165. Al disminuir el valor
de f, las oscilaciones dejan de ser regulares. Tipicamente se
observa que aparece un doblamiento de periodo, la forma de
onda cambia y ademas pueden aparecer algunas componentes
de Fourier inconmensuradas con las ya existentes en el
espectro (cuasiperiodicidad).

El funcionamiento de un corazén latiendo regularmente puede
ser simulado por latidos regulares y robustos. En este trabajo
proponemos que la actividad eléctrica en un corazén sano
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Figura 3. Ejemplos de patrones numéricos en puntos cercanos a
la bifurcacion de silla-nodo. Observe que los frentes de onda en
la region verde viajan, ya sea con velocidad proporcional a la
curvatura, o en modo desordenado. El patrén cambia de forma
en este Ultimo caso, por lo cual se puede esperar la presencia de
oscilaciones cadticas como en el punto rojo. En todos los calculos
se usaron los parametros de la Fig. 2 con D, =D, = 1, excepto en
el punto rojo, donde se us6 C = 0.2y D, =0.77D, . Estos valores se
propusieron sin que mediara analisis alguno, s6lo para observar el
comportamiento cuando el diagrama de bifurcacion (calculado
para C = 0) ya no es valido.

puede simularse con solitones regulares. En la Fig. 4(A) mostramos
la forma de onda que se obtiene con este modelo. Esta forma de
onda contiene un numero finito (y conmensuradas entre si) de
componentes de Fourier, como se puede constatar en el espectro de
potencias mostrado en la Fig. 4(B). El retrato de fase en la Fig. 4(C)
muestra claramente las trayectorias heteroclinicas que unen a los
dos puntos fijos estables.

Todos los célculos fueron hechos con el programa COMSOL
Multiphysics (COMSOL), que usa el método del elemento finito,
y con MATLAB, usando un método de Euler simple. Todos los
calculos concuerdan.

Cdlculos numéricos en una superficie con curvatura

Noesevidente que los patrones obtenidos en undominio bidimensional
plano con condiciones periddicas se obtengan en otras geometrias.
Para aplicar nuestro modelo al funcionamiento de un corazon real,
al menos es necesario hacer los calculos en una superficie cerrada

u(t)
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Figura 4. Resultados de un calculo usando los
parametros D, =D, =1, f=fc + 0.01, g = 0.175, C = 0,
h = -2.5, dt = 0.06, dx = 0.2 y = 10, en un dominio
plano discreto con una matriz de 120 x 120, con
condiciones periddicas a la frontera. Estos valores
de los parametros nos situan cerca de la linea critica
punteada de la Fig. 2, o sea, en el punto marcado
“solitones regulares” en la Fig. 3. (A) Historia en el
tiempo de la concentracion de u en el sitio central del
dominio espacial. (B) Transformada de Fourier de u(t);
noétese la periodicidad y los armoénicos que nos dan
la forma de onda. (C) Retrato de fase, u(t) = v(t), en
donde son evidentes las trayectorias heteroclinicas
que comunican los dos puntos fijos estables.
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convexa. En la Fig. 5 mostramos que las ondas viajeras
se presentan en una superficie paramétrica simple que se
asemeja a la forma de una cavidad cardiaca. En esta figura
hemos asociado una contraccion del radio de curvatura local
de la superficie proporcional al valor de u(x, y) y la barra de
colores sefiala en amarillo las regiones de contraccion. Esta es
una representacion burda de la actividad muscular del corazén
debida a la actividad eléctrica modelada.

Los solitones que se muestran en la Fig. 5(A) rotan alrededor
de los puntos de curvatura cero, es decir, tienen el mismo
comportamiento que en un dominio plano. En la Fig. 5(B)
se muestran estos solitones pero para un calculo en el que se
obtienen ondas espirales del tipo de las mostradas en la Fig 3,
del lado izquierdo de la linea azul.

El tamafio del dominio fue regulado variando # de tal forma
que sélo presentara dos centros de rotacion, en una cavidad
modelo de un “corazén sano”.

En un dominio tridimensional

Es evidente que el musculo cardiaco es un dominio
tridimensional, por lo tanto debemos probar nuestro modelo
de la actividad eléctrica del corazon en tres dimensiones. Para
esto usamos el programa COMSOL Multiphysics, que es
capaz de integrar ecuaciones diferenciales no lineales en un
dominio de tres dimensiones usando el método de elemento
finito.

En la Fig. 6 se muestra una instantanea de la concentracién
de u en un dominio acotado por dos semi-elipses de diferente
excentricidad y una cubierta inferior esférica, en un céalculo
con los mismos parametros de la Fig 4. Esto simula la forma
de una cavidad cardiaca. La escala de colores es igual que
en las demas figuras. Debido a la transparencia de la figura,
observamos que el patron de ondas solitarias sigue un
comportamiento igual que en el dominio plano y se transmite
en la tercera dimension, lo cual significa que todos los puntos
del interior presentan la misma concentracion de u que en las
superficies que los acotan. En un corazdn sano se presentan

(A)

\.

(B) '3

J

Figura 5. (A) Propagacion de ondas tipo solitén en una superficie paramétrica cerrada. (B) Ondas espirales en la misma

supefficie.

\.

J

Figura 6. Ondas solitarias producidas por el modelo BVAM en un dominio tridimensional. Se muestra una instantdnea del
calculo en dos perspectivas para que se aprecie la forma del dominio.
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dos nodos principales, por lo que, para obtener dos nodos
fijos, en este calculo se fijo el valor de u = 0 en los extremos
superior e inferior del dominio, lo cual tiene el efecto de
fijar el punto de rotacion de los solitones, simulando asi la
excitacion externa del corazon.

COMPARACION CON EL FUNCIONAMIENTO DEL CORAZON
Un dato clave experimental es el electrocardiograma que, en
términos generales, simula la historia temporal del potencial
de membrana de las células cardiacas. La Fig. 7 muestra un
electrocardiograma tipico de una persona sana.

Como puede observarse, el retrato de fase es comparable con
el mostrado por los solitones, en el sentido de formar una
trayectoria cerrada entre dos puntos fijos. Sin embargo, la
forma de onda no es similar. Esto se debe obviamente a que
en el ECG no se registra la actividad en una Unica célula.
De todas formas podemos ver que la forma de onda obtenida
con nuestro modelo es mucho maés estructurada que las del
modelo de FiztHugh-Nagumo, mostradas en la Fig. 1.

Nuestro modelo es capaz de reproducir historias temporales
de excitacion similares a las formas de onda registradas en un
ECG, si variamos los pardmetros adecuadamente. En la Fig.
8(A) mostramos un calculo que presenta “wavelets”, en los
que los frentes de u maxima son angostos, la forma de onda es
muy similar a la mostrada en la Fig. 7. También mostramos el
espectro de Fourier de las oscilaciones.

En la Fig. 8(B) mostramos el patron de ondas espirales que se
obtiene justo antes de cruzar la linea de bifurcacion azul de la
Fig. 3, que se atraviesa al disminuir g. Observe que la historia
temporal en la Fig. 8(B) muestra oscilaciones mucho mas
rapidas que en la Fig. 8(A), simulando taquicardia. Ademas,
la forma de onda de las ondas espirales es practicamente
senoidal como se puede constatar en el espectro de frecuencias
mostrado.

Uno de los puntos importantes que pueden validar este modelo
es investigar si es capaz de simular las fallas y anormalidades
del funcionamiento de un corazén. Una de las afecciones mas
frecuentes, que implican la muerte cardiaca, es la llamada
fibrilacion ventricular, en la que después de una taquicardia,
se presentan arritmias severas y finalmente la muerte, ya que
en estas condiciones el corazén no puede bombear sangre
eficientemente.

En la Fig. 9 mostramos los cambios producidos en los patrones
y en el comportamiento temporal de u cuando se cambian los
parametros del modelo.

Empezamos mostrando en (a) los solitones usando los valores
de f y g de la Fig. 8, que corresponden a la simulacion
de un corazon sano. En (b) se muestra la aparicion de un
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Figura 7. (A) Electrocardiograma tipico de una persona
sana. (B) Retrato de fase extraido de (A). Compare este
retrato de fase con el de la Fig. 4C, en el que se muestra la
curva cerrada.

doblamiento de periodo cuando se aumenta el valor de
f=1.+0.012y g =g Observe la apariciéon de otros nodos.
En (c) obtenemos la aparicion de “wavelets” rotando a alta
frecuencia cuando se baja el valor de f para acercarse al valor
fo ¥ gc. En (d) sigue la aproximacion a la linea critica, que se
alcanza en el calculo mostrado en (f ). Observe la sucesién de
bifurcaciones al hacer esto. En ese punto se modifica el valor
de C = 0.2 y se cumple la condicién de caos obtenida en el
apéndice (ver Ec. VI1I1.31) poniendo D /D, = 0.77. Observe la
irregularidad de las oscilaciones y la aparicion de maltiples
frecuencias.

Este panorama es muy similar al mostrado en la Fig. 5 de
Garfinkel et al.l, que muestran los electrocardiogramas de
corazones humanos y caninos con fibrilacion. Es conveniente
enfatizar que los retratos de fase mostrados en esa referencia
son similares a los obtenidos con nuestro modelo, tanto para
un corazon sano, como con fibrilacion.
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Figura 8. (A) Historia temporal de u y patréon de u obtenido con los pardmetros de la Fig. 4 pero modificando f = f; = 0.0001 y g
= 0.175. (B) Lo mismo, pero ahora modificando g = 0.165. En las grdficas de la columna central se muestran las fransformadas
de Fourier de los patrones.
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Figura 9. Célculos numéricos variando los parametros del modelo para imitar el latido de un corazén afectado por
anormalidades. Mostramos la historia temporal de u y una instantdnea de la concentracién de u en el dominio cuadrado.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos examinado las propiedades de un
modelo lo suficientemente rico para ser usado en diversos
sistemas complejos. El trabajo fue guiado por un analisis lineal
del sistema de ecuaciones, hecho alrededor de un punto fijo
diferente al usado para obtener patrones de Turing. La riqueza
de patrones que se obtienen es debida a la proximidad de dos
lineas criticas en el espacio de parametros. Esto permite tener
una region de transicién entre una bifuracion de Hopf y otra
de silla-nodo, la primera exhibe oscilaciones regulares en un
ciclo limite, y la segunda presenta una situacién biestable, que
puede presentar frentes de onda viajeras del tipo soliton.

Todas estas caracteristicas hacen de este modelo un sistema
apropiado para simular la actividad eléctrica en el corazon,
ya que en este drgano se presentan situaciones muy peculiares
en el momento en que falla. Si esto es asi, podriamos
proponer que las ondas observadas en el musculo cardiaco
son en realidad solitones, lo cual tiene sentido a posteriori,
si se toma en cuenta que las oscilaciones tienen que ser lo
suficientemente robustas para que el corazon lata sin fallar
mas de 10° veces. Las ondas espirales no tienen esta robustez
ni producen una forma de onda comparable a la medida en los
ECG. Ademas, los solitones encontrados en nuestro modelo se
pueden comportar de distinta forma al chocar con un obstéaculo
0 una pared, dependiendo de las condiciones a la frontera.
Pueden rebotar, como es usual, 0 anularse en la pared, o
bien pueden proseguir el estado de excitacion del bulto en la
pared®4, lo cual se observa en el corazon.

Si consideramos la forma de onda, podemos ver que la
forma de onda del comportamiento colectivo en el dominio
es comparable a la registrada en un ECG, mientras que otros
modelos no lo hacen. Ademas, es de vital importancia que
la frecuencia cardiaca pueda ser regulada en forma directa
y sencilla. En nuestro modelo esto se puede hacer de dos
maneras, disminuyendo f, o aumentando g. Si interpretamos
a los morfdgenos u y v como las substancias cuya reaccion
provoca el latido cardiaco, por ejemplo en la fosforilacion,
el tiempo de reaccion debe depender de otra substancia,
por ejemplo la adrenalina, que modifica los valores de los
parametros externos, los cuales tienen precisamente este
significado.

Hemos mostrado ademas que las ecuaciones de amplitud
del modelo BVAM pueden transformarse en un sistema de
Landau-Ginzburg, el cual es susceptible de presentar caos bajo
ciertas condiciones de los parametros (ver Apéndice). Esto
es de suma importancia, ya que trabajos experimentales!®?
muestran que cuando el coraz6n muere, lo hace siguiendo una
ruta especifica al caos, que se manifiesta como taquicardia,
arritmia y fibrilacion. La sugerencia experimental es que la
ruta al caos sea siguiendo el mecanismo de Ruelle-Takens-
Newhouse®”. En un articulo anterior hemos mostrado que el

modelo BVAM presenta patrones de Turing con caos temporal
siguiendo precisamente esa rutal?.

En este trabajo sugerimos que las fallas cardiacas pueden ser
modeladas encontrando una ruta al caos similar a la observada
experimentalmente. Es alentador que el tipo de fenémenos
que el modelo BVAM presenta cerca de los estados criticos
se asemeje mucho a los datos experimentales. Sin embargo,
una demostracion de la aparicion de caos y una comparacion
detallada con los datos experimentales esta actualmente en
proceso y sera el objeto de un trabajo futuro.
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APENDICE

En este apéndice demostraremos que las ecuaciones de
amplitud del modelo BVAM pueden escribirse como la
ecuacion de Landau-Ginzburg con coeficientes complejos.
El método que usaremos sigue los pasos que se describen
en el libro de KuramotoBY, Para esto consideremos una
perturbacion cerca del punto estacionario (ug , vg),

U=up+0=up+ (€u1 + AUy + €3U3),
(VII.1)

D=0+ D= wg+ (v + vy + Evg).

Para reemplazar (V1I1.1) en (6) recordamos que la expansién
en serie de Taylor alrededor de los puntos (uo , vg) para F es:

F (U= U, v—vg) = F* + [AF*, +DF*%] +

v [% 0F*y + D%, + 5 aZF*m,] +

(VI1.2)
donde F* = F (up, vp) =0, y lo mismo para G(Ug , vg).
Sustituyendo las ecuaciones (V111.1) en (VI11.2), obtenemos:

U by =LusM+N,

- (VII1.3)

donde L denota la matriz jacobiana cuyos elementos son:
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OFj (ug) d 0 +e 0

i kA —_— —=. VIII.13

L= =5 (Vini4) a "o (Viil.13)

Las abreviaciones M y N, indican los vectores cuyas
componentes estan dadas por:

o 1 O°F (Uo) AN
M= L 21 G

(V111.5)
_v 1 Fi(u) - -
(N)i= &30 Bududu Uit
De la sustitucion directa en el modelo BVAM 6 de cada
derivada evaluada en el punto fijo (Uo, Vo) Se tiene:

i A~ ~ A~
[a, 0] [9]—VZD [P]:L[i‘] +M+N, (VII1.6)

0 zllo ) D

donde los operadores son, explicitamente:
DO
D:(0 1), (VIILT)
_ 1—C1)0—1)661—CUO—2U01)0
""’(h+coo+uab+Cuo+2uovo : (V1I1.8a)
_ |- Civ - 2000 —?)Zuo] (V111.8b)
M= "[Cﬁ?} + 2000 +32Ug |’

— i? VII1.8c
N =7 [ @ ] ( :

Cerca de un punto critico, la matriz L debe ser desarrollada en
potencias de un parametro pequefio:
L=Lo+puly+ 2y + ..., (VII1.9)
donde hemos definido 1 = %, y y = sgny. De forma que la
ecuacion VI11.8a es:
L=Lo+ e¥ly+ 'Ly (V11.10)
Similarmente, para los vectores de mayor orden, en las
ecuaciones VI11.8b y VI11.8c, escribimos:

M = Mg + M + My, (VI111.12)

N = Ng + N + ¢'N,. (VI1.12)
Considerando que los eigenvalores de L en la expresion
VI1I1.8a contienen una pequefia contribucién de orden ¢?
es apropiado introducir una nueva escala de tiempo 7 = ¢.
Correspondientemente, la diferenciacion en (\V111.5) debe ser
separada como:

La sustitucion de (VIIL13) y (VIIL1) en (VILG), y
despreciando términos en (ey)?, produce:

0 4+ e 9 eDV3 (€U1 + 62U2) = eloup +
ot or

+ Ez(Lole + Moulul) +e (2MOU1U2 + NOU1U1U1),
(VI11.14)

donde V? = V7.

El sistema de ecuaciones del modelo BVAM (6) tiene tres
puntos de equilibrio, el punto(ug, vg) = (0, 0), y

B

0.0 = [§C 4.~ 5 €+

(VII1.15)
R GRS

donde A =\ C? + 4f, =180 y g =4 Para el analisis
paramétrico de la bifurcacién de Hopf podemos utilizar los
ultimos dos puntos de equilibrio. Tomando el segundo punto
de equilibrio y sustituyéndolo en (V111.8a), (V111.8b y (V111.8)
se tiene:

L= (1—f %(2+C2+2f+CA)) (VIl.162)
“T\h+f §@h-c2-2f-CA)/’
_[am - gc+aye?
= 2
M=y [—Am)+ gyl (VI11.16b)
N =gy [ (VII1.16c)
@ |

Resolvemos la ecuacion de la traza del jacobiano, esto es:
Tr (L) =0. (VHI1.17)

Lo cual sucede cuando:

0=1—f+g—(2h—C2—2f—CA). (VI11.18)

De este modo podemos introducir el parametro critico g, para
el cual se satisface (VI11.16a)

_ 2(1-1)
8= RF2f+CZ+CA

(VI11.19)
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Consideremos el parametro de bifurcacion

g_gC — €2X,

. (V111.20)

ﬂ:

de forma que g = ug¢ + gc, de donde sustituyendo en (V111.16a)
obtenemos que la matriz Jacobiana (V111.9) es:

L=y [1—f F@+C2+2Ao+CA |,
h+f —(1-f)
(V111.21)

[o $(@2+C2+2(+CA)
#1 o —(1-1)

Obtenemos los valores propios de las matrices Lo y L, esto
es:

Aox = iiwo = U*LoU, (V|||22)

M =01 +iw; = U*L;U, (V1.23)
donde U es el vector propio derecho de L, que corresponde al
valor propio A+, y U* es el vector propio izquierdo de Lo que
corresponde al valor propio A+. Andlogamente, U~y U™ son
los correspondientes eigenvectores con eigenvalor A_.

En la aproximacion lineal alrededor del punto uy de la
ecuacion VIII.15, se tiene que la pertubacién se escribe
como (U = ug + euy), y se cumple que ouy/ot = Lguy, lo que
implica una solucion exponencial, LoU = A U, de forma que
cualquier funcion puede escribirse como una combinacion
lineal de los eigenvectores U, en particular u; = WU = W*U-,

Ademas, despues de varias simplicaciones, obtenemos:

wo=1 \j (= 1_)2f1h++clz) f4;f++CC(ACA)) , (VII1.24a)
w1 =L +2f([c42f:2Cf(fg JAA)])(E h) (VI11.24b)
y
alzn% (1+7), (VI11.24c)
donde

, (-1 +f)[4f + C(C+A)|(1 +h)
e=1 (C7+ 2f+ CA—2h) :

A partir de aqui podemos escribir la ecuacion dindmica para
la amplitud W

W_ = (1 +ico)W + (L + icy) V2 W — (L + icy) [WAW

at
(VI11.25)

que se conoce como la ecuacion de Landau Ginzburg con
coeficientes complejos. Nuestro interés es obtener los valores
de los parametros co, C; Y C; para nuestro modelo BVAM.
Normalizando con a3, de (VI111.23) obtenemos el valor del
parametro cq

Co= —L (V111.26)

Paraobtener el valor de ¢, hacemos la siguiente transformacion
de la matriz D

d=U*DU=d"+id", (VI1.27)
de modo que
_d __ (Bu-D)1+f)
C]_ dn (Du + DU) _\/a y (V“I.28)

donde D = D,/D,). Para obtener el valor de ¢, , definimos:

¥ = —2U*(MgUV,) — 2U*(MoUV,) — 3U*(NoUUU'),

(VI111.29)
donde:
Vo =-2L¢* (MoUU"),
V. = —(bfLg — 2iwpl)(MoUU).
Con lo cual, si y=1v'+ iy", obtenemos:
6y = " —o+ 31+ f(L A+ h)y? . (V111.30)
' n(=2 + 3f + h)\Ja

Finalmente, (V111.25) presenta caos cuando la condicion

1+cic<0. (VI11.31)
lo cual implica que una condicién necesaria para que Se
presente caos es que los coeficientes de difusion de los dos
morfdgenos sean distintos, de acuerdo a (VI1I1.28). En la
Fig.10 mostramos el resultado de un calculo numérico en el
que se presenta caos.
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Figura 10. (a) Oscilaciones de u(t). (b) Retrato de fase
correspondiente. El calculo numérico fue hecho con
parametros apropiados para obtener caos, los cuales son:
h=-2.5,f=0.5043, g =0.1565, C=0.0,dt =0.06, y =0.5y D,
=1, D, =0.77. Los diamantes blancos indican los puntos fijos
del sistema biestable (ver Ec. VIII.15).
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