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SOLUCION ANALITICA-NUMERICA PARA LA
TRAYECTORIA DE RAYOS SISMICOS EN MEDIOS CON
HETEROGENEIDAD VERTICAL

Armando Luis Imhof,
Carlos Adolfo Calvo,
Manuel Sdnchez

Resumen

La propagacién de ondas sismicas generadas en emisores y detectadas en receptores en medios heterogéneos y
anisotrépicos sigue una trayectoria curva determinada por el principio de tiempo minimo de Fermat. La aplicacion
del célculo de variaciones conduce a una ecuacion diferencial ordinaria. Debido a la compactacion del terreno
normalmente la velocidad aumenta con la profundidad, estando esta variacion sujeta a leyes experimentales para
cada suelo, lo que lleva a resolucién numérica en los casos generales. En este trabajo se estudia el ajuste de datos
experimentales de velocidad por una funcién exponencial; la integracién analitica de la ecuacién diferencial y la
determinacion numérica de las constantes de integracion. Los datos experimentales suelen determinarse por algin
método geofisico tal como up-hole o down-hole. Su aplicacién principal se centra en el disefio de modelos numéricos
de trayectorias curvas y por ende luego tiempos de primeros arribos a través de algoritmos de inversién tomograficos
para deteccién y modelado de anomalias en los primeros 12m. de profundidad.

Palabras Clave: Anisotropia, Rayos curvos, principio de fermat, teoria del rayo, heterogeneidad vertical
Abstract

The propagation of seismic waves generated by transmitters and receivers acquired in heterogeneous and
anisotropic media follows a curved path determined by the principle of Fermat. The application of the calculus of
variations leads to an ordinary differential equation. Because soil compaction wave velocity typically increases
with depth, being this variation subject to experimental laws for each subsoil. That leads to numerical resolution
in the general case. In this work, the adjustment, by an exponential function, of experimental velocity data set is
studied; besides analytical integration of the differential equation and the numerical determination of the constants
of integration. Experimental data are usually determined by a geophysical method as up-hole and down-hole. Main
application is focused on the design of numerical models of curved rays and therefore first picks for wave arrivals for
the construction of algorithms for inversion of seismic data for detection and modeling of velocity anomalies up to
the first 12m. depth.

Keywords: Anisotropy, Curved Rays, fermat principle, ray theory, vertical heterogeneity
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INTRODUCCION

ondas que se propagan en el medio considerado,

La propagacién de ondas sismicas
generadas por medios tales como golpes de
martillo, explosiones o cristales piezoeléctricos
(emisores); detectadas por ge6fonos (receptores)
y registradas en sismografos, estd regida por
la ecuacién de onda, cuya solucién completa
implica resolver la distribucién de frentes de

que puede ser homogéneo, heterogéneo,
isétropo, anisétropo o cualquier combinacién
entre heterogeneidad y anisotropia.

Sin embargo, muchos casos suelen utilizar
una simplificacién considerando a los frentes
como rayos sismicos (Cerveny, 2001) que viajan
en medios tanto homogéneos como heterogéneos
y/o anisotrépicos. En medios homogéneos los
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frentes de ondas serdn esféricos y los rayos
normales a los mismos y rectos. Esto no
sucederd en los medios heterogéneos donde
los rayos serdn curvos, a causa de la refraccién
producida por el cambio de velocidades sismicas
de acuerdo a la ley de Snell. Ademads, en los
medios anisétropos los rayos no seran normales
a los frentes de ondas. Por otra parte, segln se
demostré (Santamarina & Cascante, 1996) la
anisotropia considerada unicamente, no produce
curvatura del rayo, sino que la acentda. Es decir,
en sintesis, los rayos que atraviesen un medio
homogéneo y anisétropo serdn rectos, pero no
normales a los frentes de ondas.

Para resolver las trayectorias de los rayos
se han desarrollado métodos y algoritmos
numéricos denominados trazadores de rayos
(eng. ray tracing) basados en la teorfa del rayo
sismico (eng. ray theory). Debido a la dificultad
que los planteos analiticos proponen, hasta ahora
siempre se han llevado a cabo aproximaciones
numéricas (Menke, 1989).

En este trabajo se desarrolla una metodologia
analitica-numérica con el propdsito de resolver la
trayectoria de rayos sismicos que se transmiten
en medios de diferentes heterogeneidades y
anisotropias verticales, no aplicandose para
variaciones laterales de velocidad, lo que llevaria
otro tipo de desarrollo.

La motivacién principal ha sido la de contar
con una herramienta para poder disefiar algoritmos
computacionales para resolver problemas de
tomografia sismica en suelos muy superficiales
(0-12m) en los cuales se demostré que se puede
aproximar la variacién de velocidad incremental
con una funcién exponencial. Una vez conocida la
variacién de velocidades en profundidad en algin
punto del sector de trabajo (por medio de up-
hole, o down hole superficial). Esto se concluy6
por la inspeccién visual de los resultados
experimentales obtenidos (Imhof, 2007). Por otro
lado resulta también posible estimar la forma de
incremento de la velocidad con la profundidad, a
partir de aproximaciones sucesivas para resolver,
por ejemplo una tomografia sismica, en caso de
utilizar esta metodologia para tal fin.

En su propagacion por el subsuelo, los rayos
siguen una trayectoria curva determinada por el
Principio de Fermat, que establece que los rayos
seguirdn trayectorias de tiempo minimo y no de

distancia minima. El desarrollo analitico de la
trayectoria para un caso de heterogeneidad vertical
fue llevado a cabo por Santamarina, Klein &
Fam (2002). Esto produce que en caso de medios
heterogéneos los rayos se curven.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA Y
MODELO MATEMATICO

En un medio plano heterogéneo 'y
anisétropo verticalmente, se ubica el emisor de
onda E y el receptor R.

La distribucién de velocidades V(6 ) segtn la
inclinacion 6, sigue una ley eliptica (Calvo, Imhof
& Jofre, 2008). El coeficiente de anisotropia d=V,/
V), se considera como constante, lo que impli
ca considerar que las variaciones verticales de
velocidad van acompafiadas del mismo orden en
las horizontales, siendo Vi,V las velocidades
correspondientes a las direcciones principales
(vertical y horizontal), ver Figura 1.

Figura 1. Distribucion eliptica de velocidades

El vector V(H):[Vx ,V, 1 es tangente a la
curva que representa la trayectoria y=y(x) siendo
d,/d=y'=tag(0)=V,/V,

V(0) = v V. + Vy2 representa el modulo de V(6)
La ecuacion de la elipse resulta:

V(O ) = VI+y?2 Id2+y" (1)
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Para V| = cte el medio es homogéneo.
Para d=1 el medio es isotrépico. Debido a la
compactacion diferencial del terreno se produce
una heterogeneidad donde V,=V,(y), ver Figura 2.

\J

(y.7,)

Figura 2. Variacién de velocidad con la profundidad

Siguiendo el principio de Fermat de tiempo
minimo, debe ser minimizado el funcional tiempo.

t(y)=f ds =f«/1+y'2 Lb_:j‘\'[lz'*y'z dx=fF(y,y')dx (2)

V() V(o) V.(»

Para ello se utiliza la férmula de Euler del
calculo de variaciones (Elsgoltz, 1969), que para
este caso es F-y ‘Fyy = (C(cte) ,1o que conduce a una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:

V, (y)Vd?+y? = C 3)

Las coordenadas del emisor y receptor
constituyen las condiciones de contorno:

yx) =y, Yx)=y, 4

La constante C es caracteristica de cada
rayo. La integracién de la Ecuacién (3),
depende de la expresiéon V, (y) la que se
determina a partir de datos experimentales,
en general se resuelve numéricamente
(Santamarina & Fratta, 2005). Para algunas
expresiones V, (y) tiene solucién analitica. Las
condiciones de contorno permiten encontrar y
(x) y a la constante C.

3. AJUSTE DE LA VELOCIDAD CON
UNA FUNCION EXPONENCIAL

Imhof (2007) demostr6 que la variacion
de velocidad de onda compresional en los
primeros metros bajo la superficie sigue la forma
presentada en Tabla 1, para la mayoria de los
suelos. Esta agrupacion de datos se puede ajustar
mediante una funcién exponencial del tipo:

V,(y) = a-be-w (5)

Para la construccion de la Figura 2 se
dispone de una tabla (y; ,V,(y;)) con i=1,2,3..n
obtenida experimentalmente (Tabla 1). Se
observa que la funcién V,(y) crece a medida que
aumenta la profundidad hasta un nivel en que
se estabiliza. Este cardcter asintético es descrito
adecuadamente por la funcién exponencial V, =
a-be- ,donde:

a: Velocidad (mdxima) asintética (para y—0) en
el subsuelo; esto ocurre (aproximadamente) para
profundidades iguales o mayores a 12m: y, = 12m
es la profundidad a partir de la cual se estabiliza
V., . Pudiéndose considerar como constante (en la
escala de estudio). Si se considera que el término
exponencial negativo es despreciable para
argumentos iguales o superiores a 5 (e-5 = 0),
entonces oy, =5

b: es el cambio de velocidad debido a Ila
heterogeneidad, resultando:

a-b: Velocidad (minima) a nivel del piso
a: Coeficiente de atenuacion de la velocidad segtin el
medio (aproximadamente o = 5/y,)

Para el ajuste se determina el error local e; (en
cada valor y;) y el error total de ajuste E:

e;=V,(y,) - V;= (a-bewi-V, 6)

E=E(ei)2=2(a—be"”" -V’ =f(a,b,a)

il i1 @)

Donde (a, b, a) representan las variables de
ajuste. Se buscan aquellas que hacen minimo al
error E, para su determinacion se usa el algoritmo de
Nelder - Mead (Shampine & Reichelt, 1997). Este
es un proceso iterativo que estd implementado en
MatLLAB. Es necesario introducir la expresién de E'y
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los valores iniciales (a©, b©, a®)para que arranque

el proceso iterativo. Los valores usados son 8:

a(0> = Vmax b(O) = Vmax - me a(O) = 5 / yC (8)
Donde el supra indice sefiala la etapa iterativa

(cero para la inicial). Luego de finalizar este

proceso se obtiene el valor éptimo (a, b, a) con el
que se construye V, (y) = a-be-»

4. SOLUCION DE LA ECUACION
DIFERENCIAL CON LA FUNCION
EXPONENCIAL Vv = a-be®

La Ecuacion (1) a resolver es (a-be)
Vde+y'2 = C

Para las ecuaciones diferenciales de
la forma h (y, ¥') = 0 en que falta la variable
independiente x, existen métodos de resolucién
que consisten en la sustitucién de y o y' por una
expresion paramétrica (Elsgoltz, 1969).

Para este caso la sustitucién propuesta es:
(ver solucidn (9)

y'=d.tg(t) por lo que \/d2+y'2 =d/cos(t)
-1 C
(a—be-a,y)=%cos(,) :>y=; ln(%—wcos(t) )

_ﬂ _ Ccos(t)

4.1 Aplicaciondelas Condiciones de Contorno

El pardmetro ¢ € al intervalo [f,, t,],
correspondiendo #, al emisor y ¢, al receptor,
reemplazando en Ecuacién (9) e imponiendo
las condiciones de contorno, se llega a un
sistema de 4 ecuaciones no lineales con 4
incégnitas: (¢, t,, C, C))

Para resolver el sistema (10), se puede aplicar:

El algoritmo iterativo de Newton:
Pasando a notacién vectorial:

u = [u,, iy, us, u)' =15, 1,,C,C,]7
f={f\.f o 500 J(u) =0fi/ ou,

ueth =um + Au n=0,1,2,3,....

Donde Au surge de resolver el sistema lineal en
cada etapa:

J(uw) + A=~ f(u )

Ccos(t)

Yy = = dx=— C dt = x=|dx=- C dt
dx y dzba(%—ﬁcos(t)) dzba(%—ﬁcos(t))
x= ~2a arctan ad+C tan(i) +L +C  t€[ty,4]

a\(ad+C)(ad-C) ad-C  2") ad

-1, a C
=— In(—=—-—cos(t
y=— (b 7 ()

5@,,C.CH=x,+

1 a C
t,,C)=y,+— In(=-—cos(?,) )=0
5H,,C)=y, p (b d (t,))

£¢,C.CH=x,+

1 a C
t,,C)=y +—In(—— t,))=0
fi(1,,C) =y, n(b b cos(t,))

2a arctag ad+ctag(t—”) _ L
aJ(ad+C)ad-C) ad-C " 2") da

©)

-C,=0

2a ad+C 13 t
arctag tag(L)|-—— - C,=0
aJ(ad+C)(ad-C) ad-C °'2") da

(10)
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La eleccién del valor inicial uo condiciona
la convergencia del algoritmo que no siempre
se logra, por ello se ha desarrollado un método
especifico para este caso, sin uso de derivada.

Meétodo sin uso de derivada

Consiste en elegir C en el intervalo
[Crins Crax] que posibilite valores reales (x, y)
siendo C_, = d(a—be-™). M es el miximo entre
v, e y,. Ello surge de (ver ecuacién 11):

Y de la expresion de f, (o de f5), surge: C
<ad=C,,,

Luego se hace C
eligiéndose 0<h<l

Se calcula ¢, y t, de las expresiones f, (#,,C) y
Jult, C):

>\'Cmin+( 1 _)\')Cmax

t,= arcos (da—dbe-»./C)

t,= arcos (da—dbe-»:/C)

Luego seelimina C, entref, y f; haciendo f, (¢,,
C,C)-f5(t,,C,C)=f(t,,t, C)=0reemplazando
en esta tltima ecuacion las expresiones de #,, ¢, y
de C se llega a una expresion sélo funcién de

A:fi)=0
Para el cdlculo de laraiz A , se usa un método
iterativo, estimando 2 valores iniciales:

A4, € iterando segin método de la secante:
-A

A
)'VH =A’n+ _f(A'rH. )L n—1,2...
’ 1 1 f(A’/HI )_f(ﬂ'n)

Calculado 4, se determina C, f,, t;, C,

APLICACION A UN CASO
DETERMINADO:

S.

Datos: (x,,y,) = (0,1) ; (x,,y,) = 33);d = 1.3

d(a—be“"")<

(a—be“”)=%cos(r) => cos(t)= e <

1

67

Los valores de V, segtin Tabla 1

Tabla 1. Velocidades V,, de ondas
compresionales a diferentes profundidades

i [m] Vly;) [m/seg.]

0 290
2 690

4 840
6 900
8 930
940
950

Nota: Basado en Imhof, A. L. (2007).
Caracterizacion de Arenas y Gravas con Ondas
Eldsticas por Tomografia Sismica en Cross-
Hole (Tesis doctoral en Ingenierfa). Universi-
dad Nacional de Cuyo. Mendoza. Argentina.

Ajuste de de

Nelder-Mead

V,.=a—be-»: Algoritmo

Minimo de

E= i(a—be’“*“" -V’ =f(a,b,a)

i=1

Los valores iniciales usados:
a®=950 bHO=660 a©®=5/12

El ajuste arroja los valores
a=947.9536; b=654.9423; a=0.4428
Condiciones de contorno
M=y=3 C,,=10068 C,.=12323 1,=08
Por iteracion (método de la secante) resulta:

A= 0.9066

=C=d(a-be™)=d(a-be ™)=C

min

1D
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Luego se calcula:
C=1027.8630, #,=0.8407, t,= 0.2028, C1=4.7022
La trayectoria del rayo queda (ver 12):

El c6digo MatLab propuesto para el ajuste de
la funcién exponencial es el siguiente:

function E=faminimizar (c)
$E=faminimizar(c) es la funcidén a
minimizar

% c=[Cl C3 C3] =[a b alfa] es
el vector que contiene los valo-
res 1iniciales de los parametros
de ajuste

% DATOS

y=[0 2 4 6 8 10 12]; $%profundidad
V=[290 690 840 900 930 940 950];
% velocidad

Va= c(l)-c(2)*exp(-c(3)*y);% va-
lores ajustados
E=norm(V-Va,1l);%devuelve el error
de minimizacidn

end

Para llamar la rutina se usa:

>>co=[950 660 5/12]; % valores
iniciales Vmax, VVmin, alfa/yc

>>c=fminsearch ('faminimizar
',co); % minimiza a la funciédén
escrita en faminimizar

6. EXTENSION A OTRAS EXPRESIONES
V,=f0)

El método desarrollado es aplicable a nu-
merosas expresiones V, = f (y). S6lo requieren
poder explicitar y de V, (y) Vd 24y'2 = C y lue-
go poder integrar dx , ademds para adaptarse al
ajuste deben tener y"<0, por ejemplo para V,(y)
= \/a+by se obtiene como solucién una cicloide.

x=-6.2982 arctag(3.3247tag(%)) +1.7372¢t + 4.7022

y=—2.25841n(1.4474-1.2074cos(t) )

.z 4 sz
TambiénV (y) = \/a+by conduce a una solucién
adecuada, pero por su caricter asintético la expo-
nencial es la que mejor se adapta.

7. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un método que permite en-
contrar expresiones analiticas para la trayectoria del
rayo curvo en medios verticalmente heterogéneos
y anisétropos. La imposicion de las condiciones de
contorno se logra con un método numérico desarro-
llado para este caso. La aplicacién de este trabajo
se centra en la validacion de modelos numéricos.

Las conclusiones son importantes, ya que cono-
ciendo la ley de variacion de velocidades verticales
en los primeros 12 metros, se calculan las trayecto-
rias y con las mismas los tiempos de arribo de los ra-
yos. Con estos tiempos se pueden construir modelos
de tiempos de primeros arribos tedricos de tomogra-
ffa sismica y compararlos con aquellos reales medi-
dos y desarrollar por ende algoritmos numéricos de
inversién por aproximaciones sucesivas, los que po-
sibilitardn modelar anomalias irregulares de mayor
o menor velocidad a la del medio que las contiene,
insertas en medios heterogéneos y anisétropos, cua-
les son todos en los primeros metros del subsuelo.
Este es el paso siguiente de la investigacion.

Cabe destacar que la presencia de niveles
acuiferos no impide la aplicacién de este método,
puesto que siempre de antemano hay que hacer
una estimacion previa de valores de velocidades
segtin Tabla 1, que luego se ajustaran con el algo-
ritmo numérico propuesto.
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