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Resumen

El problema general de determinar los valores de los parametros de un modelo
dinamico a partir de resultados experimentales, se conoce cominmente como problema
de estimacién de parametros y estd presente en muchas de las facetas del desarrollo
actual de la matematica, la computacién y muchas otras ramas y aplicaciones. La es-
timacién de pardmetros de un modelo matematico, sin embargo, se puede enfocar por
vias muy diversas. Este trabajo tiene como principal objetivo, proponer un enfoque
para la obtencién de soluciones numéricas aproximadas del problema de estimacién
de pardmetros en modelos dindmicos no lineales descritos por sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, con el uso de algoritmos evolutivos como estrategias de op-
timizacién, proponiendo algunos resultados obtenidos en ejemplos ilustrativos, con el
propoésito de mostrar la factibilidad de su uso para la resolucién de dicho problema.

Palabras clave: Estimacion de parametros, modelos dindmicos, algoritmos evolutivos.

Abstract

The global problem to determine the values of some parameters in dynamical
models knowing experimental results is frequently known as Parameters Estimation
Problem and it appears in many areas of sciences. So is clear that there are many ways
to obtain a famuly of parametersvalues that satisfy the satated conditions. This work
shows some experiences in the treatment of this kind of models when the constraints
are ordinary differential equations using evolutive algorithms. Our aim is to show
that another ways can be usefull too to solve this problem with similar facilities and
efficiency.
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1 El problema de estimacién de parametros

El problema de estimacién de pardmetros para sistemas definidos por ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o problema inverso descrito por sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, es ya un problema clédsico y ha sido considerado por varios autores sobre todo en los
dltimos tiempos. Diferentes métodos y puntos de vista han sido propuestos, incluso con-
siderando problemas con estructuras especiales y estrategias y conceptos estadisticos ([1]),
([11]) y ([15]). También han sido disenados nuevos esquemas de integracién numérica con
el objetivo de estudiar y resolver los llamados problemas rigidos descritos por sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias ([5]), ([8]) y ([4]), los que aparecen con mucha frecuencia
en modelos que describen reacciones quimicas y otras areas de las ciencias aplicadas.
Teniendo en cuenta, que el interés esencial de este trabajo es la solucién numérica
del problema de estimacion de parametros en modelos dindmicos definidos por sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, abordado como un problema de optimizacién, el
mismo tiene como objetivo, ademdas de mostrar el problema y su discretizacion, tratar la
adecuacion y validaciéon de los algoritmos evolutivos para la resoluciéon del mismo.

1.1 Planteamiento del problema

Sea el siguiente problema continuo de optimizacién:

minJ(p) = Y Gix(r), =) (1)
i=1

sa.z (t) = Fz(t),pt),te0,T)
z(0) = 2°
0 < <11 <T);i=1,...,s—1

donde: x € ®" 2%dado, p € NP, G; : R* x R® — R, F : [0,T] x R* x R? — R lo que
significa que se estd modelando un proceso dinamico definido por un sistema n-dimensional
de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales dependen de un vector p-dimensional de
parametros desconocidos p.

También se considera un conjunto de datos o mediciones {El,f2, . ,ES} del vector
variable observado y de dimensién n, en diferentes instantes de tiempo {71,72,...,7s} ¥
se desea minimizar J, una suma de funciones residuales.

En trabajos anteriores, en los que se usaron técnicas deterministas ([6]) se present6
la idea de usar esquemas de integracion numérica como restricciones, en lugar de las
ecuaciones diferenciales, transformando el problema continuo en un problema discreto que
puede resolverse de una manera mas sencilla y exigiendo diferenciabilidad para cada una
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de las funciones que intervienen en el modelo. Dicha transformacién depende directamente
del método o sistema de integracién que se utilice.

En este trabajo se formul6 el siguiente problema discreto en el cual, el sistema de
ecuaciones diferenciales es sustituido por un esquema de paso simple:

minJ(p) = Y Gi(z;,7) (2)
=1

v
Tyl = Tm+ Y biKim=0,1,... k-1
i=1
rg = l‘o

Donde las funciones K; representan las férmulas explicitas de Runge-Kutta y las
férmulas de integracién de Rosenbrock y b;, los coeficientes correspondientes al esquema
utilizado. De manera general, las funciones K; pueden ser tomadas de diferentes formas
segun los esquemas de integracién numeérica que se utilicen.

Considerando que la particién de integraciéon debe contener al conjunto de tiempos de
medicién {7y, 79, ..., 7Ts}, de modo que a cada indice de medicién i € {1,2,...,s} corresponde
un indice de integracién , se define cierta correspondencia entre los indices construyendo
un conjunto que contiene los indices de integracion correspondientes a las mediciones, lo
que permite expresar la funcién objetivo G; dependiendo de la funcién caracteristica de
dicho conjunto de indices.

En este trabajo, con el objetivo de abordar el problema que se ha descrito, se procedio
haciendo un tipo de enfoque de “método directo” para la solucién del problema inverso,
tal y como se desarroll6 en ([7]) para resolver el citado problema aproximado, pero se
utilizé una estrategia no deterministica, que se describe a continuacién.

2 Uso de los algoritmos evolutivos

Durante los ultimos afios ha existido un creciente interés en las estrategias de resolucion
de problemas basados en los principios de la evolucién y la herencia. Tales algoritmos
mantienen una poblacion de soluciones factibles, tienen un proceso de seleccién basado en
la bondad o adaptabilidad (fitness) de los individuos y algunos operadores de recombi-
nacién. A este tipo de filosofia de solucién pertenece la clase de las Estrategias Evolutivas,
o sea, algoritmos que imitan los principios de la evolucién natural.

Para un problema dado pueden ser formulados muchos programas evolutivos. Estos
programas pueden ser diferentes en muchos aspectos:

e Estructuras de datos para la representacién de los individuos,
e Operadores genéticos para la transformacién de los individuos,

e Métodos para crear la poblacién inicial,
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e Pardmetros (tamano de la poblacién, probabilidad de aplicacién de los operadores,
etc.).

El propio concepto de programa evolutivo ha evolucionado a lo largo de estos anos,
pasando de los originalmente llamados Algoritmos Genéticos ([9]), a los actuales Algorit-
mos Evolutivos. Todavia hoy dia es frecuente encontrar referencias en las que se diferencia
entre Algoritmo Genético y Algoritmo Evolutivo, en funcion de la estructura de datos uti-
lizada para la representacién de individuos y los operadores de evoluciéon utilizados, aunque
esta diferenciacién tiene un alto porcentaje de subjetividad y carece de criterios estrictos.

Muchos autores plantean que una representacién “natural” de las soluciones factibles
de un problema dado, junto a una familia de operadores genéticos aplicables puede ser
verdaderamente 1til en la aproximacién de soluciones de muchos problemas, y que este
enfoque de modelado natural es una direccién prometedora para la solucién de problemas
en general.

Dada la complejidad que puede tener el problema de estimacion de pardmetros que
en este trabajo se aborda, decidimos tratar su solucién utilizando un Algoritmo Evolutivo
como método de optimizacién.

2.1 Descripcién de las estrategias evolutivas desarrolladas

Los Algoritmos Evolutivos constituyen algoritmos estocédsticos cuyos métodos de busqueda
simulan el proceso evolutivo de una poblacién dada, durante un periodo de tiempo pre-
fijado, modelando fenémenos naturales tales como la herencia genética y la competencia
Darwiniana por la supervivencia dentro de un hébitat determinado. La idea detras de
estos algoritmos es imitar lo que la naturaleza hace, incluyendo los cambios que anade
mediante las mutaciones. (ver entre otros [14]).

El Algoritmo Evolutivo que se presenta en este trabajo siguen paso por paso el cldsico
descrito por los principales autores del tema, denominando poblacion al conjunto de solu-
ciones factibles del problema a resolver que procesa el algoritmo, cromosoma o individuo
a una solucién factible en la poblacién y gen a cada elemento en la sucesién lineal que
constituye el cromosoma.

Para distinguir entre los mejores y los peores individuos de la poblacién usamos una
funcién objetivo o de evaluacion, que desempena el rol de un medio ambiente, incorpo-
rando los requerimientos del problema a resolver y llamamos fitness o adaptabilidad del
cromosoma al valor que retorna la funcién objetivo al ser evaluada en la solucién factible
representada por tal cromosoma.

Un proceso evolutivo sobre la poblacion corresponde a una busqueda multi-direccional
sobre el espacio de soluciones factibles y una iteracion del algoritmo es la generacion
obtenida durante el proceso evolutivo. En cada iteracion las soluciones relativamente
“buenas” se reproducen, mientras que las soluciones relativamente “malas” desaparecen.

En vistas de que nuestro objetivo es minimizar una suma de funciones residuales adop-
tamos el criterio siguiente: La mejor solucion es aquella que tiene asociado el menor valor
de fitness, y la peor, la que corresponde al mayor.

El algoritmo mantiene una poblacién P(t) = {x},z,... 2!} de m cromosomas en
cada iteracién t y z!, i = 1,2,...,m, es cada individuo en ella. Una nueva poblacién
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(iteracién t + 1) se forma por la seleccion de los cromosomas con mejor fitness. Los
individuos seleccionados experimentan transformaciones por la aplicacion de los operadores
genéticos, los cuales denominaremos mutacién y cruzamiento, formando asi individuos
(soluciones factibles) nuevos.

Este Algoritmo Evolutivo, como cualquier evolutivo cldsico, precisa para cada problema
particular los siguientes componentes:

e Una representacién genética para las soluciones factibles del problema.
e Una forma de crear una poblacién inicial de soluciones factibles.
e Una funcién para evaluar el fitness de cada solucién.

e Los operadores genéticos que alteren la composicion de los individuos durante la
reproduccion.

e Los valores de los pardmetros que usa el Algoritmo Genético (tamano de la poblacion,
numero de genes en un cromosoma, probabilidades de aplicacién de los operadores
genéticos, etc.).

e Un criterio de parada del algoritmo.
Hay muchos ejemplos de aplicaciones en los que se asegura que este algoritmo no

converge si no se le incluye una estrategia elitista. Esta estrategia consiste en lo siguiente:

*
“Para cualquier iteracion del algoritmo, se denota por 21" al individuo mejor adaptado
de P(t), definido tal que f(x'*) = min {f(:z:';) i=1,... ,m}. Se consida la poblacidn de
tamano m + 1, de manera que un individuo particular, por ejemplo el primero, siempre

sea '™ de la iteracion anterior, y a este no se le hardn mutaciones ni cruzamientos,

aunque en la iteracion t + 1 podria ser sustituido por otro mejor adaptado”.
Finalmente se propone la siguiente estructura para el algoritmo:

T «— 0
Generar P(0) (Poblacién inicial),

(0F3

Generar 2" y ubicarlo de primero en P(0),

Parat = 1,2,...,Last_Gener —1
1. Hacer cruces entre individuos de P(t), excepto el primero
2. Hacer mutaciones en P(t), excepto el primero,
3. Evaluar f en P(t),
4. Calcular z%*,

5. Ubicar #* como primer individuo de P(t + 1),

6. Seleccionar de P(t) los m individuos restantes para

completar la poblacién P(t + 1).

Nétese que x°* pudiera no ser el individuo con mejor desempefio en P(0).
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2.2 Aplicacién al problema de estimacion de parametros

Para la representacién cromosémica de una solucién factible p de un problema se usa un
arreglo de nimeros reales. Luego, un cromosoma serd un vector de P, donde p es la
dimensién del vector de pardmetros p. Se denota por [a;, b;] el intervalo donde p; toma
valores. Sin pérdida de generalidad se ha asumido que los pardmetros estdn acotados
porque en la mayoria de las aplicaciones se conoce un rango donde dichos parametros
toman valores. Se considera una poblacién de tamano m. Sean p. € (0,1) y p,, € (0,1)
las probabilidades de cruzamiento y mutaciéon de la poblacién respectivamente. Se ha
supuesto ademads, que la poblacién evoluciona en el tiempo hasta obtener un ntumero
suficientemente grande de generaciones (Last_Gener). Entonces, el mejor cromosoma en
la dltima generacion representa una soluciéon éptima.

La poblacién inicial se crea aleatoriamente con una distribucién uniforme en el conjunto
[a1,b1] % [ag, b2] X ...x[ap, by] donde los pardmetros estan definidos. En caso que se conozca
alguna informacion adicional sobre los pardmetros, ésta se tomard en cuenta para crear la
poblacion.

Para medir el fitness de un cromosoma se precisa:

1) Resolver la ecuacién en diferencias del problema.

2) Evaluar la funcién objetivo en la solucién numérica obtenida. Este valor se toma
como fitness del cromosoma.

Para el proceso de seleccion se han utilizado diferentes estrategias clasicas como Ruleta,
donde a cada cromosoma x;,7 = 1,2, ..., m se asocia una porcién ¢; de circulo proporcional
a su fitness, de forma que la suma de todas las partes sea 1. Cada parte ¢; del circulo puede
identificarse con la probabilidad de que el individuo z;,7 = 1,2, ..., m sea seleccionado. Es
evidente que los individuos con mayor fitness tienen mayor probabilidad de seleccién. Sin
embargo, esta estrategia solo es valida para maximizacién de funciones. Este trabajo ofrece
una modificacién de la estrategia anterior, adaptada a nuestro objetivo, minimizacion de
una suma de funciones residuales.

Se construye una ruleta con ranuras de tamano inversamente proporcional a los fitness
usados de la siguiente manera:

e Calcular el valor del fitness para cada cromosoma x;,i = 1,2,...,m, denotado por
f(@5).

m
e Encontrar el fitness total de la poblacién: F' = > f(x;)

i=1
e Calcular la probabilidad de seleccién p; para cada cromosoma xz;,i = 1,2,...,m:

pi = ml—l(l _ f(lu:EZ))

e Calcular una probabilidad acumulativa ¢; para cada cromosoma x;,i = 1,2,...,m:

7
%= > pj
j=1



ALGORITMOS EVOLUTIVOS EN PROBLEMAS DE ESTIMACION DE PARAMETROS 145

Durante el proceso de seleccién la ruleta se hace girar m veces. Cada vez se selecciona
solo un cromosoma para la nueva poblacién de la siguiente forma:

e Generar un nimero aleatorio r con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

e Sir < g, seleccionar el cromosoma x1; en caso contrario, seleccionar el cromosoma
z;,t=2,...,m de modo que ¢;_1 <7 < g;.

Otro operador utilizado fue el Torneo, poniendo a competir (en la evaluacién de su
fitness) dos individuos de la poblacién aleatoriamente y seleccionando el mejor. Este
operador garantiza dos copias del mejor individuo y la desaparicién del peor.

Una vez realizada la seleccién, se aplican los operadores de mutacion y cruzamiento a
los individuos de la nueva poblacion. Otros pardametros del algoritmo son la probabilidad
de cruzamiento p., que representa el nimero esperado de cromosomas a cruzarse, mp. y
la probabilidad de mutacion py,, que establece el gen que serd mutado en cada cromosoma.

La herramienta computacional que se propone permite el uso de diferentes operadores
de cruzamiento como Cruce por un punto, Cruce promedio y Cruce lineal y da la posibili-
dad de realizar Mutacién Aleatoria, en la que para la posicion del gen que va a mutar en
cada cromosoma, se genera un numero aleatorio u con distribucién uniforme en el intervalo
de definicién del gen y se reemplaza el valor del gen p; por u.

3 El toolbox GAPEST

El algoritmo que este trabajo propone para la resoluciéon numérica del problema fue im-
plementado sobre Matlab, Version 6.0.0.88 Release 12.

La resoluciéon numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, fue hecha
con la ayuda de los c6digos odedb, Mark W. Reichelt and Lawrence F. Shampine, 6-14-94,
Copyright 1984-2000 The MathWorks, Inc. Revision: 5.68, Date: 2000/08/01 20:57:29;
y ode23s, Mark W. Reichelt and Lawrence F. Shampine, 3-22-94, Copyright 1984-2000
The MathWorks, Inc. Revision: 1.69, Date: 2000/06/02 00:11:24. El cédigo ode45 es una
implementacién de las férmulas de Dormand-Prince de 6rdenes 5-4, y el cdédigo ode23s,
una implementacién de las Nuevas Férmulas Modificadas de Rosenbrock de érdenes 2-3.

En todos los experimentos:

e La poblacién inicial se cre6 aleatoriamente con una distribuciéon uniforme en el con-
junto de definicién de los pardmetros.

e Se utilizaron los operadores genéticos descritos, combinados de todas las formas
posibles.

e El criterio de parada utilizado fue el nimero maximo de generaciones deseado por
el usuario.

e Se utilizé funcién objetivo minimo-cuadrado con pesos, para penalizar las variables
deseadas, cuando se requiera.
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3.1 Resultados experimentales

Para analizar los resultados del algoritmo propuesto, se consideraron numerosos ejemplos,
aunque en esta seccién sélo se muestran los resultados obtenidos con algunos de los maés
ilustrativos.

Ejemplo 1

1 6

7y = (2w 3pa)en + g — p2)az,21(0) = 1
1 1

th= 5l ) 5 G+ )2 2(0) = 0

donde w1 y po son los pardmetros del modelo.
Se conoce la solucién analitica y el valor del 6ptimo g = 0.0017 y pug = —100.

Parametros del Algoritmo Evolutivo:

Tamano de la poblacién Ntimero maximo de generaciones
80 500
Probabilidad de cruzamiento Probabilidad de mutacién
0.5 0.005

Tipo de Seleccion: Torneo. Tipo de cruzamiento: Cruce Lineal.
Tipo de mutacién: Mutacion Aleatoria.

Funcién objetivo:

Mejores valores estimados de los pardmetros:

1 2 fitness
0.00170048 —99.86164194 0.00013

Las figuras 1(a) y 1(b) muestran la evolucién de los pardmetros 11 y uo, observandose
la buena adaptacién del algoritmo y las figuras 2(a) y 2(b), una superposicién de las
variables de estado, estimadas (representadas con lineas discontinuas) y los datos (linea
continua), contra el tiempo, mostrandose la buena aproximacién a los datos.
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Figura 1: (a) Gréfica de evolucion de p;. (b) Gréfica de evolucién de ps.
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Figura 2: (a) Grafica de x; y tiempo. (b) Gréfica de x2 y tiempo.

Ejemplo 2
Ty = mar +w2,21(0) =1
999
, — J—
Ty = piaw2,72(0) = 0

donde p1 v pe son los pardmetros del modelo.

Se conoce la solucién analitica y el valor del 6ptimo pu; = —100 y pe = —0.1.

Los Pardmetros del Algoritmo Evolutivo coinciden con los del ejemplo anterior, asi
como los operadores, excepto la funcién objetivo, que este caso fue

J = |z —T

Mejores valores estimados de los parametros:
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1 %) fitness
—100.0000000 —0.0999996 0.0000009

Al igual que en el ejemplo 1, las figuras 3(a) y 3(b), muestran la evolucién de los

pardametros py y pe, observandose la buena adaptacién del algoritmo y las figuras 4(a)
y 4(b), una superposicién de las variables de estado, estimadas (representadas con lineas
discontinuas) y los datos (linea continua), contra el tiempo, mostrandose la buena aprox-
imacién a los datos.

a1

02F
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04 H

|
. J . 05

06 H

07 H

r . L 08 I L
1WU &0 100 150 0 50 100 150

Figura 3: (a) Gréfica de evolucién de pp. (b) Gréfica de evolucién de pus.
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Figura 4: (a) Gréfica de 1 y tiempo. (b) Grafica de z9 y tiempo.

Conclusiones y trabajos perspectivos

e Por su caracteristica heuristica, los algoritmos evolutivos brindan enormes posibili-
dades en el tratamiento de este tipo de problemas, particularmente cuando surgen
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de modelar fenémenos de las ciencias aplicadas, en las que muchas veces los métodos
tradicionales no se comportan eficientemente, esencialmente por la no convergencia
al éptimo.

e En los resultados numéricos que se muestran en los ejemplos seleccionados, se da
una clara idea del “buen” comportamiento de la estrategia evolutiva, ya que para el
ejemplo 1, las estimaciones de los parametros que muestra la tabla se obtuvieron en
la generacion 93, aunque un error del orden de 10-4 se obtuvo desde la generacion
56, lo que demuestra la rapida convergencia de nuestro algoritmo a una solucién
aceptada. De forma similar, en el ejemplo 2, las estimaciones tabuladas se obtuvieron
en la generacién 69, pero un error aceptable, del orden de 10-7 aparece desde la
generacion 54. Otras simulaciones con juegos diferentes de operadores no reportaron
estimaciones mejores de los parametros.

e Seria interesante hacer un estudio més profundo de los resultados obtenidos, a par-
tir de diferentes valores para los pardmetros del algoritmo evolutivo (tamario de la
poblacién, nimero maximo de generaciones, probabilidades de cruzamiento y mu-
tacién de la poblacién), que permita arribar a conclusiones certeras sobre cudles son
los valores mas apropiados de los pardmetro del algoritmo que deben tomarse para
obtener determinada calidad en las estimaciones.

e Comparar los resultados obtenidos utilizando los algoritmos evolutivos para los ejem-
plos tipo generados, con los obtenidos usando estrategias deterministas de opti-
mizacién, o métodos clasicos, como los quasinewtons.

Referencias

[1] Bard, J. (1974) Non linear Parameter Estimation. Academic Press Inc.

[2] Butcher, J.C.(1987) The Numerical Analysis of Ordinary Differential Equations. John
Wiley, New York.

[3] Dennis, J.E.; Schnabel, R.B. (1983) Numerical Methods for Unconstrained Optimiza-
tion and Non Linear Equations. Prentice-Hall Series in Computational Mathematics,
New Jersey.

[4] Enright, W.H.(1976) “Second derivate multi-step methods for Stiff Ordinary Diffe-
rential Equations”, Numerical Analysis 2(2).

[5] Gear, W.C.(1971) Numerical Initial Value Problems in ODE. Prentice-Hall, New Jer-
sey.

[6] Gémez, J.A.; Marrero, A. (2000) “Computing gradients of inverse problems in ODE
models”, Revista de Investigacion Operativa, ALIO 9(1,2,3): 179-206.

[7] Gémez, J.A & Marrero, A. (2000) “Convergence of discrete approximations of inverse
problems in ODE models”, Revista Investigacion Operativa, ALIO 9(1,2,3): 207-224.



150

8]

A. MARRERO — L.M. PEDROSO — J. BARRIOS Rev.Mate. Teor. Aplic. (2006) 13(2)

Hairer, E.; Warnner, G.; Norsett, S.P. (1996) Solving Ordinary Differential Equations
1, II. Springer-Verlag, New York.

Holland, J. (1975) Adaptation in Natural and Artificial Systems. Univ. of Michigan
Press, Ann Arbor.

Iserles, A. (1996) “A First Course in the Numerical Analysis of Differential Equa-
tions”, D.G. Crighton, Univ. of Cambridge.

Jacquez, J.; Greif, P. (1985) “Numerical parameter identifiability and estimability
and optimal sampling design”, Math. Biosciences 77.

Luenberger, D.E. (1984) Linear and non linear Programming, Second Edition.
Addison-Wesley, Massachusetts.

Marrero, A. (2000) Un Enfoque para la Solucién Numérica del Problema de FEsti-
macion de Pardmetros en Modelos Definidos por Sistemas de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias. Tesis Doctoral, Fac. de Mat. Comput, Universidad de La Habana.

Michalewicz, Z.( 1992) Genetic Algorithms + Data Structures = Evolution Programs.
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg.

Mitsui, T. (1980) “The initial value adjusting method for problems of the least square
type of ODE”, Publ. RIMS, University of Kyoto, 16.

Ngrsett, S.P.; Wolfbrandt, A. (1979) “Order conditions for Rosenbrock types me-
thods”, Numer.Math 32.

Shampine, L.F.; Reichelt, M.W. (1997) “The Matlab ODE suite”, SIAM J. Sci.
Comput, 18(1).

Zedan, H. (1989) “A variable order/variable —stepsize Rosenbrock-type algorithm for
solving stiff systems of ODE’s”, Tech. Report YCS114, Dept. Comp. Sci., Univ. of
York, England.



