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Resumen

Estudiamos la ecuacién de Hill con condiciones generales de frontera y potencial ruido
blanco. En [3] los autores resuelven el problema con condiciones de Dirichlet, dejando
el caso general sin resolver. El problema reviste importancia tanto desde un punto de
vista tedrico como aplicado, dado el rango de aplicaciones del tema. Siguiendo a [6],
hacemos una descripcién del movimiento browniano estandar y sus propiedades bésicas,
para luego introducir la ecuacién que serd nuestro objeto de estudio. Posteriormente
hacemos el estudio del comportamiento asintético de los valores propios.

Palabras clave: Operador de Hill, condiciones de frontera, movimiento Browniano, valores
propios.

Abstract

We study Hill’s equation with general boundary conditions and white noise potential.
In [3] they solve the problem with Dirichlet conditions, leaving the general case unresolved.
The problem is important both from the theoretical and the applied point of view, given
the range of applications of the subject. Following [6], we give a description of the
standard brownian motion process, and mention some of its basic properties. We then
introduce the equation to be studied, the remaining of the work being devoted to the
analysis of the asymptotic of eigenvalues.
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1 Preliminares

Presentamos en esta seccién, las herramientas bésicas que nos permitiran establecer con
claridad el problema central del trabajo. Comenzamos con la definicién del movimiento
browniano estandar.

1.1 Movimiento Browniano

Un movimiento browniano estandar, es un proceso estocéstico (b;);>0 con caminos continuos,
tal que P[bg = 0] =1, y tal que los incrementos

b(t1) = b(to), - - -, b(tn) — b(tn—1)

son variables independientes y normalmente distribuidas (para t, > t,—1 > -+ > tg = 0),
con media 0 y varianza t; —t;_1. Notese que, por la independencia de los incrementos se tiene

E[b(t)b(s)] = min (¢, s) .

Un movimiento browniano estandar, se puede definir también como una familia gaussiana
(bt)t>0, con caminos continuos, tal que P[bg = 0] =1, Eb; =0, y

cov(b(t),b(s)) = min(t,s), Vt,s > 0.

El cambio de variables y; = x; — x;_1 permite obtener las distribuciones finito - dimen-
sionales
—(zi—wi—1)%/2(t;—ti—1)

by, € A1, ..., by, € A / / d;,
[t1 1 Tk k A AkH 27T(t —tz 1)

para 0 =ty <ty -- < ty, A1,..., A, € Br, 0 = 0'. En particular, para t > s se tiene

—(y x) /2(t— s) —:(:2/25
Pb(t) € A,b(s) € B] = / s,

7(t —s)
para todo B € Bg, y por lo tanto

o—(—)2/2(t—s)
Pb(t) € Alb(s) =] = | S —dy= / p(t — 83, y)dy,
A A

27(t — s)
donde identificamos la densidad de transicién browniana estandar

1 —w-222r
2T

p(riz,y) =

!Aqui Bg denota la o-dlgebra de Borelianos de R.
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1.1.1 Propiedades basicas

A continuaciéon enunciaremos una serie de propiedades del movimiento browniano, que nos
seran de gran utilidad en el presente trabajo.

Lema 1.1 (Propiedad de Markov) Dado un movimiento browniano b(t) y dado s > 0, el
proceso (Xi)i>o definido por X; = b(t + s) — b(s), es también un movimiento browniano, el
cual es independiente de Fy = o(b(1) : 7 < s).

Lema 1.2 b%(t) —t es una martingala.

1.1.2 Desigualdades con martingalas

En el desarrollo del presente trabajo, necesitaremos las siguientes desigualdades sobre mar-
tingalas, cuyas demostraciones pueden ser halladas en la literatura.
Si (X¢),~( es una submartingala con caminos continuos, entonces para A > 0, T > 0, se tiene

P [max X > )\] <A 'EXT.
0<t<T

En particular, si (X;),~, es una martingala y p > 1, entonces aplicando lo anterior a la
submartingala (|X¢[?);>¢, y se tiene

> < \7P P,
P | g 1301 2 A| < X 71X 1)

El lector puede consultar [2], [8], [9] y [12] para las demostraciones.

1.1.3 Otras propiedades
Para las demostraciones de las propiedades siguientes, puede consultarse [2], [8], [9] v [12].

1. El movimiento browniano satisface la ley fuerte de grandes nimeros:

b(®)

n — 0, cuando t — oo, casi seguramente.

2. Dado un movimiento browniano b(t), los procesos X; = cb(t/c?) y Y; = tb(1/t) son
también movimientos brownianos. Para probar esto basta con observar que
E [X; X;] = E[Y;Y;] = min(t, s).

En el segundo caso la continuidad en el origen no es evidente, pero es consecuencia de
la propiedad 1.

3. El proceso —b(t) : t > 0 es un browniano.
4. Los caminos brownianos son derivables en ningiin punto. En otras palabras,

P [b: b es derivable en al menos un ¢t > 0] = 0.
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5. (Ley del logaritmo iterado) El movimiento browniano satisface

P |limsup & =1| =P [lim sup bt)

B SV —
t—0t /2tlnln% t—oo V2tInlnt

6. (Médulo de continuidad de Lévy) El movimiento browniano satisface

P |lim sup le =1

=0 —to|=t [t ln%
En particular, si
H, = {b: b es Holder continua con pardmetro o},

entonces
1 sia<

P(H“):{o sia>

N[ —00] =

1.2 Ruido blanco

Aunque el movimiento Browniano es derivable en ninguna parte, se podria pensar en un
proceso generalizado ¢ (t), t > 0, cuyos caminos sean las derivadas (en un sentido formal) de
los caminos del movimiento browniano. En este sentido el proceso ¢ () serfa un ruido blanco
si posee las distribuciones finito-dimensionales

" o—ha;/2
P \2m/h

con hn = 1.

Debido a que los caminos del movimiento browniano son Hoélder-continuos de parametro
menor que %, los caminos del ruido blanco son elementos de espacios de Sobolev H€, con
e < —%. La construccién rigurosa se puede realizar, pero no es uno de los objetivos de este
trabajo. De hecho, el dnico punto en que requerimos el ruido blanco es en el planteo de de
la ecuacion de Hill. Via integracién formal por partes, esta ecuacién se interpreta facilmente
usando el movimiento browniano estandar, y su tratamiento posterior no requiere mencion
alguna del ruido blanco como proceso.

Ahora, formalmente si se requiere que el ruido blanco sea periddico, es decir, que g (z + 1)
q (z), deberd tenerse

b(z+1)—0b(1) =b(x),

asi que debemos condicionar el movimiento browniano para que cumpla esta condicién. La
manera mas facil de lograr esto es tomar un movimiento browniano esténdar en [0, 1], y luego
extenderlo en forma recursiva mediante

b(z)=b(1)+b(x+1), x>1.

Otra manera de lograr esto es via distribuciones finito-dimensionales.
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2 Planteamiento del problema

Como hemos mencionado, nuestro objetivo es el estudio de los valores propios de la ecuacién
de Hill

~y" +qy =y, (2)
donde el potencial ¢ es ruido blanco. Una solucion de esta ecuacion es una funcién ¢ de clase
C! que satisface la versién integral

@)+ (0 + /0 " (t)db(t) = A /0 " p(tdt,

donde b es el correspondiente movimiento browniano en (2, B, P), y la integral de la izquierda
se define como

o()b(x) — /0 “b(t)g (.

Se considera el problema de valores de frontera:

¥ +aqy =Ny
(3)
y(0)=hy(0), ¥’ (1) =—Hy(1).
Para el andlisis que realizaremos, es importante considerar la solucién ¢ = ¢ (x,\) del
problema:

-y +qy=X\y
(4)

la cual satisface:

T sen VA (z —t)
—\/X q

con g (x) = % sen v/ Az + cos v Az. Si denotamos
T sen vV (z —t)
Ry (z :/ VA g () e (t) dt,
o) = [ =00 )

se tiene ¢ () = ¢y () + Ro (z), y entonces, como en [3] se obtiene

o) = pola)+ /Omm%qm (o (1) + Ro (0] dt

so(sv):soo(:v)Jr/O

= ¢ () +¢1(z) + Ry (2),

o1 (r) = /0 ' M#qm oo (£) dt

donde

Rie) = [ M#qa) Ry (8) .
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Iterando este proceso se obtiene

¢ () =g (T) + 1 () + ... + 9, () + By (2),

donde ¢,, (x) se define inductivamente por:

s (&) = /O ’ %q (t) o (1) dt.

y de la misma manera

Rupi @)= [ %q (t) R (8) .

En adelante denotaremos

_ sen VA (z —t)

= 785)‘(%0—008 T —
A Cy (z,t) = =cos VA (z —t).

S)\ (l‘,t) o

Se tiene entonces .
Gori @)= [ S @0t ) dr
y es facil verificar que

s (2) = /0 " Co (1) (1) o (1) d,

dado que Sy (z,z) = 0. Integrando formalmente por partes se obtiene

o (1) = /O " S (1) o (1) db (1)

= [[1es @000 - Sa w01, 0] 00 .

y similarmente

oy () = /0 "0y (@) o (£)db (1)

@ (6)
= son(x)b(w)—/o [AS (@,8) ¢, (1) + Cx (2, 1) 7, (1)] b (t) dt.

Si se denota ¢ = |b| = nax |b(t)|, se obtiene que, para \ real,

fous @l < [ (lon 01+ = Jeh 0]

i @] < [ (VRlon 0+ |64 (0] de+ clin ()]
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asi que

Sl @l e [ (o @1+ I loh 0] @+ S len o))

Para manipular mejor estas desigualdades, definamos

fn(2) = | ()],

Lo anterior nos dice entonces que

0< fule) Sc/:<fn<t>+gn<t>>dt

gn () = %m (2)].

Oégn(l’)SC/Ox(fn(t)Jrgn(t))dtJrifn(fﬂ),

donde i = /. Entonces se satisfacen las condiciones del Lema 2 de [3], gracias al cual se
obtiene, para u > 2cy x € [0, 1],

Zh ) < 2% |ho (z)],

o0
donde h,, = max (fn,gn). Esto demuestra en particular que la serie »_ ¢, (x) converge
n=0

o0
uniformemente en [0, 1], lo mismo que > ¢} (z). Denotemos ¢ () = > ¢, (x).

n=0
Ahora, dado que

n n—1

Yoo = polx )+Z<Pk+1()

_ +z/ (O (1) 0 (£) — S (2, £) ), ()] b (2) dt
= 900( )+

n—1
/(C,\a;tngk S,\a:thp > ;
0 k=0

por convergencia uniforme se obtiene

@ =@+ [ [Cre) o) = Sum) ¢ O] b(e)
y por lo tanto ¢ (x) es la solucién del problema (4).

o

Teorema 1 Para A\ > 4|b|*, la serie . ¢, (x) definida anteriormente, converge a una
n=0

solucion ¢ del problema (4). Mas especificamente, ¢ satisface:

{ —¢" +qp =g

0 (0) =1, ¢'(0) = h.

Ademds, la convergencia de > o, (x) y > ¢, (z) es uniforme en [0,1].
n=0 n=0
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2.1 Comportamiento asintético de los valores propios
El Lema 2 de [3] también proporciona una cota para el error R, (x); en efecto, tomando ahora
1

se obtiene

o

X X 64‘b| max X l ! X .
T @l< 3 < <|<,on+1< )5 et >\>

Corolario 1 FEl resto R,, satisface:

R, ()] < 2¢""I max <|90n+1 ()], % € (:c>\)

/ 1 /
‘Rn (3:)‘ < 2,ue4\b| max <|<pn+1 (3:)‘ , ; |<,0n+1 (:E)‘) .

Como veremos més adelante, se obtienen entonces cotas para ¢, 1 () y %cp; 41 (z) del

mismo orden, lo que determina el orden de R, (x). El resto del trabajo, lo dedicaremos a
demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2 (Teorema principal) La sucesion de valores propios del problema (3) tiene el
siguiente desarrollo asintético:

1
An:n2w2+2h—|—2H+b(1)—%/ b2 (t)dt + O (n~ ).
0

3 Demostracion del teorema principal

Colocando p = v/, con las notaciones introducidas arriba, se tiene que

o1 (@) = /0 " (O (@) 0 (1) — S (1) ol (1)] b (1) it

:h/ <cos,u(a:—t) ser;,ut — SGH,UL:E—t) cos,ut> b(t)dt
0

—I—/ (cosp (x — t) cos ut +sen p (x — t) sen ut) b (t) dt
0

h [* x
=2 [Msentutzt—anoyae+ [eosiu (2t - o o) a

= % Im (eI (z)) + Re (e~ I; (z))
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donde [} = fom b(t) e?tdt. En [3] se demuestra que para casi todo camino browniano se tiene

| (z)] < 2,u_% (log ,u)% , cuando p T oo.

Por lo tanto, si ademds p > |h|, se deuce que

=

oy (@) < V2L (2)] < 3p77 (log p)

Por otra parte, de (6) se sigue que

h x
o) = (; sen pux + cos ,u:z:> b(x)— h/o cos pux (2t — x) b (t) dt

+,u/ senp (2t — ) b (t) dt
0

= —hRe (eI (z)) + pIm (e~ 1 (x)) + <% sen v/ Az + cos um) b(t),

asi que

A
&
A

V2|1 (z)] + (L%‘ + %) 1b|

< 3u_% (log ,u)% , cuando pu T oo.

De lo anterior, y el corolario al Teorema 2, se obtiene

p(x) = o (r)+ Ro()

h
= —senpur + cos ux + O (/f%Jr)
L

= cosuxr+ O <,u_%+> ,

en donde f (z) = O (n®") significa que f (z) = O (n®*¢), para todo £ > 0, y andlogamente
para O (n®~). Ademds se tiene

¢ (x) = —psen ux + O (Iu—%+>

Para que X sea valor propio, se necesita

¢ (1) =—-Hep(1),

de donde debemos tener

' (1) = —psenp+ O (M%Jr) =—Hcospu+O (M_%JF) )
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Esto nos permite concluir que

senpu = O (,u_%Jr) , cuando p T oo.

(7)

Por lo tanto, la sucesién de valores propios (),) viene dada asintéticamente por A, = u2,

donde p,, = nmw+ €y, con €, — 0. De (7) se sigue que

senan:&?n—i-O(Ei):O( } >7

nz-

y entonces
en =0 <n_%+) .
Tenemos entonces que
p(x) = @@+ (x)+...=¢ () + Ro (),

donde el orden de Ry estda determinado por el orden de ¢;.
Ahora

h X x
cpl(x):;/o sen,u(2t—a:)b(t)dt+/0 cosp (2t —x) b(t)dt

@ (x) = % sen (puz) + cos (ux) .

Nuevamente, como ¢’ (1) = —Hp (1), tenemos que,
w0 (1) + @1 (1) = —H [ipg (1) + 1 (1) + O (™)
donde
0o (1) = hcosp — psenp

= hcos(nm+¢e,) — (nm+e,)sen (nmw +ey)

= (=1)"[hcose, — (nT+€,) seney,]
_ [h(1+0(ai)) (14 22) <an—§+o(g

3
nme;,

= (-1)" [h—mrsn—l— +0 (n‘”)]

Por otra parte,

e (1) = —h/ox cos [(nm +e,) (2t — 1)] b (t) dt +

nm+ep

sen (nm + &,) b (1)

(11)

+ (n+en) /0 sen [(n7 + en) (2 — 1)] b () di + cos (n7 + &) b (1)
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Obsérvese que, por el Corolario 1 de [3], se obtiene que

/1 cos [(nm +e,) (2t = 1)]b(t)dt = O (n~ '), (12)
0
también )
o sen (nw+¢e,)b(1) =0 (n_1+) (13)
y
cos (nm+e,) b (1) = (=1)"b(1) + O (n ). (14)

Aplicando los Lemas 3-4 y el Corolario 1 de [3], y después de algunas simplificaciones se llega
a

1
I, =(nm+ep) / sen [2mnt — nw + e, (26 — 1)]b(t) dt
0
=(-1)" {er nwen Xp + 2nme, X } + 0O (n™)

1
donde I, = (nm +&y) / sen ((nm+e,) (2t —1))b(t)dt, y
0

Yn—/ sen (2wnt) b (t) dt, Xn—/ cos (2mnt) b (t) dt

/ t cos (2mnt) b (t) dt.
En resumen se tiene que
Iy = (—1)" [my — nmen Xy + 2nme, n] +0 (n~1) (15)
y finalmente de (12), (13), (14) y (15) se llega a
o) (1) = (=1)" [b (1) + naY, — nwe, X, + 2nwe, X, + O (n‘“’)} .

Por lo tanto

P (1) =y (1) +¢1 (1) +0(n"F)

3

ey +b(1) +nnY, — mrz—:an]

=(-1)" [h — nmwe, +

+ (=" {271775”)2” +0 (n_”)} :

y en particular
¢ (1) = (-1)" [h — nme, + O (n°7)].
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Por otra parte, de (9) se tiene

h
©o (1) = —senpu+ cosp
i

h (nm + €p) + cos (nm + &y,)
= sen (nm cos (nm
nm+ &, " "

h
=(-1)" (mr—i—s sen &y, +cosan>
n

= (D" [1+0 ()],

y de (8) obtenemos también

h 1 1
(pl(l):;/o sen,u(2t—1)b(t)dt+/0 cosp (2t —1)b(t)dt

h 1
_mﬁgn/o sen (n7 4+ ) (26 — 1) b (¢) dt

—I-/O cos (nm+ey,) (2t —1)b(t)d

=0 (n‘”) )
Ademas,
(1) =(-1)"+0 (n"") ylacondicién ¢'(1)=—Hep(1)
nos lleva a
(—1)" [nmen + 0 (n%)] = (—1)" + 0 (n*),
estoes g, =0 (n_H) )
Obsérvese ahora que

o) = | ’ m"ﬁtﬂwl (1) q (1) di

- [ [cosmx ~ e (0= 20 b ar

y por lo tanto

o () = /0 [ psenp(z — t) oy (1) — cos  (z — £) & (O] b (1) dt + oy () b (x)

1
(1) = /0 [sen s (t — 1)y (1) — cosu (t — 1) @, (0] b (t) dt + oy (1) (1) o

—A-B+C,
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donde hemos colocado

1 1
A= [ lusenge(t =D )b @t B= [ feosult— g (0] b0)de
0 0

y C=¢ (1)),
Antes de proceder a estimar A, B y C, primero note que

o (z) = — 1 /Oxsen((mr+sn)(2t—:1:))b(t)dt

nm—+ ep
xr

—1—/0 cos ((nm +ep) (2t —x)) b (t)dt

h
= I + Is.
nm—+ &y L

o7

(17)

(18)

Dado que la primera integral de la derecha es de orden O (n‘“’) , Nos concentramos en

estimar el orden de la segunda integral:
I, = / cos (nm+ep) (2t — ) b(t)dt
0
= / cos (2t (nm +€y,)) cos (z (nm 4 €,)) b (t) dt
0 €T
+ / sen (2t (nm + &y,)) sen (z (nm + €,)) b (t) dt
0

= A1 + As.

Ahora, observe que

A= /Ox cos (2t (nm +€y,)) cos (z (nm 4 €,)) b (t) dt

= cos ((nm +ep) x) /090 cos 2t (nm +€,,) b (t) dt

= cos ((nm +ep) x) /Ox [cos (2mnt) cos (2e,t) — sen (27nt) sen (2e,t)] b (t) dt

Note que

/0 " cos (2mnt) cos (2ent) b (1) dt — /0 " cos (2mnt) <1+0 <%>>

xT

b(t
:/ cos (27nt) b (1) dt+0<i>

0 n?
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y entonces se sigue que

Ay = cos((nm +¢ep) x) [/Ox cos (2mnt) b (t) dt — 2e, /Ox tsen (2mnt) b (t) dt
+0 <%> .

Calculos similares demuestran que

Ay =sen((nm+ep,)x) /090 sen (2mnt) b (t) dt+

ensen ((nm+e,) x) /01‘ tcos (2mnt) b (t) dt + O (n_2+) .

Usando el Corolario 1 de [3] es facil ver que A; = O(n_H), y similarmente que
A =0 (n‘“’) , por lo que se obtiene que Iy = O (n‘“’), y andlogamente se sigue que
I =0 (n™'"), y entonces

p1(x) = O(n=2*) +cos((nm+ep) x) /090 cos (2mnt) b (t) dt
—2ey, cos ((nm+ep) x) /x tsen (27nt) b (t) dt
0

+sen ((nm + €,) ) /Ox sen (2mnt) b (t) dt

+epsen ((nm + ep) x) /Om tcos (2mnt) b (t) dt

= O (n %) 4 cos ((nm + &,) ) U + sen ((nm + &,) x) Qa,

en donde hemos colocado
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Regresando a (17), y luego de algunas simplificaciones, se sigue que

1
A :/0 pwsen p (t—1) ¢y (t) b(t)dt

1
=(-1)"nrm {/0 sen (nmt + &y, (t — 1)) [cos (nm 4+ €,,) ) Q1] b (t) dt}

+(—1)"n7r{/1

; [sen (nwt + &, (t — 1)) sen ((nm + €,) t) Q2] b (1) dt}
+0 (n™11)

—_1\" sl
- /0 b (u) du+ O (')

en donde se ha utilizado el hecho que

1 1
%/0 Y, ()b(t)dt = %/0 [—% cos (2mnt) + O (n™21) | b(t) dt

1
 4mn

/1 b2 (t) cos (2mnt) dt + O (n_2+) (19)
0

=0 (n™2%)

por Borel-Cantelli y desigualdades de martingalas. Ademas,
¢
Y, (t) = / b(s)sen (2mns) ds
0

= 1 tCOS m™s S) — COS ™™ 20
[/0 (27ns) db (s) — b () cos (2mnt) (20)

21

_ _% cos (2mnt) + O (n27)

asi que,

t b2 (u)

cos? (2mnu) du + O (n_2+)

/Ot b(u)cos (2mnu) Y, (u)du = — /0

2mn
(21)

_ t2u u =2+

— 5 | P o).

41n
De manera completamente analoga se tiene que

/ b (u)sen (2mnu) X, (u) du = éhrin b* (u) du+ O (n21).
0 0
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Por su parte
1
B= / feos 1 (t — 1) 0} (6)] b (¢) dt
0

en donde luego de unos calculos se concluye que

o (x) = —h/om cos ((nmey) (2t — x)) b (t) dt + sen (nm + &,) b (x)

nmep
+ /90 (nm+ ey,) sen ((nmey,) (2t — ) b(t) dt + cos ((nm + ep,) ) b (x)
0
= nrY, (z) cos (nrx) — nw X, (z)sen (nrz) + b (x) cos (nrz) + O (1)

y por lo tanto
1
B — / leos 1 (t — 1) &, (8)] b(t) dt
0

1
= /0 cos [(nm + &,) (t — 1)] [n7Y,, (t) cos (nnt) — nw X, (t) sen (nnt)]

xb(t)dt + /01 cos [(n7 + &,) (t — 1)] [b(t) cos (nmt)] b () dt + O (n~ ')

1
= /0 cos [nm (t — 1)] [nY,, (t) cos (nmt) — nnw X, (t)sen (nwt)] b () dt
1
+/ cos [n (t — 1)] [b(t) cos (nmt)] b (t) dt + O (n~'T)
0
1 1
=(-1)" nw¥y, (t) cos® (nm — | nwX, (t)sen (nw
— (0" | [ nava 0 ) 1) [ n @sen (o)

X cos (nmt) b (t) dt +/ b (t) cos? (nmt) + O (n_1+)} .
0

Intentaremos ahora hallar una expresién mas simple para B. Sean:
1
By = / nwYy, (t) cos? (nmt) b (t) dt
0
1
By = mr/ X, (t) sen (nmt) cos (nmt) b (t) dt
0

Bs = /01 b? (t) cos? (nrt) dt
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Entonces por (20) y

por su parte

y finalmente,

B3

Luego,

B

B2

1
/ b? (t) cos? (nrt) d
0

(21) se tienen las siguientes estimaciones:

/1 nwY;, (t) cos? (nt) b (t) dt
0

nm 1 nm 1

— | Y, ()b(t)dt — — | Y, (t)cos(2mnt)b(t)dt
2 J 2

"2_”.0(71—“)—7[_1 / b (t)dt + O (n~*F)

4mn 0

1
1/ b*(t)dt + O ('),
8 Jo

nm /1 Xy, (t) sen (nwt) cos (nmt) b (t) dt
0

nm (1
7/0 Xy, (t)sen (2nmt) b (t)

nw [L[02(t) 2 1+
) [ 5, Sel (27mt)] dt+0 (n~'7)

nmw 1
2.2mn -2 /0 b (t) [L — cos (4mnt)] dt + O (n~ ')
é /1 b? (t)dt+O (n—1+)

0

l\’)l»i

1
/ b2 (t)dt + = / b? (t) cos (2mnt) dt
0 0

NI)—t

1
/b2 t)dt+0 (n°").
0

B = (-1)" (8 — By + B3)

12 (e 2 -1 e 2
g/o b (t)dt—g/o b (t)dt + O (n +)+§/0 b (t)dt]

61
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Por tltimo, tenemos que C' = ¢; (1)b(1) = O (n~"), de donde se obtiene por (16) que

oh(1) =A-—B+C

:#/1# (u) du + (_12)n+1 /1 b% (t) dt + O (n™17)
0 0

_ /1 b (t)dt + O (n7'F).
0

1
De (10)
0o (1) + o1 (1) + 95 (1) = —H [po (1) + 91 (1) + 92 (1) + O (u')] (22)
es decir
¢ (1) =(=1)" |h—nme, + @ — nmenXn (1) + 2nmen Xy + &) (1)}
L0 (n 1)

— n 1
(1) = (-1 [i—nre, + O ()], g (1) = 21 JRGULECICY

po()=CD"1+0 (™ )] v ¢ (1)=0(n").

Note que
y entonces
/ n b(1) ~
¢ (1) =(-1" |h—nme, + — = nren Xy, (1) + 2nmwe, X,
-1\ 1t
_=D / b (t)dt+ 0O (n~'F)|.
4 0
donde

nrep Xy (1) = O (n‘“’) , 2n7r€n)2n =0 (n‘“’) .
Por lo tanto, de (22) se sigue que

— @_l 12 —1+\ _ —1+
h—nmen+—= =7 [ B(O)di+0 (") =-H+0(n""),
0

lo que nos da al despejar
Ch+HLM

nmw dnm

€n

/1 b2 (t)dt+ O (n~?").
0
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Finalmente, al utilizar esta aproximacién para &,, se obtiene el desarrollo asintético de Ay,

\n = n2m2 4+ 2nwe, + 6%

1
:n27r2—|—2h+2H—|—b(1)—%/ b (t)dt + O (n~ ')
0

lo que completa la demostracién. [

Compérese la similitud de este resultado con el de [3], en donde se obtiene la sucesién de

valores propios

1
Ao = 0?12 +b(1) - / cos (2nmt) db (t) + O (n~ ')
0

para valores grandes de n, con b el movimiento browniano correspondiente.

El caso particular H = h = 0, corresponde a las denominadas condiciones de Neumann.

En el caso general es posible intentar obtener una mejor aproximacion de los valores propios,
pero es claro que los céalculos tienden a complicarse un poco.
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