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80 0. ACUNA

Resumen

Damos una construccién del monoide libre con identidad sobre
un objeto X, M(X). Donde

M(X) ={Rc QVN*X/R es funcional y 3,ey dom R = [n]} X, QNXNXX
Palabras clave: Teoria de topos, objetos K—finitos, nimeros naturales.

Abstract
We proved that the free monoid with identify in X is

M(X) ={R e QVN*X/R s funcional y Jpeny dom R = [n]} 25 QVXNXX

Keywords: Topoi, K-finite objects, natural numbers.

Mathematics Subject Classification: 03G30, 18B25.

1 Introduccion

En [2] probamos que M (X) es un monoide con identidad y que = R €
M(X)= dom R = [L(R)|, donde L : M(X) — (N, +) es un homomor-
fismo de monoides con identidad.

2 Resultados previos

Para cada X € |E|, E es un topos con el objeto de los numeros naturales,
defina jx : X — QVNXX 4] que = jx(a) = {(0,0,a)}.

Lema 1 jx se factoriza a través de M(X).

DEMOSTRACION. |= (n,m,b) € jx(b) A (n,m,b) € jx(b) = (n,m,b) =
(n,m,b) = b= b por lo tanto jx es funcional y

= dom jx(a) = 3pr,({(0,0,a)}) = {pr12(0,0,a)} = {(0,0)} = [1]
entonces = dom jx(a) =[1]y [ jx(a) €e M(X). =

Define nx : X — M(X) el tinico morfismo tal que nx oix = jx.

Proposicién 2 M(—) se puede extender a un functon de manera inica
tal que M (=) se transforma en un subfuncton de QN*N*=: tiene al functor
identidad de E como un subfunctor, via n. Mds ain M(—) se factoriza a
través de la categoria de los monoides con identidad de E.
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 81

DEMOSTRACION. Debemos probar que para cualquier flecha g : X — Y
de E, existe una unica flecha M(g) : M(X) — M(Y) tal que en el
siguiente diagrama ambos cuadrados conmutan:

QNXFJXX - QNxNxY
F 3
Fia,,
Iy 3%
M(X) — M(Y)
'
M(g)
Nx Ny
X > YV
g

Para probar la existencia de M (g) y la conmutatividad del cuadrado su-
perior es suficiente probar internamente que J;4,, manda elementos de
M (X) en elementos de M(Y).

(i) Jidy,(R) un funcional si R es funcional:
= (n,m,b) € Jia,,(R) V (n,m,b) € Jidy, (R)
= Jg, (n,m,z1) € R A g(x1) =b A 3y, (n,m,xze) € R A g(x2) =
= 3y, 3, (n,m,x1) € R A (n,m,x2) € R A g(z1) =b A g(xe) =
= Ela:1£l_352$1 = T2 /\9(1'1) =b /\9(1'2) =b
=b=0

(ii) = dom Jig,,(R) = dom (R):

= (n,m) € dom Jiq,,(R) ey (n, m,b) € Jia,, (R)
FpIzg9(x) =bA (n,m,z) € R
3, Fg(x) =bA (n,m,z) € R
dz(n,m,z) € R

(n,m) € dom R.

K R
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82 0. ACUNA

Por lo tanto
= dom Ji4,,(R) = dom R

y luego
= £(idy, (R)) = L(R).
(i) y (ii) dicen que
Jidwy ©1X

se factoriza a travez de M (X), por lo tanto existe una flecha unica M(g)
tal que
Elidxg 0] ’iX == ’iy 0] M(g)

Probaremos ahora que el siguiente diagrama conmuta:

ﬂwxﬁlx}{ - bl

Elidxg 4

iv

ix

= Jidsy (1x (@) = Fia, {(0,0,a)} = {idxy(0,0,a)} = {(0,0, g(a))}

entonces como
= Jv(g(a)) = {(0,0,9(a))}
se tiene que
': Elz‘dxg(jX(a)) = jY(g(a))
y entonces
= Jidxg 0Jx = Jjy 9.

Por definiciéon de nx tenemos que
Jidxg 0ix 0nx =iy ony o g,

pero
Jidxg 0 ix =iy o M(g)
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 83

y entonces
iy o M(g)onx =iyonyog
lo que implica que
M(g)onx =nyog

dado que iy es ménica y asi se tiene que conmuta:

M () > M(Y)
M(g} F Y
Mx s
g
L 4
X Ll

La unicidad de M(g) es consecuencia de su definicién y del hecho de que
iy es monico, esto prueba que

M(idx) =idyxyy M(fog)=M(f)o M(g).

Hemos visto que para todo X € |E|, M(X) es un monoide con identidad.
La unica cosa que falta por probar es la conmutatividad de los siguientes
diagramas:

M(X) X M(X) > M () M) »M(Y)
* f M(g)
M(g) X M(g) M(g) ¢* o"
M(Y) = M(Y) > M(Y) 1

(i) Es suficiente probar que

Jidx, (R1* R2) = Jiay, (R1) * Jidy, (R2)
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84 0. ACUNA

donde R; y R son variables de tipo M (X):

= (n,m,b) € Jiq,, (R * Ro)

< pg(x) =bA (n,m,x) € Ry % Ry

< Jpg(x) =bA Tk, ((n, k1, x) € Ry V (ki,m,x) € Ra)
An+m+1=L0Ry)+ {(Ry)

< Iy (Feg(z) =bA (n,k1,x) € R1V 3z9(z) =bA (k1,m,z) € Rg)
An+m+1=L0R;+{Ry))

< i, ((n,k1,b) € RV (ki,m,z) € R)) An+m+1=
((Ry) + 4(Ry2)

& (n,m,b) € Jig,,(R1) * Jig,, (R2).

Por lo tanto |: Hidxg(Rl * RQ) = Elidxg (Rl) * Elz‘dxg (Rg)

(ii) Es suficiente probar que |= 4y, (¢x) = dy; esto es claro ya que
Jidy, tiene un adjunto derecho Qi4xg entonces preserva coproductos.
Recuerde que ¢x : 1 — Q¥ es el objeto inicial de la categoria
interna Q.

Denotemos la categoria de monoides con identidad de F por monoide
(E). Hemos visto que M (—) es un functor de E' a monoide (E). Debemos
probar que el diagrama

i

—_—
Monoide(E) E
* M

es tal que M(—) es un adjunto izquierdo del functor i (inclusién).
Sea 7 : M(X) — QNWNXX definido por

': F(R) = {(nvmvx)/(nvs(m)vx) S R}

donde s : N — N es el morfismo sucesor.

Lema 3 7 se factoriza por M(X) y = £(F(R)) = p({(R)), dondep : N —
N es la funcion predecesor.

DEMOSTRACION.

(i) 7(R) es funcional:
E (n,myxz) € 7(R) A (n,m,Z) € T(R) = (n,s(m),x) €
RA(n,s(m), 7)€ R=xz=T.
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 85

(ii) = dom (7(R)) = [po ((R)]:
= (n,m) € dom (7(R)) n+s(m)+1=/4(R)
p(n+s(m) +1) = p(¢(R))
n+p(s(m)) +1=p({(R))
n+m+1=pl(R))
(n,m) € [p(£(R))]. =

Defina r : M(X) — M(X) la tnica flecha tal que ix or = 7. Sea ¥ el
subobjeto de M (X) x X dado por

{(R,2)/(p(E(R)),0,2) € R} —> M(X) x X

KR

3

donde incf es la inclusién.
Lema 4 (i) 9 es funcional.

(ii) dom ¥ = {R € M(X)/((R) > 0}.

¢X

DEMOSTRACION.

(iii) ( inct ) : dom ¥ +1— M(X) es un isomorfismo.

(i) Evidente, en particular existe un morfismo tnico 6 : dom ¥ — X

tal que = (p(¢(R)),0,0(R)) € R.
(ii)

oo dom 9 C {R/{(R) > 0}
Por otro lado

FUR)>0 = s(p({(R)))={R)
< p(l(R))+1=4R)
< Re€ dom 9.
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86 0. ACUNA

Por lo tanto domé O {R/((R) > 0} y entonces
dom ¥ = {R/((R) > 0}.

(iii) Los cuadrados de los siguientes diagramas son productos fibrados:

1 1 dome# » I
@F = [ 0 incé = \3
M{X) > M(X) > [

£ £

El diagrama de la derecha es un producto fibrado por (i7). El dia-
grama de la izquierda claramente conmuta, queremos demostrar que es
un produto fibrado:

ERect0) = 4R)=0 (va que ¢(R)= dom R)
= dom R=¢
= QP"12(dom R) = QP"2(¢) = ¢

(Fprip FQP12) = R<QP12(dom R) = ¢
~ R=¢

(donde pris es la proyecciéon N x N x X — N x N). Esto prueba que el
cuadrado izquierdo es un producto fibrado. Por universalidad del producto

fibrado a lo largo de £ y como N = 1 + s(N), se tiene que ( 1;6)6(6 ) es un

isomorfismo. ®
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 87

Lema 5 Er(R)*ix(0(R)) = R.

DEMOSTRACION.
E (n,m,z) € r(R) *ix(0(R))
< i, ((n k1, z) €er(R)V (k1,m,z) €ix(0(R))) An+m+1={(R)
< Tk, ((n,s(k1),x) € RAs(k1) =m)
Vg (k1 =0Am=0Az=0(R)) An+m+1={(R)
= (n,m,z) € RV (m=0A (p({(R)),0,x) € R) An+m+1={R)
= (n,mz)e RV(m=0An+1=4R)A(p({(R)),0,z) € R)
(como En+1=4(R) < n=p((R)))
= (n,m,x)€ RV (n,m,z) € R
= (n,m,z) € R.

Por lo tanto r(R) * ix (6(R)) C R. Por otro lado tenemos que:
= (n,m,z) € R
= ((nm,m)ER/\m>0)\/((n,0,x)€R/\m:0)
= i, ((n,m,z) € RAm =s(k1))V ((n,0,z) € RAm =0)
= i, ((n,s(k1),xz) € RAs(k1) =m)
V((p(£(R)),0,2) € RAm =0An=p(l(R)))
Tk, ((n, s(k1),x) € RA s(ki1) =m)
VI (ki=0Am=0Az=0(R)An+m+1={R))
& (n,m,z) € r(R)*ix(0(R)).

\

Luego R Cr(R)*xix(0(R)) yasi = R=r(R)*xix(0(R)). =

Proposicién 6 Si (B,-,e) es un objeto monoide con identidad en un
topos E y f : X — B cualquier flecha en E, entonces existe a lo sumo
una flecha h que preserva productos e identidad tal que el siguiente dia-
grama conmuta:
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83 0. ACUNA

M) » B

Nx

DEMOSTRACION. Suponga que existen flechas hi, he : M(X) — B que
preservan la estructura de monoide con identidad de M (X) y

hionx = hyonx.
Considere
{n/Vremx)({(R) =n = hi(R) = ha(R))} — N.

Denote este subobjeto de N por S. Queremos probar que S = N. Sabemos
que = 4(R) =0 = R = ¢; por lo tanto tenemos que:

E/R)=0 = R=¢
= hl(R) = hQ(R) =e
yasi EU(R)=0 = h(R)=ha(R)yasi F0eS.

Por otro lado tenemos (por lemas 3 y 5)

EneSANLUR)=s(n)
= R=r(R)xix(O(R)ANlr(R)=nAneS
= hi(ix(0(R))) = ha(ix(0(R))) NR =1r(R) xix(0(R)) A hi(r(R))

= hl(R) = hQ(R)

Entonces

EneSALUR)=s(n) = hi(R)=haR)
si y solo si
EneS = ((R)=s(n)= hi(R)=ha(R)),

y entonces = n € S = s(n) € S. Por el principio de induccién S = Ny
h1 = hg. |
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 89

Lema 7 Si B € |E|, tiene una seccion global v : 1 — B, entonces existe
un morfismo natural J, : M(B) — BN con respecto B.

DEMOSTRACION. Si R es una variable del tipo M(B), J, estd definida
internamente por:

= J,(R) = {(n,m,b)/(n,m,b) € RVI(n+m+1=LR)Ab=1)}.

(i) ju(R) es funcional:
(como [["(n+m +1=LR)) A (n+m+1=LUR))|]=¢)
E (n,m,b) € J, A (m,n,b) € J,(R) = ((n,m,b) € RA (n,m,V) €
R)Vb=vAY =vA(n+m+1)=4R)V =vA(n+m+1=
{(R))A(n,m,b) € R)V(b=vA (n+m+1=4LR))A(n,m,b) € R)

=b=bVvb=V
=b=1".

(ii) dom J,(R)="Nx N
es claro que

En+m+1=¢R)< (n,m)e dom R < Jpep(n,m,b) € R,
por lo tanto

En+m+1=¢R)N' (n+m+1=4R))
= Jpep(n,m,b) € RV (n+m+1=1/{(R))

(como = Fpepb=v)
= Tep(n,m,b) € RV (n+m+1=4¢R))AI(b=v)
= Fep((n,m,b) € RV (n+m+1=U¢R)\Nb=v))
< Tpep(n,m,b) € J,(R).

Luego
En+m+1=0R)NV' (n+m+1=LR))= ep(n,m,b) € J,(R),
lo que es equivalente a
[In+m+1=6R)V(n+m+1=LUR))] € [[Bees(n,m,b) € J,(R)];

pero
n+m+1=LR)V'(n+m+1=/{(R))|] = verdad,
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90 0. ACUNA

y entonces
[|Fve(n, m, b) € J,(R)|] = verdad.

Asi debemos tener que

E Jen(n,m,b) € J,(R),
por lo tanto
F Y (n,m) e (n, m,b) € J,(R),
es decir
= dom J,(R)="NxN"
y (4), (i7) nos dicen que J, se factoriza por

BNXN

Probemos que .J,, es natural, esto es si f : B — B’ es cualquier flecha
entonces el siguiente diagrama conmuta:

Iy
M (B) > ghxN

M foN

M(B") »B

.-Ffov

= fPNIL(R))
= AN, m,b)/(n,m,b) € RV (n+m+1=LR)Ab=uv})
= {(n,m, f(b))/(n,m,b) € RV (n+m+1=4L(R))\Nb=r})
= {(n,m,b)/3((t" = f(b) A (n,m,]) € R)
Vi n+m+1=LR)ANb=v AV = f(b))}
= {(n,m,b)/(n,m,b) € M(f)(R)V(n+m+1=LR) AV = f(v)}
= Jru(M(f)(R)),
pero esto es
= Y NI(R)) = Jron(M(f)(R)),

lo que prueba la naturalidad de J,. =
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 91

3 Construccion del monoide

Sea (B, -, e) un monoide con identidad. Nosotros aplicaremos el ultimo

lema a la identidad e : 1 — B y entonces podemos definir la siguiente
flecha:

pig: M(B) —————»B¥¥*y » BV ———F

(Jert) (B x3. 1) ®

donde k : N — N x N es el isomorfismo de Cantor y ® es la flecha iteracién-
finita definida en (1).

Proposicién 8 Sea (B,-,e) un monoide con identidad e : 1 — B, en-
tonces:

(i) El siguiente diagrama conmuta

1

M(B) »B

idg

(ii) pp : M(B) — B preserva productos.

DEMOSTRACION. Claramente tenemos que

(i) E J.({(0,0,0)}) = {(n,m,x)/(0,0,b) = (n,m,z) Va = eA(n €
s(N) Vv m € s(N))} entonces

= BY (Je(ip(b)) = {(n, k)/(n, k) = (0,0) V& = e An € s(N)},
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92 0. ACUNA

por lo tanto

= (B® (Je(ip (b)), Uip(b)))
= {(n,z)/(n,x)=(0,b) Ve =eAn e s(N)},1).

Como = Y1 =1y & ((ip(b)) = 1, tenemos que
= OB (Je(ip(h)), 1) =eob=1b
por propiedades de ® y entonces = ug(ip(b)) = b.
(ii) Por induccién tenemos: sea
S =A{n/Vr,,Yr,({(R1) = n = pp(R1 * Ry) = pp(R) - pr(R2))}-
(@) Hemos visto que
FUR2)=0= Ry =9,
entonces
= up(¢) = OB x> ((Je, 0)(9) = ©(({(n, 2)/z = €},0)) = e,
por lo tanto
FU(R2) = 0= pp(Ry*¢) = pp(R) - pp(9) = pp(Ra)
y asi
= 4(Ry) = 0= pp(Ry* Ry) = pp(R1) - pp(Ra),

entonces =0 € S.

(B) Para cualquier variable R de tipo M (B) como ¢(R) > 0 tenemos
por las propiedades basicas de ® que:

UR)

= O(BE(J.(R+ip(b Zz+€

U(R)
= O(BX o J(Rxip(b Zz—i—f

de la construccién de J,. tenemos:

= BE(J.(R*ip(h)))i = BX o J,(R)(i — {(R)).
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SOBRE LA CONSTRUCCION DE UN MONOIDE LIBRE... 93

Tenemos que

«R)
O(BE(J,(R+ip(b j,Z’L+€

U(R)
= OBX(J(R)(j - R Zz—i—é
U(R)
= O(BX(J(R))j, Y _i)-b,
0
por lo tanto
U(R)+1 U(R)
= O(BX o Jo(Rxip(b), Y  i)=0(BNoJ(R),> i)-b
0 0

y entonces
F up(R*ip(b)) = up(R) - b.

Por otro lado

EneSALURy) =s(n)= up(Ry* Ry)

= up(R1* (r(R2) xip(0(R2))))
= pp((R1*7(Rs)) *ip(0(R2)))
= MB(RI x7(Ra)) - 0(R2)

(nB(R1) - pp(r(R2))) - 0(R2)
pB(R1) - pp(r(Re) xip(0(R2)))
= up(R1) - pp(Ra),

entonces

=neSAURy) = s(n) = pp(Ry* Ra) = pp(R1) - pp(Re),
0 equivalentemente

FneS= ({(R) =spn= pup(Ri*Ry) = pp(R1) - pp(Ra));

y entonces
EneS=s(n)es.

Por inducién tenemos que N = S y la prueba queda lista. =
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94 0. ACUNA

Teorema 9 (M(X),nx) es el monoide libre generado por X.

DEMOSTRACION. Sea g : X — B cualquier flecha y (B,-,€) es un
monoide con identidad e : 1 — B. La proposiciéon 8 nos dice que existe
pp : M(B) — B tal que preserva productos y up o ¢& = e, por lo tanto
tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

M{g) My
MX) M(E) B

A -5

g

M (g) preserva productos e identidades y entonces pupoM (g) hace lo mismo
por la proposicién 6, pp o M(g) es unico tal que conmuta:

pgoMg)
M(X) » B

¢

por lo tanto nx es una flecha universal y la prueba queda completa. =
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