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12 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

Resumen

En la teoría de la recursión se dice que un problema de decisión es
recursivamente resoluble si existe un procedimiento mecánico para re-
solverlo. Dentro del contexto de las lógicas formales, elproblema de de-
cisión consiste simplemente en determinar si unafórmula bien formada
cualquiera del sistema es, o no es, un teorema.

En este trabajo se analizan, entre otros asuntos, primeramente el famoso
problema de decisión de lalógica canónica de primer ordenF0 (también
llamadoEntscheidungsproblem) desde una perspectiva moderna. Luego
se estudian los problemas de decisión de laslógicas proposicionales par-
ciales. Se aprovecha el desarrollo alcanzado por la teoría de la recursión
y de los sistemas productivos semi-Thue, luego de los trabajos de Post y
Kleene en los años 40’s y de Davis en la década de los 70’s, entre otros,
para explicar una solución a estos problemas de decisión.

Palabras clave:problemas de decisión, lógicas formales, lógicas de primer or-
den, lógicas proposicionales parciales, Entscheidungsproblem, sistemasproduc-
tivos semi-Thue.

Abstract

The recursion theory states that a decision problem is recursively solv-
able if there is a mechanical process to solve it. Within the context of
formal logic, the decision problem consist to determine whether anywell-
formed formulaof the system is a theorem or not.

This paper first discusses, among other things, the famous problem
of decision of thecanonical first-order logicF0 (also calledEntschei-
dungsproblem) from a modern perspective. Then we study the decision
problem of thepartial propositional logics. It exploits the development
achieved by recursion theory and semi-Thue production systems after the
work of Post and Kleene in the 40’s and Davis in the early 70’s,among
others, to explain a solution to these decision problems.

Keywords: decision problems, formal logic, first-order logic, Entscheidungs-
problem, partial propositional logics, semi-Thue production systems.

Mathematics Subject Classification:03D80, 03D03, 03D25, 03B05, 03B10,
03B25.

1 Introducción

En pocas palabras, elproblema de decisiónpara una lógica de primer orden
consiste en determinar si una fórmula bien formada cualquiera dentro del sistema
es o no es un teorema. Se dice que un problema de decisión esrecursivamente
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PROBLEMAS DE DECISIÓN Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LÓGICOS... 13

resolublesi existe un procedimiento efectivo (esto es, una lista de instrucciones
o un algoritmo que no requiera de ninguna ingeniosidad para ser ejecutado) para
resolverlo.

Dentro de las instancias de lógicas de primer orden, quizás la más estu-
diada es la “lógica canónica de primer ordenF0, también llamadael cálculo
de predicados restringido” por Hilbert y Ackermann, mientras que Church la
denominaba “el cálculo funcional puro de primer orden”. La importancia de
F0 proviene del resultado, bien conocido1 desde principios del siglo XX, que
establece que si el problema de decisión paraF0 es recursivamente resoluble
entonces también lo es el de cualquier lógica de primer orden.

Ya Hilbert y su reconocida Escuela Formalista dominaban intuitivamente
este importante resultado, aún antes de la aparición y desarrollo formal de la
teoría de la recursión, a mediados del siglo XX. Acerca de este problema Hilbert
llegó a declarar que el problema de decisión paraF0 (referido en alemán como el
“Entscheidungsproblem”, que significa simplementeproblema de decisión) era
el problema central de la lógica matemática. Subsecuentemente se realizó mucha
investigación dirigida a buscar una solución positiva alEntscheidungsproblem.

Algunos resultados preliminares para subclases deF0 arrojaron resultados
positivos, alimentando la errónea esperanza que elEntscheidungsproblemfuera
recursivamente resoluble y que el menor avance en cualquier direccióntermi-
naría resolviendo positivamente el problema. Sin embargo, en 1936 tanto Church
como Turing demostraron precisamente lo contrario, en forma independiente
uno del otro: ¡elEntscheidungsproblemes recursivamente irresoluble! Church
utilizó la técnica delλ-cálculo, mientras que Turing introdujo sus ahora célebres
máquinas teóricas para resolver este problema.

Analizaremos aquí elEntscheidungsproblemy otros problemas asociados,
entre ellos los problemas de decisión, completitud e independencia de laslógi-
cas proposicionales parciales, desde la perspectiva moderna de la teoría de la
recursión y de lossistemas productivos semi-Thue, introducidos por Post en la
década de los 40’s.

2 Lógicas formales y sus aritmetizaciones

Trabajaremos con objetos matemáticos abstractos tales como “palabras”, “pre-
dicados de palabras” y funciones sobre conjuntos de palabras. Emplearemos la
siguientearitmetizaciónde estos objetos matemáticos abstractos:

1Aunque de manera intuitiva, ya que la teoría de la recursión aún no estabasuficientemente
desarrollada para aquel entonces, lo que obstaculizaba la formalización del concepto de “problema
de decisión”.
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14 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

• Si Σ = {a0, a1, . . .} es el alfabeto (finito o numerable) de símbolos, a
cada símboloai le asociamos el número Gödel̺(ai) := 2i+ 1.

• Si u = ai0ai1 · · · aim es unapalabra (esto es, concatenación de símbolos
sobreΣ), le asociamos el número Gödel̺(u) definido por

̺(u) :=
m∏

k=0

p
̺(aik )

k ,

dondepk es elk-ésimo número primo, esto es,p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5,
. . . , etc.

Un conjuntoU de palabras sobreΣ se dice que esrecursivosi el conjunto
asociadoU⋆ de los números Gödel de todas las palabras deU es recursivo. Una
funciónf entre conjuntos de palabras,f : U 7→ V, se dice que esrecursivasi su
función asociadaf⋆ es recursiva, dondef⋆ : U⋆ 7→ V

⋆ es tal que

f⋆(̺(u)) := ̺(f(u)), ∀u ∈ U.

Emplearemos libremente la teoría de las funciones parcialmente recursivas.
Porℜ denotamos la clase de las funciones parcialmente recursivas. Escribimos

ℜ = {ϕ
(n)
i : i ∈ N, n ∈ N \ {0} },

dondeϕ(n)
i denota lai-ésima función parcialmente recursivan-aria.

Empezamos definiendo lo que son lossistemas lógico formales, y dentro de
ellos los conceptos primitivos siguientes:axiomas, reglas de inferencia, conse-
cuencia, prueba, etapa de una pruebay teorema.

Definición 1 Por una lógicaL (o sistema lógico formal) entenderemos:

(a) Un conjunto recursivo de palabrasU, llamado los axiomas deL.

(b) Un conjunto finito de predicados recursivos de palabras, ninguno de los
cuales es 1-ario, llamados reglas de inferencia deL.

CuandoR es una regla de inferencia(n+ 1)-aria deL, yR(Y , X1, . . . ,Xn) es
verdadera, entonces diremos queY es una consecuencia deX1, . . . ,Xn enL, a
través de la regla de inferenciaR.

Definición 2 Una sucesión finita de palabrasX1, X2, . . . , Xm se llama una
prueba en la lógicaL si, para cada1 ≤ i ≤ m, se cumple:
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(a) O bienXi es un axioma deL,

(b) O bien existen enterosj1, j2, . . . ,jk < i tales queXi es una consecuencia
lógica deXj1 , Xj2 , . . . , Xjk en L a través de alguna de las reglas de
inferencia deL.

Cada una de las palabrasXi es llamada una etapa de la prueba.

Definición 3 Decimos queW es un teorema deL, o queW es demostrable en
L, y escribimos

⊢L W

si existe una prueba enL cuya etapa final seaW . Esta prueba es entonces
llamada una prueba deW enL.

3 Problema de decisión de una lógica formal

Definición 4 Dada una lógica formalL, al conjunto de todos los números Gödel
correspondientes a los teoremas deL lo denotamos porTL (“conjunto engen-
drado” por L), esto es:

TL := {̺(W ) : ⊢L W}.

Es bien conocido queTL es un conjuntorecursivamente enumerable, esto
es, existe un procedimiento efectivo para ir enumerando los teoremas deL uno
detrás de otro. Este hecho no lo vamos a demostrar en este trabajo. El lector
interesado en la demostración puede consultar Piza [10]. No obstante, elhecho
queTL sea recursivamente enumerable no nos brinda un método eficaz para
decidir si una fórmula bien formada arbitrariaW es un teorema enL o no lo es.
La dificultad surge al buscarW dentro de la lista de teoremas recursivamente
enumerados deL, pues en caso queW no aparezca en la lista de los primeros
teoremas generados, no tendremos manera de establecer siW es o no un teorema
deL. Extenderemos la definición de problema de decisión paraL de la siguiente
manera:

Definición 5 Por “el problema de decisión para la lógicaL” entenderemos el
problema de determinar, para una palabra cualquiera dada, si es o noun teo-
rema deL. Diremos que el problema de decisión para una lógicaL es recursi-
vamente resoluble siTL es recursivo. De otra forma, diremos que el problema
de decisión deL es recursivamente irresoluble.
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16 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

En la década de los años 40 Emil Post introdujo los llamadossistemas com-
binatorioso sistemas semi-Thuey demostró que, dado cualquier conjunto re-
cursivamente enumerableA, es posible construir una lógicaL cuyo conjunto
engendradoTL coincida conA. Como consecuencia de lo anterior, podemos
enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1 Existe una lógicaL cuyo problema de decisión es recursivamente
irresoluble.

Demostración: Los detalles de la construcción de esta lógica los veremos en
el teorema 11. Aquí solamente nos adelantamos comentando que la lógicaL

obtenida corresponderá a unsistema semi-Thueasociado con el conjuntoK de
Gödel,

K := {x : ϕ(1)
x (x) ↓ },

conjunto que es bien sabido que es recursivamente enumerable pero no es recur-
sivo.

4 Lógicas de primer orden

El alfabeto de unalógica de primer ordenF contiene a los 7 símbolos2

– ⊃ [ ] , ( )

También en el alfabeto habrá una infinidad numerable de símbolos llamados
variables individuales, las cuales las escribiremos como

x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . .

Los símbolos restantes son lasconstantes individuales, los símbolos de predi-
cadosy los símbolos de funciones. Cada símbolo de predicado o de función
está asociado con un entero mayor o igual a 1, llamado elgrado del símbolo
en cuestión, que corresponde al número de argumentos del mismo. Porsímbolo
individual entenderemos o bien una variable individual o bien una constante in-
dividual.

Por lo general nuestro desarrollo será elaborado en términos de un alfabeto
fijo y numerablea0, a1, a2, . . . Supondremos además que los conjuntos corres-
pondientes a las variables individuales, las constantes individuales, los símbolos

2En este trabajo emplearemos el símbolo “⊃” para denotar al símbolo condicional (“truth-
functional condicional”), denotado en otros contextos con el símbolo “→” o con el símbolo “⇒”.
Lo anterior debido a utilizaremos estas últimas notaciones de flechas en los sistemas semi-Thue.
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de predicados y los símbolos de funciones son todos recursivos. Supondremos
además que es posible determinar de manera recursiva cuál es el gradode un
predicado o de una función.

Decimos que una palabraX es untérminode una lógica de primer orden
F si existe una secuencia de palabrasX1, . . .Xn tal queXn esX y, para cada
i ∈ {1, . . . , n} se cumple una de las siguientes condiciones:

(a) Xi es un símbolo individual, o bien

(b) Xi es a(Xj1 , . . . , Xjm), dondej1, . . . , jm < i y a es un símbolo de
función de gradom.

Decimos que una palabraW es unafórmula bien formada(que abreviaremos
por f.b.f.) de una lógica de primer ordenF, si existe una secuencia de palabras
W1, . . . ,Wn tal queWn esW y, para cadai ∈ {1, . . . , n} se cumple una de las
siguientes condiciones:

(c) Wi esp(X1, . . . , Xm), dondeX1, . . . ,Xm son términos yp es un símbolo
de predicado de gradom, o bien

(d) Wi es[Wj ⊃ Wk], dondej, k < i, o bien

(e) Wi es–Wj , dondej < i, o bien

(f) Wi es(v)Wj , dondej < i y v es una variable individual.

En el caso de un símbolo de función o de un predicado de grado 2, usual-
mente escribiremos(XaY ) en vez dea(X,Y ).

Una lógica de primer orden tiene dosreglas de inferencia, a saber:

• MODUS PONENS: Esta regla de inferencia está gobernada por el predicado
de 3 variablesR(Y,X1, X2), el cual es verdadero si y solo siX2 es[X1 ⊃
Y ].3

• GENERALIZACIÓN: Esta regla de inferencia está gobernada por el predi-
cadoΥ(Y,X), el cual es verdadero si y solo siY es(v)X, dondev es una
variable individual.4

3Intituivamente, la regla de inferencia delmodus ponensestablece que si tenemos el teorema
⊢F [X1 ⊃ Y ] y además tenemos⊢F X1, entonces también tendremos⊢F Y .

4Intituivamente, la regla de inferencia degeneralizaciónestablece que si tenemos el teorema
⊢F X y v es una variable individual, entonces también tendremos el teorema⊢F (v)X.
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18 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

No es difícil verificar que estas reglas de inferencia son predicados recursivos
de palabras. Decimos que una ocurrencia de una variable individualv en una
f.b.f. W es unaocurrencia acotadasi se trata de una parte bien formada de
W de la forma(v)A. Una ocurrencia dev en una f.b.f.W que no es acotada
es llamadaocurrencia libre. Una f.b.f. en la cual ninguna variable individual
tenga alguna ocurrencia libre se dice que escerrada. Escribimos f.b.f.c. para las
f.b.f. cerradas.

Si W es una f.b.f.,v es una variable individual yX es un término, entonces
definimos elpredicado de sustituciónS(W, v,X) como sigue:S(W, v,X) es el
resultado de reemplazarv por X en todas las ocurrencias dev enW . Excep-
ción se hace cuandov no es libre enX, en cuyo casoS(W, v,X) arroja como
resultadoW .

Los axiomas de una lógica de primer ordenF incluyen a todas las palabras
obtenidas al reemplazarv por una variable individual,X por un término, yA, B
y C por fórmulas bien formadas en los siguientes cinco esquemas:

(E1) [A ⊃ [B ⊃ A]].

(E2) [[A ⊃ [B ⊃ C]] ⊃ [[A ⊃ B] ⊃ [A ⊃ C]]].

(E3) [[–B ⊃ –A] ⊃ [A ⊃ B]].

(E4) [(v)A ⊃ S(A, v,X)].

(E5) [(v)[A ⊃ B] ⊃ [A ⊃ (v)B]], si v no tiene ocurrencias libres enA.

A modo de ejemplo del contexto en que estamos trabajando, analizamos a
continuación un primer resultado elemental, válido en cualquier lógica de primer
orden.

Teorema 2 SeaF una lógica de primer orden y seaA una fórmula bien formada
deF. Entonces,⊢F [A ⊃ A].

Demostración: Al reemplazarB por [A ⊃ A] y C porA en el esquema básico
(E2), obtenemos

⊢F [[A ⊃ [[A ⊃ A] ⊃ A]] ⊃ [[A ⊃ [A ⊃ A]] ⊃ [A ⊃ A]]].

Por otra parte, del esquema básico (E1) obtenemos los siguientes dos teoremas
triviales:

⊢F [A ⊃ [[A ⊃ A] ⊃ A]] , ⊢F [A ⊃ [A ⊃ A]].

El resultado entonces se obtiene de aplicar la regla delmodus ponensdos veces.
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5 Lógicas especializadas de primer orden

Adicionalmente a los 5 esquemas básicos E1-E5 generadores de axiomas, una
lógica de primer ordenF contiene un númerofinito (posiblemente ninguno) de
axiomas adicionales, todos los cuales son fórmulas bien formadas cerradas; estos
son llamados losaxiomas especializadosde la lógica.

Definición 6 SeaF una lógica de primer orden y seanA1, A2, . . . ,An fórmulas
bien formadas cerradas deF. Entonces,F(A1, . . . , An) es la lógica de primer
orden obtenida a partir deF al agregarle como axiomas especializados aquellas
fórmulasA1, . . . ,An que no sean axiomas deF.

A continuación se establece la relación fundamental entre los teoremas de
una lógica especializada y sus correspondientes versiones en la lógica que le dio
origen.

Teorema 3 SeaF una lógica de primer orden y seaA una fórmula bien formada
cerrada deF. Entonces,⊢F(A) W si y solo si⊢F [A ⊃ W ].

Demostración: Supongamos que⊢F [A ⊃ W ]. Entonces, tendremos⊢F(A)

[A ⊃ W ]. Luego, en virtud que⊢F(A) A, aplicando la regla delmodus ponens
obtenemos⊢F(A) W .

Recíprocamente, supongamos que⊢F(A) W . SeaW1, . . . ,Wn una prueba
de W en F(A), de manera queWn esW . Mostraremos que, para cadai ∈
{1, . . . , n}, tendremos⊢F(A) [A ⊃ Wi]. Para ello supongamos, como hipótesis
inductiva, que este resultado se sabe cierto para todoj < i. Distinguiremos
varios casos:

Caso I: CuandoWi esA. Entonces,[A ⊃ Wi] es [A ⊃ A], que en virtud del
teorema 2 se trata de un teorema deF.

Caso II: CuandoWi es un axioma deF. Entonces,⊢F Wi. Empleando el es-
quema (E1) obtenemos⊢F [Wi ⊃ [A ⊃ Wi]]. Por la regla delmodus ponens,
tendremos⊢F [A ⊃ Wi].

Caso III: CuandoWj es [Wk ⊃ Wi], paraj, k < i. Luego, por la hipótesis
inductiva, tendremos

⊢F [A ⊃ Wk] , ⊢F [A ⊃ [Wk ⊃ Wi]].

Del esquema (E2), además tendremos

⊢F [[A ⊃ [Wk ⊃ Wi]] ⊃ [[A ⊃ Wk] ⊃ [A ⊃ Wi]]].
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20 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

Entonces, aplicando la regla delmodus ponensdos veces, obtenemos finalmente
⊢F [A ⊃ Wi].

Caso IV: CuandoWi es(v)Wj , paraj < i, dondev es una variable individual.
Aplicando la regla de generalización, obtenemos⊢F (v)[A ⊃ Wj ]. ComoA es
una f.b.f.c., el esquema (E5) es aplicable, obteniéndose

⊢F [(v)[A ⊃ Wj ] ⊃ [A ⊃ (v)Wj ]].

Aplicamos la regla delmodus ponenspara obtener⊢F [A ⊃ (v)Wj ]], de donde
finalmente se deduce⊢F [A ⊃ Wi]. Esto completa la prueba.

La generalización al caso den axiomas especializados es elemental y se
presenta en el siguiente corolario.

Corolario 4 SeaF una lógica de primer orden y seanA1, A2, . . . ,An fórmulas
bien formadas cerradas deF. Luego,⊢F(A1,A2,...,An) W si y solo si⊢F [A1 ⊃
[A2 ⊃ · · · ⊃ [An ⊃ W ] · · · ]].

Demostración: Se aplica el teorema precedenten veces.

6 Traslabilidad entre lógicas formales

Uno de los mecanismos más útiles para poder comparar sistemas lógicos for-
males es el concepto de latraslabilidad, el cual se introduce a continuación.

Definición 7 SeanF yF′ dos lógicas. Decimos queF es trasladable haciaF′ si
existe una función de palabrasf , recursiva y 1-1, tal que para toda palabraX:

⊢F X ⇐⇒ ⊢F
′ f(X).

La importancia de este concepto se pone de manifiesto en los siguientes
resultados.

Teorema 5 SeaF una lógica trasladable haciaF′ y suponga que el problema de
decisión paraF′ es recursivamente resoluble. Entonces, el problema de decisión
paraF es también recursivamente resoluble.

Demostración: De las hipótesis, tenemos que el conjuntoTF
′ es recursivo.

Seaf la función recursiva y 1-1 de palabras tal que⊢F X si y solo si⊢F
′

f(X). Recordemos que la funciónf⋆(̺(X)) := ̺(f(X) es también recursiva.
Entonces,

TF = {x : f⋆(x) ∈ TF
′ }.
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PROBLEMAS DE DECISIÓN Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LÓGICOS... 21

Llamando porχ y χ′ las funciones características deTF y TF
′ respectivamente,

obtenemos entonces queχ = χ′◦(f⋆). Como por hipótesis tantoχ′ comof⋆ son
recursivas, lo anterior pone en evidencia queχ es recursiva. Luego el conjunto
TF es recursivo y por tantoF es recursivamente resoluble.

Teorema 6 SeaF una lógica trasladable haciaF′ y supongamos queF′ es
trasladable haciaF′′. Entonces,F es trasladable haciaF′′.

Demostración: Existen funciones recursivas y 1-1 de palabrasf y g tales que

⊢F X ⇐⇒ ⊢F
′ f(X),

⊢F
′ X ⇐⇒ ⊢F

′′ g(X).

Seah = g ◦ (f). Luegoh es recursiva y 1-1. Además, para cada palabraX se
cumple:

⊢F X ⇐⇒ ⊢F
′ f(X)

⇐⇒ ⊢F
′′ g(f(X)) ⇐⇒ ⊢F

′′ h(X).

Teorema 7 SeaF una lógica de primer orden y seanA1, . . . ,An fórmulas bien
formadas cerradas deF. Luego,F(A1, . . . , An) es trasladable haciaF.

Demostración: En virtud del corolario 4, solamente es necesario demostrar que
la función de palabrasf dada por

f(W ) = [A1 ⊃ [A2 ⊃ · · · ⊃ [An ⊃ W ] · · · ]]

es recursiva, asunto cuya demostración es rutinaria.

Definición 8 Decimos que una lógica de primer ordenF es no-especializada si
F no tiene axiomas especializados.

Teorema 8 Toda lógica de primer orden es trasladable hacia una lógica de
primer orden no-especializada.

Demostración: SeaF una lógica de primer orden y seaF ′ la lógica de primer
orden no-especializada obtenida deF al suprimirle los axiomas especializados.
Más aún, supongamos que los axiomas especializados deF sonA1, . . . , An.
Entonces,F = F ′(A1, . . . , An). Luego, del teorema 7, tendremos queF es
trasladable haciaF ′.
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22 I . MARTÍNEZ – E. PIZA

7 La lógica canónica de primer ordenF0

Introducimos ahora la lógica no-especializada de primer ordenF0, denominada
lógica canónica de primer orden. F0 tiene una infinidad numerable de constantes
individuales y, para cada enterom ≥ 1,F0 tiene una infinidad numerable de sím-
bolos de funciones y predicados de gradom. Concretamente, los siete símbolos

– ⊃ [ ] , ( )

serán identificados cona0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, respectivamente. Además,
paran > 6, an denotará unavariable individualsi σ2(n) = 0 y σ1(n) es par5,
mientras quean denotará unaconstante individualsi σ2(n) = 0 y σ1(n) es
impar. Luego, las variables individuales

x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . .

son identificadas poraπ(4,0), aπ(6,0), aπ(8,0), . . . , etc. Finalmente, paran > 6,
con σ2(n) > 0, tendremos que cuandoσ2(n) es par entoncesan denotará el
símbolo de predicadode grado1

2σ2(n), mientras que cuandoσ2(n) es impar,
entoncesan denotará elsímbolo de funciónde grado12(σ2(n) + 1).

F0 es esencialmente la lógica denominada “Engere Prädikatenkalkül” por
Hilbert y Ackermann, mientras que Church la denominaba el “cálculo funcional
puro de primer orden”. La importancia deF0 proviene del siguiente hecho.

Teorema 9 Toda lógica de primer orden no-especializada es trasladable hacia
F0.

Demostración: SeaF una lógica de primer orden no-especializada. Definimos
la función recursivaϕ como sigue. Para cadan, buscamos el papel que juega el
símboloan dentro deF:

• Si an es uno de los siete símbolos “–”, “⊃”, “ [”, “ ]”, “ ,”, “ (”, “ )” de F,
entoncesϕ(n) tendrá el valor 0, 1, 2, 3, 4, 5 o 6, respectivamente.

• Si ϕ(x) está definida parax < n y an es unavariable individualenF,
o unaconstante individualenF, o unsímbolo de predicadode gradom
enF, o unsímbolo de funciónde gradom enF, entonces definimosϕ(n)
como el menor enterop tal queϕ(x) 6= p, parax < n y ap es unavaria-
ble individualenF0, o unaconstante individualenF0, o unsímbolo de

5Aquí π : N2
7→ N es la función codificadora de Cantor dada porπ(x, y) = x+ (x+ y)(x+

y+1)/2, mientras queσ1 y σ2 son las funciones decodificadoras de Cantor, caracterizadas por la
identidadn = π(σ1(n), σ2(n)), para todon ∈ N. Tantoπ comoσ1 y σ2 son funciones primitivo
recursivas.
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0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

0 a0 a1 a3 a6 P
(2)
0 f

(3)
0 P

(3)
0 · · ·

1 a2 a4 P
(1)
0 f

(2)
0 P

(2)
1 f

(3)
1 P

(3)
1 · · ·

2 a5 f
(1)
0 P

(1)
1 f

(2)
1 P

(2)
2 f

(3)
2 P

(3)
2 · · ·

3 c0 f
(2)
1 P

(1)
2 f

(2)
2 P

(2)
3 f

(3)
3 P

(3)
3 · · ·

4 x0 f
(1)
2 P

(1)
3 f

(2)
3 P

(2)
4

...
...

5 c1 f
(1)
3 P

(1)
4 f

(2)
4 P

(2)
5

6 y0 f
(1)
4 P

(1)
5 f

(2)
5 P

(2)
6

7 c2
...

...
...

...

8 z0

9
...

Figura 1: Radiografía deF0. Aquí P (n)
i el el predicadoi-ésimo de gradon, f (n)

i es
la funcióni-ésima de gradon, ci es lai-ésima constante,xi, yi, zi son las
variablesi-ésimas (i = 0, 1, 2, . . .), a0 = “–”, a1 = “⊃”, a2 = “[”, a3 = “]”,
a4 = “,”, a5 = “(”, a6 = “)”.

predicadode gradom enF0, o unsímbolo de funciónde gradom enF0,
respectivamente.

Ahora, definimos la función de palabrasf(X) mediante

f(ar1ar2 · · · ark) = aϕ(r1)aϕ(r2) · · · aϕ(rk).

Es claro quef es recursiva y 1-1 y además satisface la condición de traslabilidad:

⊢F X ⇐⇒ ⊢F0
f(X).

Teorema 10 Si el problema de decisión paraF0 es recursivamente resoluble,
entonces también lo es el de cualquier lógica de primer orden.

Demostración: Inmediato, de los teoremas 5, 6, 8 y 9.

El teorema precedente era ya bien conocido (necesariamente a nivel infor-
mal) por Hilbert y su Escuela Formalista aún antes del desarrollo formal de la
teoría de las funciones recursivas. Sobre la base de este teorema, Hilbert declaró
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que el problema de decisión paraF0 (usualmente referido simplemente como el
Entscheidungsproblem) era el problema central de la lógica matemática. Sub-
secuentemente se realizó mucha investigación dirigida a buscar una solución
positiva alEntscheidungsproblem. En parte, estos esfuerzos tomaron la forma
de buscar reducciones del problema de decisión paraF0 al correspondiente pro-
blema de decisión para clases especiales de fórmulas bien formadas, como por
ejemplo, la clase de las fórmulas bien formadas del tipo6

(∃x1)(∃x2)(∃x3)(y1)(y2) · · · (yn)A,

dondeA es un término libre de cuantificadores. Otros trabajos consistieron di-
rectamente en demostrar que, para clases de fórmulas bien formadas cadavez
mayores, el problema de decisión podía ser resuelto. En particular, se llegó a
demostrar que el problema de decisión puede ser resuelto para la clase detodas
las fórmulas bien formadas del tipo

(∃x1)(∃x2)(y1)(y2) · · · (yn)A,

dondeA es un término libre de cuantificadores. Estos resultados preliminares
alimentaron por un tiempo la conjetura errónea que elEntscheidungsproblem
era recursivamente resoluble. Parecía además que el menor avance encualquier
dirección podría resolver el problema. No obstante, en 1936 Church7 y Turing8

demostraron al mismo tiempo (aunque de manera independiente y con métodos
muy diferentes el uno del otro) que el problema de decisión paraF0 era recursi-
vamente irresoluble.

8 Los sistemas combinatorios semi-Thue

El términosemi-Thuefue introducido por Emil Post a principios de la década de
los años 40, cuando introdujo ciertos sistemas combinatorios de generaciónde
producciones que los bautizó con este nombre, en honor al matemático noruego

6Aquí, por(∃xi)W entenderemos–(xi) –W .
7El artículo de Church se titulaba “A Note on the Entscheidungsproblem”, publicado en la

revistaThe Journal of Symbolic Logic, vol. 1, pp. 40–41, 1936. Church empleó su instrumental
deλ-cálculo.

8El artículo de Turing se titulaba “On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem”, publicado en losProceedings of the London Mathematical Society, serie
2, vol. 42, pp. 230-265, 1936. Fue en este famoso artículo que Turingintrodujo por primera vez el
concepto de las máquinas que ahora llevan su nombre. Por aquel entonces, Turing era apenas un
muchacho que acababa de terminar sus estudios de matemática a nivel de pregrado. Church quedó
tan bien impresionado con la metodología empleada por Turing, que lo invitó arealizar estudios
doctorales en Princeton bajo su tutela, cosa que Turing aceptó gustoso.
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Thue, quien había introducido algunas de las nociones preliminares al principio
del siglo XX.

Definición 9 Un sistema formal semi-Thue es un par ordenado(T,Λ), donde:

(a) T es un conjunto finito de pares ordenados(α, β), conα y β hileras de
símbolos de un alfabeto finitoΣ, llamado el alfabeto del sistema. Los
pares ordenados(α, β) ∈ T son llamados las producciones del sistema y
alternativamente se acostumbra escribirlos en la forma “α → β”.

(b) Λ es una hilera no nula y fija sobreΣ. A Λ se le llama el axioma inicial
del sistema.

La interpretación de la producción “α → β” es como sigue: seanδ y γ
hileras deΣ (posiblemente hileras nulas). Cuando(α, β) ∈ T , entonces escribi-
mos

δ α γ=⇒
T

δ β γ

y decimos que la hileraδ β γ esdirectamente derivablede la hileraδ α γ. Sean
w1 y w2 dos hileras deΣ. Decimos quew2 esderivabledew1 y escribimos

w1
∗

=⇒
T

w2

si w1=⇒
T

w2, o bien existe una secuencia de hilerasz1, z2, . . . ,zn sobreΣ tales
que

w1=⇒
T

z1=⇒
T

z2=⇒
T

· · ·=⇒
T

zn=⇒
T

w2.

Por ejemplo, consideremos el sistema semi-Thue que resulta de tomar el
alfabetoΣ = {a, b} y T compuesto por las siguientes dos producciones:ab →
bbb, bb → λ, dondeλ denota la hilera nula (esto es,T = {(ab, bbb), (bb, λ)}, con
cualquier axioma inicialΛ. Entonces, fácilmente se comprueban los siguientes
hechos:

1. abbab
∗

=⇒
T

bbbbbbb,

2. babb
∗

=⇒
T

b,

3. Es falso queabbabbb
∗

=⇒
T

bbbb.

Definición 10 Definimos el lenguaje generado por el sistema semi-Thue(T,Λ),
el cual denotaremos porL(T,Λ), mediante

L(T,Λ) =
{
w ∈ Σ∗ : Λ

∗
=⇒
T

w
}
.
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Puede observarse que cada sistema semi-Thue(T,Λ) sobre un alfabetoΣ
define a la vez un sistema lógico formalL = L(T,Λ), en el cualΛ es el único
axioma deL y las reglas de inferencia son precisamente las producciones deT .
Bajo esta asociación, para cualquier hilera no nulaw deΣ, son equivalentes las
frases

w ∈ L(T,Λ) ⇐⇒ ⊢L w.

Consideremos el siguiente problema de decisión: dado un sistema semi-Thue
(T,Λ) sobreΣ y dadaw una hilera no nula deΣ, >será cierto quew ∈ L(T,Λ)?
Este problema de decisión es recursivamente irresoluble, como se constataa
continuación.

Teorema 11 (Post) Existe un sistema semi-Thue(T,Λ) tal que el problema de
decisión >w ∈ L(T,Λ)? es recursivamente irresoluble.

Demostración: (Basada en Davis [3]) Seag una función recursiva cualquiera y
seaMg una máquina de Turing que evalúa ag en la forma estándar. Supongamos
que los estados deMg sonq0, q1, . . . , qr y queMg se detiene (cuando lo hace)
solamente en el estadoqr. Seans0 = 0, s1 = 1, s2, . . . , sk los símbolos de
Mg. Seam ∈ N. Construimos el sistema semi-Thue(TMg

,Λm) de la siguiente
manera:9

a. Alfabeto: Σ = {q0, . . . , qr, s0, . . . , sk,#}.

b. Axioma Λm: #q00m#, dondem = 11 · · · 1 (m+ 1 veces).10

c. Producciones deTMg
:

• Por cada quíntuplo11 deMg de la forma(q, s, s′, R, q′), tendremos
las siguientes dos producciones:

(qs, s′q′) ∈ TMg
, (q#, s′q′#) ∈ TMg

.

9El sistema semi-Thue(TMg
,Λm) que estamos construyendo se encargará de imitar “en papel

y lápiz” el comportamiento de la máquina de TuringMg. El símbolo adicional “#” denotará el
principio o final de la cinta deMg, que como se recordará es potencialmente infinita en ambas
direcciones.

10La interpretación de este axioma es simplemente poner a la máquina de TuringMg a calcular,
empezando en el estadoq0 y frente al enterom.

11El esquema empleado aquí para denotar los quíntuplos de las máquinas de Turing es el si-
guiente: los quíntuplos son de la forma(q, s, s′, D, q′), dondeq es el estado actual deMg, s es el
símbolo leído de la cinta,s′ es el símbolo que escribeMg en la cinta en reemplazo des, D es la
dirección de la cinta hacia la cual se mueve un cuadro la cabeza deMg (“R” de “right” o “L” de
“left”), y finalmenteq′ es el nuevo estado en que entraMg luego de realizar esta acción.
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• Por cada quíntuplo deMg de la forma(q, s, s′, L, q′) y cada símbolo
u, tendremos la producción:

(uqs, q′us′) ∈ TMg
.

• Por cada quíntuplo de la forma(q, 0, x′ 6= 0, L, q′) y cada símbolo
u, tendremos la producción:

(uq#, q′us′#) ∈ TMg
.

Con esta construcción fácilmente se comprueba que

#qr0u# ∈ L(TMg
,Λm) ⇐⇒ g(m) ↓ y g(m) = u.

Tomemos ahora la funcióng dada por

g(m) =

{
0 , sim ∈ K
↑ , sim /∈ K,

dondeK es el conjunto de Gödel (el cual es recursivamente enumerable pero no
recursivo) y consideremos la máquinaMg correspondiente, que evalúa ag con
los requisitos señalados. Obtenemos un sistema semi-Thue(TMg

,Λm) tal que

#qr01# ∈ L(TMg
,Γm) ⇐⇒ m ∈ K.

Tomemos ahora el inverso del sistema(TMg
,Λm), que consiste en el sistema

semi-Thue(T,Λ) dado por:

1. Alfabeto: el mismoΣ.

2. Axioma: Λ = #qr01#.

3. Producciones:(α, β) ∈ TMg
⇐⇒ (β, α) ∈ T .

Obtenemos entonces:#q00m# ∈ L(T,Λ) ⇐⇒ m ∈ K. Por consiguiente,
el problema de decisión para el sistema semi-Thue(T,Λ) es indecidible, puesto
que el problema de decisión ¿m ∈ K? es indecidible, en virtud queK no es
recursivo.

Lo anterior justifica la existencia de sistemas lógicosL con problemas de de-
cisión recursivamente indecidibles, asunto que habíamos dejado pendientedesde
el teorema 1.
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9 Solución negativa al “Entscheidungsproblem”

Teorema 12 Todo sistema semi-Thueσ es trasladable hacia una lógica de primer
ordenFσ.

Demostración: Postergamos la demostración de este resultado unas líneas, con
el fin de no perder el hilo de los siguientes acontecimientos.

Corolario 13 Existe una lógica de primer orden cuyo problema de decisión es
recursivamente irresoluble.

Demostración: Se trata de una consecuencia del teorema precedente, en con-
junto con los teoremas 5 y 11.

Teorema 14 (Church, Turing) El problema de decisión paraF0 es recursiva-
mente irresoluble.

Demostración: Se trata de una consecuencia del teorema 10 y del corolario
precedente.

En lo que resta de esta sección nos dedicaremos a demostrar formalmente el
teorema 12.

Demostración del teorema 12:Haremos una adaptación de la construcción
realizada por Davis [3]. Seaσ = (T,Λ) un sistema semi-Thue sobre el alfabeto
finito Σ, con reglas de producciónT = {αi → βi : 1 ≤ i ≤ m} y axioma
Λ. Vamos a construir la lógica de primer ordenFσ asociada aσ, de la siguiente
manera:

CONSTANTES INDIVIDUALES DEFσ : las letras del alfabetoΣ.

SÍMBOLO DE FUNCIÓN DEFσ : ⋆, de grado 2 (el cual imitará enFσ la operación
de la concatenación enσ)

SÍMBOLOS DE PREDICADOS DEFσ : P , de grado 1 y “≡”, de grado 2.

Para cada palabraW sobre el alfabetoΣ, asociamos eltérminoW ′ deFσ en
forma recursiva de la siguiente manera:

a′ = a, ∀a ∈ Σ,

(Wa)′ = (W ′ ⋆ a′), ∀a ∈ Σ.
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Definimos la función de palabrasf mediantef(W ) = P (W ′). Claramente
la funciónf es recursiva. Los axiomas especializados deFσ serán escogidos de
tal manera que⊢σ W si y solo si⊢Fσ

f(W ), como sigue.

AXIOMAS ESPECIALIZADOS DEFσ :

(A1) (x1)(x1 ≡ x1).

(A2) (x1)(x2)[(x1 ≡ x2) ⊃ (x2 ≡ x1)].

(A3) (x1)(x2)(x3)[(x1 ≡ x2) ⊃ [(x2 ≡ x3) ⊃ (x1 ≡ x3)]].

(A4) (x1)(x2)[(x1 ≡ x2) ⊃ [(P (x1) ⊃ P (x2)]].

(A5) (x1)(x2)(x3)[(x1 ≡ x2) ⊃ ((x1 ⋆ x3) ≡ (x2 ⋆ x3))].

(A6) (x1)(x2)(x3)[(x1 ≡ x2) ⊃ ((x3 ⋆ x1) ≡ (x3 ⋆ x2))].

(A7) (x1)(x2)(x3)((x1 ⋆ (x2 ⋆ x3)) ≡ ((x1 ⋆ x2) ⋆ x3)).

(A8) P (Λ′).

(A9) (x1)(x2)[P (((x1 ⋆ α′
i) ⋆ x2)) ⊃ P (((x1 ⋆ β′

i) ⋆ x2)), para cada
i ∈ {1, . . . ,m}.

Vamos a demostrar que⊢σ W si y solo si⊢Fσ
P (W ′). Un término deFσ

se dice ser unaconstantesi no contiene variables individuales. SiX es una
constante, escribimos{X} para denotar la palabra obtenida deX al remover
todos los paréntesis y las estrellas⋆. Por ejemplo,{W ′} = W . Decimos que dos
constantesX, Y sonasociadassi {X} = {Y }. Luego, tendremos los siguientes
lemas.

Lema 15 SiX y Y son constantes, entonces⊢Fσ
(X ≡ Y ) si y solo siX y Y

son asociadas.

Demostración: Si X y Y son asociadas, entonces{X} = {Y }, de manera que
{X} y {Y } tienen el mismo largo. Si este largo es 1 o 2, el lema es obvio. Si
el largo es 3, luego{X} = {Y } = acb, cona, b, c ∈ Σ. Entonces, las únicas
posibilidades paraX, Y son(a⋆(b⋆c)), ((a⋆b)⋆c). Ahora, aplicando el axioma
especializado (A7), tendremos

⊢Fσ
(x1)(x2)(x3)((x1 ⋆ (x2 ⋆ x3)) ≡ ((x1 ⋆ x2) ⋆ x3)).
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Por otra parte, en virtud del esquema de axiomas (E4) para lógicas de primer
orden, tendremos además los siguientes tres teoremas deFσ:

⊢
Fσ

[(x1)(x2)(x3)((x1 ⋆ (x2 ⋆ x3)) ≡ ((x1 ⋆ x2) ⋆ x3))

⊃ (x2)(x3)((a ⋆ (x2 ⋆ x3)) ≡ ((a ⋆ x2) ⋆ x3))],

⊢
Fσ

[(x2)(x3)((a ⋆ (x2 ⋆ x3)) ≡ ((a ⋆ x2) ⋆ x3))

⊃ (x3)((a ⋆ (b ⋆ x3)) ≡ ((a ⋆ b) ⋆ x3))],

⊢
Fσ

[(x3)((a ⋆ (b ⋆ x3)) ≡ ((a ⋆ b) ⋆ x3)) ⊃ ((a ⋆ (b ⋆ c)) ≡ ((a ⋆ b) ⋆ c))].

Aplicando la regla delmodus ponenstres veces, obtenemos

⊢Fσ
((a ⋆ (b ⋆ c)) ≡ ((a ⋆ b) ⋆ c)),

esto es,⊢Fσ
(X ≡ Y ). El resultado para largos mayores que 3 se demuestra

usando inducción matemática, de manera similar. Finalmente, el recíproco se
obtiene de la observación que los axiomas especializados (A1) y (A7) sonlos
únicos que producen abiertamente equivalencias “≡”, las cuales ciertamente no
pueden ser engendradas por constantes no-asociadas. Por otra parte, los axiomas
del (A2) al (A6) producen equivalencias entre asociadas a partir deotras equiva-
lencias entre asociadas.

Lema 16 Si⊢σ W , entonces⊢Fσ
P (W ′).

Demostración: SeaW1, W2, . . . ,Wn una prueba deW enσ, dondeWn esW .
Mostraremos que, para cadai ∈ {1, . . . , n}, tendremos⊢Fσ

P (W ′
i ). Esto es

claramente cierto parai = 1, puesW1 esΛ. Supongamos que es cierto para
i = k, con k < n. Luego, para algún índicej, tendremosWk = QαjR,
Wk+1 = QβjR. Del esquema de axiomas (E4) de las lógicas de primer orden,
tendremos

⊢
Fσ

[(x1)(x2)[P (((x1 ⋆ α
′

j) ⋆ x2)) ⊃ P (((x1 ⋆ β
′

j) ⋆ x2))]

⊃ [P (((Q′ ⋆ α′

j) ⋆ R
′)) ⊃ P (((Q′ ⋆ β′

j) ⋆ R
′))]].

Esto, junto con el axioma (A9) y la regla delmodus ponens, nos brinda

⊢Fσ
[P (((Q′ ⋆ α′

j) ⋆ R
′)) ⊃ P (((Q′ ⋆ β′

j) ⋆ R
′))].

Por otra parte, del lema 15, tenemos

⊢Fσ
((QαjR)′ ≡ ((Q′ ⋆ α′

j) ⋆ R
′)).

Utilizando el axioma especializado (A4), obtenemos entonces

⊢Fσ
[P ((QαjR)′) ⊃ P ((Q′ ⋆ α′

j) ⋆ R
′)].
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Ahora, aplicando nuestra hipótesis de inducción y la regla delmodus ponensdos
veces, obtenemos

⊢Fσ
P ((Q′ ⋆ β′

j) ⋆ R
′).

Finalmente, aplicando el lema 15, el axioma especializado (A4), el esquema
de axiomas (E4) de las lógicas de primer orden y la regla demodus ponens,
obtenemos

⊢Fσ
P ((QβjR)′),

esto es,⊢Fσ
P (W ′

k+1).

Lema 17 SiX es una constante y⊢σ {X}, entonces⊢Fσ
P (X).

Demostración: Si X = {X}′, el resultado es consecuencia inmediata del lema
16. En caso contrario,X es un asociado deY = {X}′. Luego, de los lemas 15,
16 y la hipótesis, tendremos

⊢Fσ
(X ≡ Y ) , ⊢Fσ

P (Y ).

Aplicando el axioma especializado (A2), obtenemos

⊢Fσ
(Y ≡ X).

Aplicando el axioma especializado (A4), obtenemos

⊢Fσ
[P (Y ) ⊃ P (X)].

Finalmente, al aplicar la regla delmodus ponensa esta última expresión, obte-
nemos el resultado⊢Fσ

P (X).

Lema 18 SiX es una constante y⊢Fσ
P (X), entonces⊢σ {X}.

Demostración: El único axioma deFσ de la formaP (X), dondeX es una
constante, tiene la propiedad deseada. Por otra parte, para derivarP (X) en
Fσ, conX constante, deberán ser empleados los axiomas especializados (A4)
o (A9). Pero, en virtud del lema 15, el axioma (A4) puede producir aP (X)
como teorema solamente si ya conocemos que⊢Fσ

P (Y ), dondeY y X son
asociados. Por otra parte, el axioma (A9) puede producir aP (X) como teorema
solamente si{X} es una consecuencia de{Y } al aplicar una de las producciones
deσ y si ⊢Fσ

P (Y ).

Lema 19 ⊢σ W si y solo si⊢Fσ
P (W ′).

Demostración: Es clara, de los lemas 16 y 18. Esto completa la prueba del
teorema 12.
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10 Cálculos proposicionales parciales

El alfabeto de uncálculo proposicional parcialB consiste en los cuatro símbolos

– ⊃ [ ]

y en una infinitud numerable de símbolosp1, q1, r1, p2, q2, r2, p3, q3, r3, . . .
llamadosvariables proposicionales.

Una palabraW se dice ser unafórmula bien formada(abreviado a veces por
f.b.f.) de un cálculo proposicional parcialB si existe una secuencia de palabras
W1,W2, . . . ,Wn tal queWn esW y, para cadai ∈ {1, . . . , n}, se cumple alguna
de las siguientes condiciones:

(1) Wi es una variable proposicional, o bien

(2) Wi es[Wj ⊃ Wk], conj, k < i, o bien

(3) Wi es–Wj , conj < i.

Un cálculo proposicional parcialB tiene dos reglas de inferencia, a saber:

• Modus ponens: Esta regla de inferencia está gobernada por el predicado
de tres variablesR(Y,X1, X2), el cual es verdadero cuando y solo cuando
X2 es[X1 ⊃ Y ].12

• Sustitución: Regla de inferencia está gobernada por el predicado cuater-
narioS(Y,X, p,W ), el cual es verdadero cuando y solo cuandoY resulta
deX al reemplazar la variable proposicionalp en todas sus ocurrencias en
X por la fórmula bien formadaW .

SeaU un conjunto que contiene solamente dos objetos distintos. Estos ob-
jetos serán denotados porV y F y los llamaremosvalores de verdad.13 Una
función cuyo dominio consiste en un conjunto den-étuplos de valores de ver-
dad, y cuyos valores son siempreV o F , se llamafunción de verdad.

Con cada fórmula bien formadaW de un cálculo proposicional parcial aso-
ciaremos la función de verdad̃W , como sigue:

12Como en otros sistemas lógicos, la regla delmodus ponensestablece que si tenemos el teo-
rema⊢B [X1 ⊃ Y ] y además tenemos el teorema⊢B X1 (el antecedente), entonces se infiere el
teorema⊢B Y (la consecuencia).

13En la interpretación del cálculo proposicional parcial, las letrasV y F significan simplemente
“Verdadero” y “Falso”.
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(1) Si W es una variable proposicional, entonces̃W es la función identidad
de una variable.

(2) SiW es[B ⊃ C], entonces̃W esF solamente para aquellos argumentos
que haceñB = V y C̃ = F . En los otros casos,̃W = V .

(3) SiW es–B, entonces̃W esV cuando y solamente cuandõB esF .

Una fórmula bien formadaW se dice ser unatautologíasi W̃ solamente
toma el valorV . Inmediatamente tendremos:

Teorema 20 En un cálculo proposicional parcial, la clase de las tautologías es
recursiva.

Demostración: Es fácil comprobar en forma algorítmica si una fórmula bien
formadaW es una tautología, utilizando por ejemplo una tabla de verdad.

Nuestra estipulación final concerniendo a los cálculos proposicionales par-
ciales es que solamente pueden tener un número finito de axiomas,cada uno de
los cuales es una tautología. Inmediatamente tendremos el siguiente resultado.

Teorema 21 En un cálculo proposicional parcial, cada teorema es una tau-
tología.

Demostración: Los axiomas son tautologías. Además, es evidente que las dos
reglas de inferencia (modus ponensy sustitución) preservan la propiedad de ser
tautología.

Un cálculo proposicional parcial muy particular esB0, denominado elcál-
culo proposicional parcial canónico, o a veces llamado simplemente elcálculo
proposicional, cuyos axiomas son las siguientes fórmulas bien formadas:

(C1) [p1 ⊃ [q1 ⊃ p1]].

(C2) [[p1 ⊃ [q1 ⊃ r1]] ⊃ [[p1 ⊃ q1] ⊃ [p1 ⊃ r1]]].

(C3) [[–q1 ⊃ –p1] ⊃ [p1 ⊃ q1]].

Definición 11 Un cálculo proposicional parcialB se dice ser completo si toda
tautología deB es un teorema deB.

Corolario 22 SeaB un cálculo proposicional parcial y completo. Entonces, el
problema de decisión paraB es recursivamente resoluble.
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Demostración: Inmediato, de los teoremas 20 y 21.

Uno de los resultados fundamentales de la lógica moderna es el siguiente.

Teorema 23 (Kalmar) B0 es completo.

Demostración: No la veremos aquí. Una demostración corta y elegante de este
resultado puede consultarse en la obra de Church “Introduction to Mathematical
Logic” (ver [2]).

Estos resultados nos podrían conducir a la creencia errónea que, dentro del
dominio de los cálculos proposicionales parciales, no existirá ningún problema
de decisión recursivamente irresoluble. No obstante, Linial y Post fueron los
primeros en demostrar que, por el contrario, sí existe un cálculo proposicional
parcial cuyo problema de decisión es recursivamente irresoluble. Ese resultado
se obtiene como una consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 24 (Linial, Post) Todo sistema semi-Thueσ = (T,Λ) con un alfabeto
de dos letras es trasladable hacia un cálculo proposicional parcial.

Demostración: Seguiremos el enfoque de Davis (ver [3]), que a la vez es una
adaptación de la prueba original de Linial y Post (ver [9]). SeaΣ = {1, b} el
alfabeto deσ, seaΛ el axioma deσ y seanQαiR → QβiR, i = 1, 2, . . . ,m, las
producciones deσ. Construiremos un cálculo proposicional parcial que “imita”
el comportamiento del sistema semi-Thueσ. Empezamos definiendo:

1′ = – – [–p1 ⊃ –p1]
b′ = – – – –[–p1 ⊃ –p1]

(W1)′ = [W ′&1′]

(Wb)′ = [W ′& b′],

donde por[A&B] entenderemos– [A ⊃ –B]. Luego, siW es cualquier palabra
sobre{1, b}, la fórmula bien formadaW ′ es una tautología. Definimos el cálculo
proposicional parcialBσ que tenga los siguientes seis axiomas:

(B1) [[p1& [q1& r1]] ⊃ [[p1& q1] & r1]].

(B2) [[[p1& q1] & r1] ⊃ [p1& [q1& r1]]].

(B3) [[p1 ⊃ q1] ⊃ [[q1 ⊃ p1] ⊃ [[r1& p1] ⊃ [r1& q1]]]].

(B4) [[p1 ⊃ q1] ⊃ [[q1 ⊃ p1] ⊃ [[p1& r1] ⊃ [q1& r1]]]].
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(B5) Λ′; [p1 ⊃ p1].

(B6) [[[p1&αi] & qi] ⊃ [[p1&βi] & q1]], parai = 1, 2, . . . ,m.

Sin mucha dificultad se verifica que cada uno de estos axiomas es una tautología.
Diremos que una palabraX esregular si existe una secuencia finita de palabras
X1, X2, . . . ,Xn, dondeXn = X, tal que, para cadai ∈ {1, . . . , n}, o bienXi

es1′ o b′, o bienXi es[Xj &Xk], paraj, k < i. Luego,W ′ es siempre regular,
como también lo es por ejemplo la palabra[[1′& b′] & [b′&1′]].

Si X es una palabra regular, definimos<X> como la palabra definida so-
bre{1, b} obtenida al reemplazar primero todas las ocurrencias deb′ enX por
b, luego reemplazando todas las restantes ocurrencias de1′ por 1 y finalmente
removiendo todas las ocurrencias de “[”, “]” y “&”. Diremos que dos palabras
regularesX y Y sonasociadassi<X> = <Y >.

Como parte de la demostración del teorema tendremos los siguientes cinco
lemas:

Lema 25 SiX y Y son asociadas, entonces⊢Bσ
[X ⊃ Y ] y también⊢Bσ

[Y ⊃
X].

Demostración: Por inducción matemática sobre el número de símbolos, em-
pleando los axiomas (B1) a (B4).

Lema 26 Si W2 es una consecuencia deW1 por medio de una de las produc-
ciones deσ y ⊢Bσ

W ′
1, entonces⊢Bσ

W ′
2.

Demostración: SeanW1 = QαiR, W2 = QβiR. Entonces, tendremos

⊢Bσ
(QαiR)′.

En virtud del lema 25,

⊢Bσ
[(QαiR)′ ⊃ [[Q′&α′

i] &R′]].

Aplicando el axioma (B6), tendremos entonces

⊢Bσ
[[[(Q′&α′

i] &R′] ⊃ [[Q′&β′
i] &R′]].

Aplicando el lema 25 otra vez, obtenemos

⊢Bσ
[[[(Q′&β′

i] &R′] ⊃ (QβiR)′.

Luego, aplicando la regla delmodus ponenstres veces, obtenemos

⊢Bσ
(QβiR)′,

esto es,⊢Bσ
W ′

2.
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Lema 27 Si⊢σ W , entonces⊢Bσ
W ′.

Demostración: Λ′ es un axioma y luego también un teorema. El resultado en-
tonces se sigue del lema 26.

Lema 28 SiX es regular y⊢Bσ
X, entonces⊢σ <X>.

Demostración: El único axioma deBσ que es regular esΛ′. Las aplicaciones
de la regla de sustitución en los axiomas (B1) a (B4) y (B6), así como las subse-
cuentes aplicaciones de la regla delmodus ponens, pueden brindar solamente
palabras regulares a partir de palabras regulares. Los axiomas (B1) y(B2)
pueden ir solamente de una palabra a una de sus asociadas. El axioma (B6)
puede producir la palabra regularY como teorema deBσ solamente si<Y > es
una consecuencia de<X> por medio de una de las producciones deσ y además
ya hemos tenido⊢Bσ

X. Finalmente, los axiomas (B3) y (B4) no alteran nada
importante, pues en un sistema semi-Thue cuandoR es una consecuencia deQ
entoncesSR es una consecuencia deSQ y RS es una consecuencia deQS.

Lema 29 ⊢σ W si y solo si⊢Bσ
W ′.

Demostración: Es una clara consecuencia de los lemas 27 y 28.

El lema 29, junto al hecho que la funciónf(W ) = W ′ es claramente recur-
siva, completa la demostración del teorema 24.

Teorema 30 (Linial, Post) Existe un cálculo proposicional parcial cuyo pro-
blema de decisión es recursivamente irresoluble.

Demostración: Consecuencia directa de los teoremas 24, 5 y 11.

Seaσ0 un sistema semi-Thue sobre un alfabeto finitoΣ con problema de
decisión recursivamente indecidible. Entonces, el cálculo proposicional parcial
Bσ0

construido a partir deσ0 también tiene problema de decisión recursivamente
indecidible. SeaW una palabra enΣ y considérese el cálculo proposicional
parcialR(W ) que se obtiene tomando los axiomas deBσ0

y adicionalmente los
siguientes tres axiomas especializados:

(B7) [W ′ ⊃ [p1 ⊃ [q1 ⊃ p1]]].

(B8) [W ′ ⊃ [[p1 ⊃ [q1 ⊃ r1]] ⊃ [[p1 ⊃ q1] ⊃ [p1 ⊃ r1]]]].

(B9) [W ′ ⊃ [[–q1 ⊃ –p1] ⊃ [p1 ⊃ q1]]].
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Tendremos entonces el siguiente resultado, conocido como lacomplexión
relativa de un cálculo proposicional parcial incompleto, atribuido a Linial y
Post.

Teorema 31 ⊢Bσ0
W ′ s y solo siR(W ) es completo.

Demostración: Si ⊢Bσ0
W ′, entonces⊢R(W ) W ′. Luego, aplicando la regla

delmodus ponensa los axiomas (B7), (B8), (B9), tendremos que los axiomas de
B0 son teoremas deR(W ). Consecuentemente, todas las tautologías deB0 al
ser teoremas deB0, serán también teoremas deR(W ).

Recíprocamente, supongamos queR(W ) es completo. Entonces, en par-
ticular tendremos⊢R(W ) W ′. Ahora, los axiomas (B7), (B8), (B9) son útiles
como el antecedente de una aplicación de la regla delmodus ponensen la prueba
deW ′. Si fuéramos a aplicar la regla delmodus ponensa estos axiomas para
derivar una fórmula más corta, entoncesW ′ o bien el resultado de sustituir en
W ′ deberán estar disponibles. Pero los axiomas (B1) al (B6) no arrojan unre-
sultado proveniente de sustituir enW ′ excepto a través de la misma prueba de
W ′. Luego,W ′ puede ser demostrado sobre la base de los axiomas (B1) a (B6)
solamente, esto es,⊢Bσ0

W ′.

La consecuencia de lo anterior es asombrosa: en general no es posiblede-
cidir mediante un procedimiento mecánico si un cálculo proposicional parciales
completo o no es completo. Efectivamente, tendremos:

Corolario 32 (Post) El problema de determinar si un cálculo proposicional par-
cial B es o no completo, es recursivamente irresoluble.

Demostración: Es una consecuencia inmediata del teorema 31.

Finalizamos este artículo analizando otro problema de decisión clásico, en
relación a los cálculos proposicionales parciales: la cuestión de la independencia
o no independencia de sus axiomas y el teorema de Linial-Post de 1949.

Definición 12 Un cálculo proposicional parcialB se dice ser independiente si
ningún axiomaA de B es un teorema en el cálculo proposicional parcialB

′

obtenido a partir deB suprimiendoA de los axiomas deB.

Seaσ0 un sistema semi-Thue como el anteriormente considerado (con pro-
blema de decisión recursivamente indecidible) sobre el alfabetoΣ = {1, b} y sea
W una palabra cualquiera sobreΣ. Consideremos el cálculo proposicional par-
cial BW consistente en los mismos axiomas de Bσ0

y en adición los siguientes
dos axiomas especializados:
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(B7’) – –[p1 ⊃ p1].

(B8’) [W ′ ⊃ – –[p1 ⊃ p1]].

Tendremos, entonces el siguiente resultado, obtenido por Linial y Post [9] en
1949:

Teorema 33 ⊢Bσ0
W ′ si y solo siBW no es independiente.

Demostración: Supongamos primero que⊢Bσ0
W ′. SeaDW el cálculo proposi-

cional parcial obtenido a partir deBW al suprimir el axioma (B7’) deBW . En-
tonces,⊢DW

W ′. Luego, aplicando el axioma (B8’) y la regla delmodus ponens,
tendremos⊢DW

– –[p1 ⊃ p1], de dondeBW no es independiente.
Recíprocamente, supongamos queBW no es independiente. Ahora, es rela-

tivamente fácil establecer queBσ0
es independiente. Más aún, al adicionarle el

axioma (B7’) aBσ0
no cambia nada esencial: solamente las palabras obtenidas

por sustitución directa en el axioma (B7’) serán teoremas nuevos. Luego, ⊢DW

– –[p1 ⊃ p1], pues ninguno de los axiomas (B1) al (B6) es derivable cuando
el axioma (B8’) se adiciona. Pero– –[p1 ⊃ p1] no es regular, de donde este
teorema deDW debió ser obtenido específicamente del axioma (B8’) y la regla
del modus ponens. En consecuencia, deberemos tener el antecedente⊢DW

W ′.
Luego,⊢Bσ0

W ′.

La consecuencia de este resultado es también asombrosa: en general noes
posible constatar algorítmicamente la independencia de los axiomas, en un cál-
culo proposicional parcial.

Corolario 34 (Linial, Post) El problema de determinar si un cálculo proposi-
cional parcialB es o no independiente, es recursivamente irresoluble.

Demostración: Si suponemos lo contrario, entonces existiría un procedimiento
recursivo para establecer la veracidad o falsedad de la afirmación “BW no es in-
dependiente”, del enunciado del teorema 33. Pero en consecuencia,también
dispondríamos de un procedimiento recursivo para establecer la veracidad o
falsedad de la afirmación “⊢Bσ0

W ′” del mismo teorema 33. Sin embargo,
esto implicaría que el cálculo proposicional parcial Bσ0

es completo, cosa que es
falsa de antemano.
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