¥y ¥ ¥y

- Revista de Matematica: Teoria y
REV'I Sta de Aplicaciones

43 ISSN: 1409-2433
mta.cimpa@ucr.ac.cr
Universidad de Costa Rica
Costa Rica

MARTINEZ, IVETH; PIZA, EDUARDO
PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS
FORMALES
Revista de Matematica: Teoria y Aplicaciones, vol. 23, nim. 1, enero, 2016, pp. 11-39
Universidad de Costa Rica
San José, Costa Rica

Disponible en: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=45343487001

Como citar el articulo

Numero completo Sistema de Informacién Cientifica

Mas informacion del articulo Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal
Pagina de la revista en redalyc.org Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto


http://www.redalyc.org/revista.oa?id=453
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=453
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=453
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=45343487001
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=45343487001
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=453&numero=43487
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=45343487001
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=453
http://www.redalyc.org

REVISTA DE MATEMATICA: TEORIA Y APLICACIONES201623(1) : 11-39
CIMPA—UCR  ISSN 1409-2433 (RINT), 2215-3373 (QLINE)

PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN
SISTEMAS LOGICOS FORMALES

DECISION PROBLEMS AND RECURSIVENESS IN
FORMAL LOGIC SYSTEMS

IVETH MARTINEZ* EDUARDO PizAT

Received: 30 May 2014; Revised: 28 Aug 2015;
Accepted: 30 Sep 2015

*IDEN, Universidad de Panama, Ciudad de Panama, Panama. E-Mail:
iveth.martinez@up.ac.pa
TCIMPA, Universidad de Costa Rica, San José, Costa Rica. E-Mailréogza@ucr.ac.cr

11


mailto: iveth.martinez@up.ac.pa
mailto: eduardo.piza@ucr.ac.cr

12 I. MARTINEZ —E. PIZA

Resumen

En la teoria de la recursion se dice que un problema de deasio
recursivamente resoluble si existe un procedimiento mecgrara re-
solverlo. Dentro del contexto de las légicas formalegreblema de de-
cision consiste simplemente en determinar si @ilvanula bien formada
cualquiera del sistema es, 0 no es, un teorema.

En este trabajo se analizan, entre otros asuntos, primetagdamoso
problema de decisién de lagica candnica de primer ordef, (también
llamadoEntscheidungsproblendesde una perspectiva moderna. Luego
se estudian los problemas de decision dedgias proposicionales par-
ciales Se aprovecha el desarrollo alcanzado por la teoria de Uasién
y de los sistemas productivos semi-Thue, luego de los walig Post y
Kleene en los afios 40's y de Davis en la década de los 70'g embs,
para explicar una solucion a estos problemas de decision.

Palabras clave: problemas de decision, légicas formales, l6gicas de primer or-
den, I6gicas proposicionales parciales, Entscheidungsproblem, sigirmdas-
tivos semi-Thue.

Abstract

The recursion theory states that a decision problem is se@ly solv-
able if there is a mechanical process to solve it. Within tbetext of
formal logic, the decision problem consist to determine tvbeanywell-
formed formuleof the system is a theorem or not.

This paper first discusses, among other things, the famaldgm
of decision of thecanonical first-order logicF, (also calledEntschei-
dungsproblemfrom a modern perspective. Then we study the decision
problem of thepartial propositional logics It exploits the development
achieved by recursion theory and semi-Thue productioresysafter the
work of Post and Kleene in the 40’s and Davis in the early 7&8spng
others, to explain a solution to these decision problems.

Keywords: decision problems, formal logic, first-order logic, Entscheidungs-
problem, partial propositional logics, semi-Thue production systems.

Mathematics Subject Classification:03D80, 03D03, 03D25, 03B05, 03B10,
03B25.

1 Introduccion
En pocas palabras, eroblema de decisiépara una légica de primer orden

consiste en determinar si una férmula bien formada cualquiera dentistdela
€S 0 no es un teorema. Se dice que un problema de decisiéougsivamente
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PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS. 13

resolublesi existe un procedimiento efectivo (esto es, una lista de instrucciones
0 un algoritmo que no requiera de ninguna ingeniosidad para ser ejecpéado
resolverlo.

Dentro de las instancias de logicas de primer orden, quizds la mas estu-
diada es la fbgica candnica de primer orded,, también llamadal calculo
de predicados restringidgpor Hilbert y Ackermann, mientras que Church la
denominaba él célculo funcional puro de primer ordén La importancia de
Fo proviene del resultado, bien conodldesde principios del siglo XX, que
establece que si el problema de decision p&yaes recursivamente resoluble
entonces también lo es el de cualquier l6gica de primer orden.

Ya Hilbert y su reconocida Escuela Formalista dominaban intuitivamente
este importante resultado, aun antes de la apariciéon y desarrollo formal de la
teoria de la recursion, a mediados del siglo XX. Acerca de este problenetHilb
lleg6 a declarar que el problema de decision payéeferido en aleman como el
“Entscheidungsprobleinque significa simplementproblema de decisigrera
el problema central de la I6gica matematica. Subsecuentemente se realiz6 mucha
investigacion dirigida a buscar una solucion positiveischeidungsproblem

Algunos resultados preliminares para subclase&garrojaron resultados
positivos, alimentando la errénea esperanza qisnticheidungsproblefuera
recursivamente resoluble y que el menor avance en cualquier dirgecion
naria resolviendo positivamente el problema. Sin embargo, en 1936 tamichCh
como Turing demostraron precisamente lo contrario, en forma independiente
uno del otro: jeEntscheidungsproblems recursivamente irresoluble! Church
utilizé la técnica deh-calculo, mientras que Turing introdujo sus ahora célebres
magquinas tedricas para resolver este problema.

Analizaremos aqui dEntscheidungsproblem otros problemas asociados,
entre ellos los problemas de decision, completitud e independencia ldgitas
cas proposicionales parcialeslesde la perspectiva moderna de la teoria de la
recursion y de losistemas productivos semi-Thuetroducidos por Post en la
década de los 40's.

2 Logicas formales y sus aritmetizaciones

Trabajaremos con objetos matematicos abstractos tales como “palabras”, “pr
dicados de palabras” y funciones sobre conjuntos de palabras. Eembtesala
siguientearitmetizaciénde estos objetos matematicos abstractos:

'Aunque de manera intuitiva, ya que la teoria de la recursion ain no esthitiantemente
desarrollada para aquel entonces, lo que obstaculizaba la formatizietidoncepto de “problema
de decision”.
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14 I. MARTINEZ —E. PIZA

e Si ¥ = {ap,a1,...} es el alfabeto (finito o numerable) de simbolos, a
cada simbola; le asociamos el nimero Godgl;) := 2i + 1.

e Siu = aj,a;, - - a;, €S ungpalabra(esto es, concatenacion de simbolos
sobreY), le asociamos el nimero Godeh:) definido por

o(u) == Hpi(ai’“)v
k=0

dondepy, es elk-ésimo nimero primo, esto g% = 2, p; = 3, p2 = 5,
.., etc.

Un conjuntoU de palabras sobrg se dice que eeecursivosi el conjunto
asociadd(* de los numeros Goédel de todas las palabral ds recursivo. Una
funcion f entre conjuntos de palabras, U — V, se dice que ecursivasi su
funcion asociadg™* es recursiva, dondg : U* — V* es tal que

[ (o(w)) == o(f(u), Yuel.

Emplearemos libremente la teoria de las funciones parcialmente recursivas.
Por® denotamos la clase de las funciones parcialmente recursivas. Escribimos

R ={o":iecNneN\{0}},

donde%(”) denota lai-ésima funcion parcialmente recursivaaria.
Empezamaos definiendo lo que son fistemas l6gico formaley dentro de
ellos los conceptos primitivos siguientesxiomas reglas de inferenciaconse-

cuencia prueba etapa de una pruebgteorema

Definicion 1 Por una Idgical (o sistema logico formal) entenderemos:
(a) Un conjunto recursivo de palabrds, llamado los axiomas dé.

(b) Un conjunto finito de predicados recursivos de palabras, ninguno de los
cuales es 1-ario, llamados reglas de inferencialde

CuandoR es una regla de inferencig + 1)-ariade £, yR(Y, X, ..., X,,) es
verdadera, entonces diremos gdees una consecuenciadg, ..., X, ent, a
través de la regla de inferencia.

Definicion 2 Una sucesion finita de palabrak;, Xs, ..., X,, se llama una
prueba en la légiceC si, para cadal < i < m, se cumple:
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PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS. 15

(a) O bienX; es un axioma dé€,

(b) O bien existen enterag, jo, ..., jr < i tales queX; es una consecuencia
l6gica de X;,, Xj,, ..., Xj, enL a través de alguna de las reglas de
inferencia deC.

Cada una de las palabraX; es llamada una etapa de la prueba.

Definicion 3 Decimos qué? es un teorema dé€, o quelV es demostrable en
L,y escribimos
Fe W

si existe una prueba efi cuya etapa final sedl. Esta prueba es entonces
llamada una prueba d& en ..

3 Problema de decision de una l6gica formal

Definicién 4 Dada una légica formal, al conjunto de todos los nimeros Gédel
correspondientes a los teoremas £ldo denotamos pof’; (“conjunto engen-
drado” por £), esto es:

Ty :={o(W): Fz W}

Es bien conocido qu&; es un conjuntaecursivamente enumerablesto
es, existe un procedimiento efectivo para ir enumerando los teoremasiie
detras de otro. Este hecho no lo vamos a demostrar en este trabajo. El lector
interesado en la demostracion puede consultar Piza [10]. No obstahézhel
que T sea recursivamente enumerable no nos brinda un método eficaz para
decidir si una férmula bien formada arbitraiid es un teorema efi o no lo es.
La dificultad surge al buscd#” dentro de la lista de teoremas recursivamente
enumerados dé, pues en caso qué& no aparezca en la lista de los primeros
teoremas generados, no tendremos manera de establBcessi no un teorema
de L. Extenderemos la definicion de problema de decision fata la siguiente
manera:

Definiciéon 5 Por “el problema de decision para la 16gic&’ entenderemos el
problema de determinar, para una palabra cualquiera dada, si es amteo-
rema del. Diremos que el problema de decisién para una légicas recursi-
vamente resoluble §i; es recursivo. De otra forma, diremos que el problema
de decision d& es recursivamente irresoluble.
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16 I. MARTINEZ —E. PIZA

En la década de los afios 40 Emil Post introdujo los llamagtemas com-
binatorios o sistemas semi-Thue demostré que, dado cualquier conjunto re-
cursivamente enumerablé¢, es posible construir una légica cuyo conjunto
engendradd’; coincida conA. Como consecuencia de lo anterior, podemos
enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1 Existe una logical cuyo problema de decision es recursivamente
irresoluble.

Demostracion: Los detalles de la construccion de esta légica los veremos en
el teorema_11. Aqui solamente nos adelantamos comentando que ladogica
obtenida correspondera a sistema semi-Thuasociado con el conjuntd de
GOodel,

K= {z: ¢ (x) 1},
conjunto que es bien sabido que es recursivamente enumerable percenare
sivo. -

4 Légicas de primer orden

El alfabeto de un&gica de primer order¥ contiene a los 7 simbolds

- 2> ] ()

También en el alfabeto habra una infinidad numerable de simbolos llamados
variables individualeslas cuales las escribiremos como

m? y7 Z?x17y172:17$27y27227 AR

Los simbolos restantes son le@nstantes individualedos simbolos de predi-
cadosy los simbolos de funcionesCada simbolo de predicado o de funcion
esta asociado con un entero mayor o igual a 1, llamadpaglo del simbolo
en cuestion, que corresponde al nimero de argumentos del misnmsinbato
individual entenderemos o bien una variable individual o bien una constante in-
dividual.

Por lo general nuestro desarrollo sera elaborado en términos de betalfa
fijo y numerableng, a1, as, ... Supondremos ademas que los conjuntos corres-
pondientes a las variables individuales, las constantes individualefinlosles

2En este trabajo emplearemos el simbof’ ‘para denotar al simbolo condicional (“truth-
functional condicional”), denotado en otros contextos con el simbeldd con el simbolo ="
Lo anterior debido a utilizaremos estas Ultimas notaciones de flechas éstdosas semi-Thue.
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PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS. 17

de predicados y los simbolos de funciones son todos recursivosn@eptos
ademas que es posible determinar de manera recursiva cual es etlgrado
predicado o de una funcion.

Decimos que una palabtg es untérminode una logica de primer orden
JF si existe una secuencia de palabis ...X, tal queX,, esX y, para cada
i € {1,...,n} se cumple una de las siguientes condiciones:

(a) X; es un simbolo individual, o bien

(b) X; esa(Xj,,...,Xj,), dondejy, ..., jm < 7Yy a es un simbolo de
funcion de gradon.

Decimos que una palabV& es undérmula bien formadgque abreviaremos
por f.b.f.) de una lIégica de primer ordén si existe una secuencia de palabras
Wh, ..., W, talqueW,, esWy, paracada € {1,...,n} se cumple una de las
siguientes condiciones:

(c) Wiyesp(Xy,...,X,), dondeXy, ..., X, son términos y es un simbolo
de predicado de grade, o bien

(d) W; es[W; > Wy], dondeyj, k < i, 0 bien
(e) W; es—IV;, dondej < i, 0 bien
(f) W; es(v)W;, dondej < iy v es una variable individual.

En el caso de un simbolo de funcién o de un predicado de grado 2, usual-
mente escribiremoSXaY') en vez dex(X,Y).
Una légica de primer orden tiene dagjlas de inferenciga saber:

e MoDUS PONENS Esta regla de inferencia esta gobernada por el predicado
deES variableX (Y, X1, X»), el cual es verdadero si y soloXp es[X; D
Y]

e GENERALIZACION: Esta regla de inferencia esta gobernada por el predi-
cadoY (Y, X), el cual es verdadero si y solo¥ies(v) X, dondev es una
variable individuall

3Intituivamente, la regla de inferencia dabdus ponensstablece que si tenemos el teorema
F+ [X1 D Y]y ademas tenemosy X, entonces también tendremosg Y.

“Intituivamente, la regla de inferencia deneralizaciérestablece que si tenemos el teorema
4 X y v es una variable individual, entonces también tendremos el teorgnia) X .
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18 I. MARTINEZ —E. PIZA

No es dificil verificar que estas reglas de inferencia son predicadosigos
de palabras. Decimos que una ocurrencia de una variable individeraluna
f.b.f. W es unaocurrencia acotadasi se trata de una parte bien formada de
W de la forma(v)A. Una ocurrencia de en una f.b.f/W que no es acotada
es llamadeaocurrencia libre Una f.b.f. en la cual ninguna variable individual
tenga alguna ocurrencia libre se dice queesada Escribimos f.b.f.c. para las
f.b.f. cerradas.

Si W es una f.b.f.p es una variable individual X es un término, entonces
definimos elpredicado de sustitucié®(W, v, X)) como sigueS(W, v, X) es el
resultado de reemplazarpor X en todas las ocurrencias deen . Excep-
cion se hace cuandono es libre enX, en cuyo cas&(W, v, X') arroja como
resultaddi’.

Los axiomas de una légica de primer ordBimcluyen a todas las palabras
obtenidas al reemplazamor una variable individualX por un término, y4, B
y C por férmulas bien formadas en los siguientes cinco esquemas:

(E1) [AD [B D 4]].
(E2) [AD[BDOC||D[[ADB]|>[ADC].
(E3) [[-B > -A] D [A D B]].
(E4) [(v)A D 8(A,v, X)].
(E5) [(v)[A D B] D [A D (v)B]], siv no tiene ocurrencias libres eh
A modo de ejemplo del contexto en que estamos trabajando, analizamos a

continuacioén un primer resultado elemental, valido en cualquier I6gica de primer
orden.

Teorema 2 Sea¥ una légica de primer orden y se@una formula bien formada
deJ. Entoncest-5 [A D A].

Demostracion: Al reemplazarB por[A D A]y C por A en el esquema basico
(E2), obtenemos

Fe[[AD[[AD A DA DI[[AD[ADA] D[ADA]

Por otra parte, del esquema béasico (E1) obtenemos los siguientes dwsasor
triviales:
Fe[ADI[[ADA|DA] , Fg[AD[ADA].

El resultado entonces se obtiene de aplicar la reglendeius ponendos veces.
[
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PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS. 19

5 Légicas especializadas de primer orden

Adicionalmente a los 5 esquemas basicos E1-E5 generadores de axiomas, u
I6gica de primer ordeff contiene un numerfinito (posiblemente ninguno) de
axiomas adicionales, todos los cuales son férmulas bien formadas cepsites

son llamados loaxiomas especializadale la l6gica.

Definicion 6 Sea¥ una l6gica de primer ordeny seaty, Ao, ..., A, féormulas

bien formadas cerradas dé. EntoncesJ (A, ..., A,) es la logica de primer
orden obtenida a partir d& al agregarle como axiomas especializados aquellas
formulasA,, ..., A, que no sean axiomas de

A continuacioén se establece la relacién fundamental entre los teoremas de
una légica especializada y sus correspondientes versiones en la ldgilsadio
origen.

Teorema 3 Sea¥F una légica de primer orden y setuna formula bien formada
cerrada deJ. Entoncesi-g(4) W siy solo si-5 [A D W].

Demostracion: Supongamos ques [A D W]. Entonces, tendremdsy )
[A D W]. Luego, en virtud que 54y A, aplicando la regla dehodus ponens
obtenemos-g4) W.

Reciprocamente, supongamos ¢ug4) W. Sealy, ..., W, una prueba
de W enJF(A), de manera quél,, esWW. Mostraremos que, para cadac
{1,...,n}, tendremos-54) [A D W;]. Para ello supongamos, como hipotesis
inductiva, que este resultado se sabe cierto para foeoi. Distinguiremos
varios casos:

Caso I: CuandolV; es A. Entonces[A D W;] es[A D A], que en virtud del
teoremdR se trata de un teoremaide

Caso II: CuandoW; es un axioma dé&. Entoncest-4 W,;. Empleando el es-
quema (E1) obtenemas;y [IW; D [A D W;]]. Por la regla deinodus ponens
tendremos-5 [A D W;].

Caso lll: CuandolV; es[W}, D W], paraj,k < i. Luego, por la hipotesis
inductiva, tendremos

|—g [A D) Wk] s |—§ [A D) [Wk D) WZH
Del esquema (E2), ademas tendremos

Fo[[A D [Wi D W] D [[AD Wi DA D W]
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20 I. MARTINEZ —E. PIZA

Entonces, aplicando la regla debdus ponendos veces, obtenemos finalmente
Fg [A D) W,]

Caso IV: CuandoWV; es(v)W;, paraj < i, dondev es una variable individual.
Aplicando la regla de generalizacion, obtenergsv)[A D W;]. ComoA es
una f.b.f.c., el esquema (E5) es aplicable, obteniéndose

Fg [(v)[A D W] D [A D (v)Wj]].

Aplicamos la regla deinodus ponengara obtener 5 [A O (v)WW;]], de donde
finalmente se deducey [A D W;]. Esto completa la prueba. [ ]

La generalizacion al caso de axiomas especializados es elemental y se
presenta en el siguiente corolario.

Corolario 4 Sea¥ una logica de primer ordeny seaty, Ao, ..., A, formulas
bien formadas cerradas d&. Luego,-g(4, 4,,...4,) W Siy solo si-5 [4; D
[A2 D - D[4, D W]---]].

Demostracion: Se aplica el teorema precedentgeces. [ |

6 Traslabilidad entre l6gicas formales

Uno de los mecanismos mas Utiles para poder comparar sistemas légicos for-
males es el concepto detlaslabilidad, el cual se introduce a continuacion.

Definicion 7 Seard y F dos logicas. Decimos quEes trasladable hacid’ si
existe una funcién de palabrgs recursivay 1-1, tal que para toda palabra:

La importancia de este concepto se pone de manifiesto en los siguientes
resultados.

Teorema 5 Sead una l6gica trasladable hacigd’ y suponga que el problema de
decision para#” es recursivamente resoluble. Entonces, el problema de decision
para JF es también recursivamente resoluble.

Demostracion: De las hipotesis, tenemos que el conjufitp es recursivo.
Seaf la funcion recursiva y 1-1 de palabras tal quge X siy solo sit-4
f(X). Recordemos que la funcidft (o(X)) := o(f(X) es también recursiva.
Entonces,

Ty={a: f(x) € Ty }.
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PROBLEMAS DE DECISION Y RECURSIVIDAD EN SISTEMAS LOGICOS. 21

Llamando pory y x’ las funciones caracteristicas fig y 7'y respectivamente,
obtenemos entonces gye= x’o(f*). Como por hipétesis tantg como f* son
recursivas, lo anterior pone en evidencia gques recursiva. Luego el conjunto
Ty s recursivo y por tant® es recursivamente resoluble. [ |

Teorema 6 SeaJ una ldgica trasladable haci&” y supongamos qug’ es
trasladable hacigF”’. EntoncesJ es trasladable hacig&”.

Demostracion: Existen funciones recursivas y 1-1 de palahfgsg tales que

F¢ X < by f(X),
Fo X <—  Fgg(X).

Seah = g o (f). Luegoh es recursiva y 1-1. Ademas, para cada palabrse
cumple:

Fe X = kg f(X)
— btgg(f(X)) <= Fg h(X). =

Teorema 7 Sea¥ una l6gica de primer orden y seaty, ..., A, formulas bien
formadas cerradas d€. Luego,J (A4, ..., A,) es trasladable haci&.

Demostracion: En virtud del corolarig4, solamente es necesario demostrar que
la funcién de palabrag dada por

JW)=[A1D[A2D---D[A, DW]---]]
€s recursiva, asunto cuya demostracion es rutinaria. []

Definiciébn 8 Decimos que una l6gica de primer ord@res no-especializada si
JF no tiene axiomas especializados.

Teorema 8 Toda légica de primer orden es trasladable hacia una logica de
primer orden no-especializada.

Demostracién: SeaJ una légica de primer orden y séd la I6gica de primer
orden no-especializada obtenida®al suprimirle los axiomas especializados.

Més aln, supongamos que los axiomas especializad6ssia A4, ..., A,.
EntoncesF = F'(44,...,A,). Luego, del teorem@l 7, tendremos diies
trasladable hacig’. [
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22 I. MARTINEZ —E. PIZA

7 Laldgica canonica de primer ordend,

Introducimos ahora la l6gica no-especializada de primer afgedenominada
I6gica candnica de primer ordel¥, tiene una infinidad numerable de constantes
individuales y, para cada entero> 1, ¥, tiene una infinidad numerable de sim-
bolos de funciones y predicados de gradoConcretamente, los siete simbolos

- > [1., ()

seran identificados comy, a1, as, a3, a4, as, ag, respectivamente. Ademas,
paran > 6, a,, denotara un&ariable individualsi o2(n) = 0y o1(n) es paﬁ,
mientras queu, denotara unaonstante individuabi o2(n) = 0y o1(n) es
impar. Luego, las variables individuales

w? y7 Z)x17y17zl7‘r27y27227 AR

son identificadas pat. 4,0y, ar(6,0)s @r(s,0): - - -» €tC. Finalmente, para > 6,
conoy(n) > 0, tendremos que cuandg(n) es par entonces, denotara el
simbolo de predicadde gradoio(n), mientras que cuande,(n) es impar,
entonces:,, denotara esimbolo de funciéde grado} (o2 (n) + 1).

Fy es esencialmente la légica denomina@adere Pradikatenkalktlpor
Hilbert y Ackermann, mientras que Church la denominaba&lculo funcional
puro de primer ordeh La importancia def, proviene del siguiente hecho.

Teorema 9 Toda Idgica de primer orden no-especializada es trasladable hacia
Fo.

Demostracion: Sead una légica de primer orden no-especializada. Definimos
la funcién recursivg> como sigue. Para cada buscamos el papel que juega el
simboloa,, dentro deJ:

e Sia, es uno de los siete simbolos’;“2>”, “[", “]", “,”, “ (", “)" de &,
entoncesp(n) tendra el valor 0, 1, 2, 3, 4, 5 0 6, respectivamente.

e Si p(z) esta definida para < n y a, es unavariable individualen J,
0 unaconstante individuaén &, o unsimbolo de predicadde gradom
end, o unsimbolo de funcidde gradan end, entonces definimog(n)
como el menor enterp tal quep(z) # p, parax < ny a, €s unavaria-
ble individualen ¥y, o unaconstante individuaén ¥, o unsimbolo de

*Aquim: N? — N es la funcion codificadora de Cantor dada pt, y) = z + (z + y)(z +
y+1)/2, mientras que Y o2 son las funciones decodificadoras de Cantor, caracterizadas por la
identidadn = w(o1(n), 02(n)), paratodar € N. Tantor comoo; Yy o2 son funciones primitivo
recursivas.
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Olay a1 as ag PSQ) é?’) Pég)
1 as as BY P PP p®
2 | as O(1) Pl(l) 1(2) P2(2) 2(3) P2(3)
3| e f1(2) P2(1) 2(2) P?EQ) :§3) P3(3)
4w £V PV P PP

5| ¢ ?El) Pil) zEZ) PéZ)

6 %o il) Pél) 5(2) P6(2)

7| ¢

8| 2

9

Figura 1: Radiografia deF,. Aqui PZ.(”) el el predicada-ésimo de grade, fi(") es
la funciéni-ésima de grada, c; es lai-6sima constante;;, y;, z; son las
variables-ésimas{=0,1,2,...),a9 = “=", a1 = “D", as = ‘[, a3 =T’
as="" a5 ="(", ag = ")".

predicadode gradaom enJj, o unsimbolo de funciéde gradon enF,
respectivamente.
Ahora, definimos la funcion de palabrd&§X') mediante
flarary - ar,) = Aop(r1)Gp(re) = " Qp(ry)-
Es claro quef es recursivay 1-1 y ademas satisface la condicion de traslabilidad:
Fe X <= tg, f(X). =

Teorema 10 Si el problema de decisién patd, es recursivamente resoluble,
entonces también lo es el de cualquier l6gica de primer orden.

Demostracién: Inmediato, de los teoremak5[6, Bly 9. [

El teorema precedente era ya bien conocido (necesariamente a nivel inf
mal) por Hilbert y su Escuela Formalista alin antes del desarrollo formal de la
teoria de las funciones recursivas. Sobre la base de este teoremg, déittharo
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que el problema de decision pafa (usualmente referido simplemente como el
Entscheidungsproblenera el problema central de la l6gica matematica. Sub-
secuentemente se realizd0 mucha investigacion dirigida a buscar una solucién
positiva alEntscheidungsproblemEn parte, estos esfuerzos tomaron la forma
de buscar reducciones del problema de decisionfaed correspondiente pro-
blema de decision para clases especiales de formulas bien formadas,@omo p
ejemplo, la clase de las férmulas bien formadas ddﬁtipo

(1) B2) (F3) (1) (y2) - - - (Yn) A,

dondeA es un término libre de cuantificadores. Otros trabajos consistieron di-
rectamente en demostrar que, para clases de formulas bien formadagzada
mayores, el problema de decisién podia ser resuelto. En particular, dalleg
demostrar que el problema de decision puede ser resuelto para la ctadagle
las formulas bien formadas del tipo

(3z1)(Fz2)(y1)(y2) - - - (yn) A,

dondeA es un término libre de cuantificadores. Estos resultados preliminares
alimentaron por un tiempo la conjetura errbnea qué&rgkcheidungsproblem

era recursivamente resoluble. Parecia ademas que el menor avanedogmner
direccion podria resolver el problema. No obstante, en 1936 d]wr'ﬁhringﬁ
demostraron al mismo tiempo (aunque de manera independiente y con métodos
muy diferentes el uno del otro) que el problema de decisibnpaeaa recursi-
vamente irresoluble.

8 Los sistemas combinatorios semi-Thue

El términosemi-Thudue introducido por Emil Post a principios de la década de
los afios 40, cuando introdujo ciertos sistemas combinatorios de genedacion
producciones que los bautizd con este nombre, en honor al matematiegaoru

®Aqui, por (3z;)W entenderemos(z;) —W.

’El articulo de Church se titulaba\“Note on the Entscheidungsproblemublicado en la
revistaThe Journal of Symbolic Logiwol. 1, pp. 40-41, 1936. Church emple6 su instrumental
de \-célculo.

8El articulo de Turing se titulabaOn Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsprobletpublicado en lo$roceedings of the London Mathematical Socisgyrie
2,vol. 42, pp. 230-265, 1936. Fue en este famoso articulo que Tiathoglujo por primera vez el
concepto de las maquinas que ahora llevan su nombre. Por aquetentdaring era apenas un
muchacho que acababa de terminar sus estudios de matematica & pretiichdo. Church quedd
tan bien impresionado con la metodologia empleada por Turing, que lo inediaar estudios
doctorales en Princeton bajo su tutela, cosa que Turing acepté gustoso.
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Thue, quien habia introducido algunas de las nociones preliminares @pin
del siglo XX.

Definicién 9 Un sistema formal semi-Thue es un par ordenéfio\), donde:

(a) T es un conjunto finito de pares ordenades ), cona y S hileras de
simbolos de un alfabeto finith, llamado el alfabeto del sistema. Los
pares ordenado$y, ) € T son llamados las producciones del sistema y
alternativamente se acostumbra escribirlos en la forma—= 3.

(b) A es una hilera no nula vy fija sobg. A A se le llama el axioma inicial
del sistema.

La interpretacion de la producciém“— §" es como sigue: seafiy
hileras de (posiblemente hileras nulas). Cuandg 3) € T', entonces escribi-
mos

day=0p5y

y decimos que la hilera 3~ esdirectamente derivablde la hilerad o:y. Sean
w1 Y wo dos hileras d&. Decimos quew, esderivabledew; y escribimos

w1q :*> w2
T
Siwy :T> ws, 0 bien existe una secuencia de hiletraszs, ..., z, sobreX tales

que
W] = 2] = 2 = -+ - = 2, = Wo.
T T T T T

Por ejemplo, consideremos el sistema semi-Thue que resulta de tomar el
alfabetoX = {a,b} y T compuesto por las siguientes dos produccionés:
bbb, bb — A, donde\ denota la hilera nula (esto &8,= {(ab, bbd), (bb, )}, con
cualquier axioma inicial\. Entonces, facilmente se comprueban los siguientes
hechos:

1. abbab:;> bbbbbbb,
2. babb =,
T

3. Es falso quebbabbb :T> bbbb.

Definicion 10 Definimos el lenguaje generado por el sistema semi-Thug ),
el cual denotaremos pat (7', A), mediante

L(T,A) = {w € 2*:A:;>w}.
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Puede observarse que cada sistema semi-Thu&) sobre un alfabetd
define a la vez un sistema logico formal= £(T, A), en el cualA es el Unico
axioma del y las reglas de inferencia son precisamente las producciornEs de
Bajo esta asociacion, para cualquier hilera no mutde X, son equivalentes las
frases

Consideremos el siguiente problema de decision: dado un sistema semi-Thue
(T, A) sobreX y dadaw una hilera no nula d&, >seré cierto que» € L£(T, A)?
Este problema de decisién es recursivamente irresoluble, como se canstata
continuacion.

Teorema 11 (Post) Existe un sistema semi-Th(i&, A) tal que el problema de
decision >w € L(T, A)? es recursivamente irresoluble.

Demostracion: (Basada en Davi$ [3]) Seauna funcidn recursiva cualquiera 'y
sealM, una maquina de Turing que evalGa en la forma estandar. Supongamos
que los estados d&/, sonq, q1, ..., ¢ Y queM, se detiene (cuando lo hace)
solamente en el estadp. Seansy; = 0, s; = 1, s9, ..., s; 10S simbolos de
M,. Seam € N. Construimos el sistema semi-Th(i&,,, A,,) de la siguiente
maner

a. Alfabeto: ¥ = {qo,...,qr, S0, .-, Sk, #}-
b. Axioma A,,: #qo0m#,dondem =11---1(m + 1 veces@
c. Producciones d€eT,:

e Por cada quintud@ de M, de la forma(q, s, s, R, ¢'), tendremos
las siguientes dos producciones:

(QS, S/q/) S T]V[g ) (Q#a Slq/#) S T]\/[g~

°El sistema semi-Thu€l', , A que estamos construyendo se encargara de imitar “en papel
y lapiz” el comportamiento de la maquina de Turihfy. El simbolo adicional #” denotara el
principio o final de la cinta dé/,, que como se recordara es potencialmente infinita en ambas
direcciones.

%L a interpretacion de este axioma es simplemente poner a la maquina dg Wyrmcalcular,
empezando en el estadey frente al enteron.

1| esquema empleado aqui para denotar los quintuplos de las mageifiasrdy es el si-
guiente: los quintuplos son de la forig s, s’, D, q'), dondeg es el estado actual de,, s es el
simbolo leido de la cintas’ es el simbolo que escribd, en la cinta en reemplazo de D es la
direccion de la cinta hacia la cual se mueve un cuadro la cabekf {&R” de “right” 0 “L” de
“left”), y finalmenteq’ es el nuevo estado en que entrfg luego de realizar esta accion.
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e Por cada quintuplo d&/, de la forma(q, s, s’, L, ¢’) y cada simbolo
u, tendremos la produccién:

/ /
(ugs,q'us’) € Thy,.

e Por cada quintuplo de la forma, 0,2’ # 0, L,q’) y cada simbolo
u, tendremos la produccién:

(ug#, q'us'#) € Ty,
Con esta construccién facilmente se comprueba que

#q-0u# € L(TngAm) — g(m) Ly g(m) =u.

Tomemos ahora la funcigndada por

_J 0 ,simeK
g(m) = t ,simé¢ K,

dondeK es el conjunto de Godel (el cual es recursivamente enumerablegero n
recursivo) y consideremos la maquing, correspondiente, que evallg &on
los requisitos sefialados. Obtenemos un sistema semi{ThyeA,,) tal que

#q:01%# € L(Tr,, Tn) < meK.

Tomemos ahora el inverso del sisteltdéMg,Am), que consiste en el sistema
semi-Thug(T, A) dado por:

1. Alfabeto: el mismoX.
2. Axioma: A = #q,.01#.

3. Producciones:(«, 8) € Ty, <= (B,a) € T.

Obtenemos entoncegtqo0m# € L(T,A) < m € K. Por consiguiente,
el problema de decision para el sistema semi-THue\) es indecidible, puesto
que el problema de decisiém¢,c K? es indecidible, en virtud quE no es
recursivo. [

Lo anterior justifica la existencia de sistemas l6gi€an problemas de de-

cisiéon recursivamente indecidibles, asunto que habiamos dejado penidistée
el teoremall.
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9 Solucion negativa al “Entscheidungsproblem”

Teorema 12 Todo sistema semi-Thuees trasladable hacia una légica de primer
orden,.

Demostracion: Postergamos la demostracion de este resultado unas lineas, con
el fin de no perder el hilo de los siguientes acontecimientos. [ |

Corolario 13 Existe una légica de primer orden cuyo problema de decision es
recursivamente irresoluble.

Demostracion: Se trata de una consecuencia del teorema precedente, en con-
junto con los teoremas Sy 1. [ ]

Teorema 14 (Church, Turing) El problema de decision pard es recursiva-
mente irresoluble.

Demostracién: Se trata de una consecuencia del teorema 10 y del corolario
precedente. [ |

En lo que resta de esta seccion nos dedicaremos a demostrar formalmente el

teorema 1p.

Demostracion del teoremd I2:Haremos una adaptacion de la construccion
realizada por Davis [3]. Sea= (T, A) un sistema semi-Thue sobre el alfabeto
finito X, con reglas de producci6i = {a; — (; : 1 < i < m} y axioma

A. Vamos a construir la I6gica de primer ord&n asociada &, de la siguiente
manera:

CONSTANTES INDIVIDUALES DEJF,: las letras del alfabeth.

SIMBOLO DE FUNCION DEJ,,: %, de grado 2 (el cual imitara eh, la operacion
de la concatenacion er)

SIMBOLOS DE PREDICADOS DEF,: P, de grado 1 y£”, de grado 2.

Para cada palabii& sobre el alfabet®, asociamos @érminolV’ deF, en
forma recursiva de la siguiente manera:

a = a,Va€elx,
(Wa)! = (W'xd'), Va € X.
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Definimos la funcion de palabrgsmediantef (W) = P(W’). Claramente
la funcién f es recursiva. Los axiomas especializado§geseran escogidos de
tal manera que, W siy solo si-4_ f(1/), como sigue.

AXIOMAS ESPECIALIZADOS DEJ,:

(1)
(21)(2)
(A3) (z1)(x2)(ws)[(w1 = x2) D [(2 = w3) D (21 = 23)]].
(Ad) (z1)(z2)
(A5) (z1)(x2)(xs)[(x1 = 22) D (w1 * 23) = (w2 * 23))]-
(A6) (z1)(z2)
)

(A8) P(A).

(A9) (21)(x2)[P(((z1 * of) * @2)) D P(((z1 » B)) * x2)), para cada
ie{l,...,m}.

Vamos a demostrar que, W siy solo sitk5 P(W’). Un término de¥,
se dice ser unaonstantesi no contiene variables individuales. i es una
constante, escribimog§X'} para denotar la palabra obtenida deal remover
todos los paréntesis y las estrebka$or ejemplo{ W’} = W. Decimos que dos
constantes(, Y sonasociadasi{X} = {Y'}. Luego, tendremos los siguientes
lemas.

Lema 15 Si X y Y son constantes, entondeg, (X =Y)siysolosiXyY
son asociadas.

Demostracién: Si X y Y son asociadas, entoncg¥ } = {Y'}, de manera que
{X}y{Y} tienen el mismo largo. Si este largo es 1 0 2, el lema es obvio. Si
el largo es 3, lueg§ X} = {Y'} = ach, cona,b,c € ¥. Entonces, las Unicas
posibilidades parX, Y son(ax(bxc)), ((axb)xc). Ahora, aplicando el axioma
especializado (A7), tendremos

Fa, (1) (@2)(23) (21 % (22 * 23)) = ((21 * 72) * 73)).
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Por otra parte, en virtud del esquema de axiomas (E4) para légicas de prime
orden, tendremos ademas los siguientes tres teorenfs de
Fg [(@1)(@2) (3) (1 * (w2 % 3)) = ((21 % 22) * 3))
D (z2)(w3)((a* (z2* x3)) = ((ax 22) *x 23))],
Fg [(@2)(23)((ax (22 % w3)) = ((a x 22) x x3))
D (z3)((ax (bxx3)) = ((axb)*xs3))],
Fg [(@3)((ax (bxx3)) = ((axb) xx3)) D ((ax (bxc)) = ((axb)xc))].

Aplicando la regla detnodus ponenses veces, obtenemos

Fg ((ax(bxc)) = ((axd)xc)),

esto esf-g (X =Y). Elresultado para largos mayores que 3 se demuestra
usando induccion matematica, de manera similar. Finalmente, el reciproco se
obtiene de la observacién que los axiomas especializados (Al) y (A1pson
Unicos que producen abiertamente equivalencids fas cuales ciertamente no
pueden ser engendradas por constantes no-asociadas. Portetrbpaxiomas

del (A2) al (A6) producen equivalencias entre asociadas a panirds equiva-
lencias entre asociadas. [

Lema 16 Sit-, W, entonces-g  P(W').

Demostracion: Seall,, W, ..., W, una prueba d& eno, dondelV,, esWW.
Mostraremos que, para cada {1,...,n}, tendremos-g P(W;). Esto es
claramente cierto para= 1, puesi¥; esA. Supongamos que es cierto para

i = k, conk < n. Luego, para algun indicg, tendremosV, = Qo;R,
Wi+1 = QpB;R. Del esquema de axiomas (E4) de las l6gicas de primer orden,
tendremos

Fg [(@)(@2)[P(((w1x o)) x22)) D P(((w1 % B)) * 72))]
O [P(((Q *af) x R') D P(((Q"* Bj) » ’))]l.
Esto, junto con el axioma (A9) y la regla dabdus ponensos brinda
P, [P((Q % o) » R')) D P(((Q"x 8)) » R'))].
Por otra parte, del leniall5, tenemos
P, ((QoR) = ((Q'* o)) x R)).
Utilizando el axioma especializado (A4), obtenemos entonces

Fg. [P((QayR)) D P((Q * o) x R')].
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Ahora, aplicando nuestra hip6tesis de induccion y la reglandelus ponendos
veces, obtenemos

Fg. P((Q' % B))  R').
Finalmente, aplicando el lenilal15, el axioma especializado (A4), el esquema

de axiomas (E4) de las logicas de primer orden y la reglanddus ponens
obtenemos

P((QB;R)),
esto est-g P(W[,,). ]

Lema 17 SiX es una constantely, {X}, entonces g P(X).

Demostracion: Si X = {X}/, el resultado es consecuencia inmediata del lema
[16. En caso contraridy es un asociado dé = {X}'. Luego, de los lemds 115,
18y la hipétesis, tendremos

Aplicando el axioma especializado (A2), obtenemos
Fg (Y =X).
Aplicando el axioma especializado (A4), obtenemos
Fg [P(Y) D P(X)].

Finalmente, al aplicar la regla delodus ponena esta Ultima expresion, obte-
nemos el resultadeg:  P(X). [ ]

Lema 18 Si X es una constantelyg P(X), entonces, {X}.

Demostracion: El anico axioma deF, de la formaP(X), dondeX es una
constante, tiene la propiedad deseada. Por otra parte, para defi¥gren

F,, con X constante, deberan ser empleados los axiomas especializados (A4)
0 (A9). Pero, en virtud del lemfall5, el axioma (A4) puede produdi( &)

como teorema solamente si ya conocemostgye P (Y), dondeY y X son
asociados. Por otra parte, el axioma (A9) puede produir’d) como teorema
solamente s{ X } es una consecuencia {IE } al aplicar una de las producciones
deoysitg P(Y). [ ]

Lema 19 k-, W siy solo si-g-  P(W’).

Demostracion: Es clara, de los lemads16[y]18. Esto completa la prueba del
teorema 1P. m
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10 Calculos proposicionales parciales
El alfabeto de uralculo proposicional parciab consiste en los cuatro simbolos
- D> [ ]

y en una infinitud numerable de simboles g1, 71, P2, g2, T2, P3, 3, T3, ..
llamadosvariables proposicionales

Una palabrdV se dice ser unfdrmula bien formaddabreviado a veces por
f.b.f.) de un calculo proposicional parcillsi existe una secuencia de palabras
Wi, Wa, ..., W, tal quelV,, esiW'y, paracada € {1,...,n}, se cumple alguna
de las siguientes condiciones:

(1) W; es una variable proposicional, o bien
(2) W es[W; o Wy, conj, k < i, 0 bien
(3) W,; es—=W;, conj < i.
Un célculo proposicional parcidl tiene dos reglas de inferencia, a saber:

e Modus ponensEsta regla de inferencia esta gobernada por el predicado
de tres variableR(Y, X, X»), el cual es verdadero cuando y solo cuando
Xy es[X; D Y]

e Sustitucion Regla de inferencia estd gobernada por el predicado cuater-
nario8(Y, X, p, W), el cual es verdadero cuando y solo cuaidesulta
de X al reemplazar la variable proposiciopetn todas sus ocurrencias en
X por la formula bien formad#’.

SealU un conjunto que contiene solamente dos objetos distintos. Estos ob-
jetos seran denotados pbry F'y los llamaremosalores de verdad Una
funcion cuyo dominio consiste en un conjuntosg€tuplos de valores de ver-
dad, y cuyos valores son siemgreo F', se llamafuncién de verdad

Con cada formula bien formad& de un calculo proposicional parcial aso-
ciaremos la funcién de verdddl, como sigue:

12Como en otros sistemas légicos, la reglamedus ponenestablece que si tenemos el teo-
rema-¢ [X1 D Y]y ademas tenemos el teoremg X, (el antecedente entonces se infiere el
teorema-5 Y (la consecuencia

13En la interpretacion del calculo proposicional parcial, las |8tfgsE significan simplemente
“Verdadero” y “Falso”.
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(1) SiW es una variable proposicional, entond&ses la funcion identidad
de una variable.

(2) Siwes[B D (], entoncedl esF solamente para aquellos argumentos
que hacerB =V y C = F. Enlos otros caso$) = V.

(3) SiW es-B, entonces$V esV cuando y solamente cuandbesF.

Una férmula bien formad&/ se dice ser ungautologiasi W solamente
toma el valorV/. Inmediatamente tendremos:

Teorema 20 En un célculo proposicional parcial, la clase de las tautologias es
recursiva.

Demostracion: Es facil comprobar en forma algoritmica si una férmula bien
formadal¥ es una tautologia, utilizando por ejemplo una tabla de verdmd.

Nuestra estipulacion final concerniendo a los calculos proposicionates p
ciales es que solamente pueden tener un niimero finito de axicatasyno de
los cuales es una tautologitnmediatamente tendremos el siguiente resultado.

Teorema 21 En un célculo proposicional parcial, cada teorema es una tau-
tologia.

Demostracion: Los axiomas son tautologias. Ademas, es evidente que las dos
reglas de inferencian{odus poneng sustitucidn) preservan la propiedad de ser
tautologia. [

Un calculo proposicional parcial muy particular Bg, denominado etal-
culo proposicional parcial canénicm a veces llamado simplementecélculo
proposiciona) cuyos axiomas son las siguientes férmulas bien formadas:

(C1) [p1 D @1 D pul].
(C2) [[p1 D g1 D7l D [lp1 D 1] D [p1 D ]l
(C3) [[~¢1 > —p1] D [ D @1]]-

Definicion 11 Un calculo proposicional parciaB se dice ser completo si toda
tautologia deB es un teorema d8.

Corolario 22 SeaB un calculo proposicional parcial y completo. Entonces, el
problema de decision par8 es recursivamente resoluble.
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Demostracién: Inmediato, de los teoremas|20y 21. n
Uno de los resultados fundamentales de la I6gica moderna es el siguiente.
Teorema 23 (Kalmar) B, es completo.

Demostracion: No la veremos aqui. Una demostracién corta y elegante de este
resultado puede consultarse en la obra de Chuntrotuction to Mathematical
Logic’ (ver [2]). [

Estos resultados nos podrian conducir a la creencia errénea que, dientr
dominio de los calculos proposicionales parciales, no existir4 ningun prable
de decisidn recursivamente irresoluble. No obstante, Linial y Posbrides
primeros en demostrar que, por el contrario, si existe un célculo pcapts
parcial cuyo problema de decision es recursivamente irresoluble eEsiéado
se obtiene como una consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 24 (Linial, Post) Todo sistema semi-Thue= (7', A) con un alfabeto
de dos letras es trasladable hacia un calculo proposicional parcial.

Demostracion: Seguiremos el enfoque de Davis (Mer [3]), que a la vez es una
adaptacion de la prueba original de Linial y Post (vér [9]). Sea {1,b} el
alfabeto der, seaA el axioma der y seanQo; R — QB;R,i=1,2,...,m,las
producciones de. Construiremos un célculo proposicional parcial que “imita”
el comportamiento del sistema semi-ThueEmpezamos definiendo:

" = —=[p1 D]

V' = ————[p1 D -pi
W1y = [W'&1]
Wby = [W &b,

donde pofA & B] entenderemos|A D —B]. Luego, silW es cualquier palabra
sobre{1, b}, la formula bien formad&/’’ es una tautologia. Definimos el célculo
proposicional parciaB, que tenga los siguientes seis axiomas:

(B1) [[p1 & [q1 &m]] D [[p1 & q1] & r1]].
(B2) [[[p1 & q1] & 1] D [p1 & [q1 & r1]]].
(B3) [[p1 2 @1] D [lg1 D p1] D [[r1 & p1] D [r1 & aa]]]]-

(B4) [[p1 D q1] D {lgr D p1] D [[p1 & 1] D g1 & ]l
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(BS) A'; [p1 D p1l.
(B6) [[[p1 & au] & ¢s] D [[p1 & Bi] & q1]], parai = 1, 2, ... ,m.

Sin mucha dificultad se verifica que cada uno de estos axiomas es una taltolog
Diremos que una palabrd esregular si existe una secuencia finita de palabras
X1, Xo, ..., X,, dondeX,, = X, tal que, para cadac {1,...,n}, o bienX;
esl’ ob/, o bienX; es[X; & Xj], paraj, k < i. Luego,lW’ es siempre regular,
como también lo es por ejemplo la palaljid & '] & [v/ & 1']].

Si X es una palabra regular, definimas{> como la palabra definida so-
bre {1,b} obtenida al reemplazar primero todas las ocurrencids €e X por
b, luego reemplazando todas las restantes ocurrencidspmie 1 y finalmente
removiendo todas las ocurrencias de “[", “]" y “&”. Diremos que dos paies
regularesX y Y sonasociadasi <X > = <Y >.

Como parte de la demostracion del teorema tendremos los siguientes cinco
lemas:

Lema 25 SiX yY son asociadas, entonces;,, [X D Y]y también-5_ [Y D
X].

Demostracion: Por induccion matematica sobre el nimero de simbolos, em-
pleando los axiomas (B1) a (B4). [ |

Lema 26 Si W, es una consecuencia @&, por medio de una de las produc-
ciones der y 5, W/, entonces 5 Ws.

Demostracion: Seanl; = Qo; R, Wo = Q5; R. Entonces, tendremos
Fg, (Qa;R)'.
En virtud del lem&a 25,
Fa, [(QaiR) O [[Q & o] & R]].
Aplicando el axioma (B6), tendremos entonces
g, [[(Q" & af] & R O [[Q" & Bi] & RY).
Aplicando el lemé& 25 otra vez, obtenemos
Fa, [(Q"&B]& R D (QBR).
Luego, aplicando la regla delodus ponenses veces, obtenemos
Fg, (QBiR),

esto est-5, W3, |
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Lema 27 Si, W, entonces-5_ W'.

Demostracion: A’ es un axioma y luego también un teorema. El resultado en-
tonces se sigue del lerhal 26. [ ]

Lema 28 Si X es regular =g, X, entonces$, <X>.

Demostracion: El Gnico axioma deB, que es regular e&’. Las aplicaciones

de la regla de sustitucion en los axiomas (B1) a (B4) y (B6), asi como lagsub
cuentes aplicaciones de la regla deddus ponenspueden brindar solamente
palabras regulares a partir de palabras regulares. Los axiomas ((BD)y
pueden ir solamente de una palabra a una de sus asociadas. El axioma (B6
puede producir la palabra reguldrcomo teorema d&, solamente skY > es

una consecuencia deX > por medio de una de las produccionesrdeademas

ya hemos tenidé-3, X. Finalmente, los axiomas (B3) y (B4) no alteran nada
importante, pues en un sistema semi-Thue cudd@s una consecuencia de
entoncesS R es una consecuencia 8€) y RS es una consecuencia ¢&. m

Lema 29 -, W siy solo si-g, W',
Demostracion: Es una clara consecuencia de los lemas[24 y 28. [

El lemal29, junto al hecho que la funcidi(i?') = W’ es claramente recur-
siva, completa la demostracion del teoréma 24. []

Teorema 30 (Linial, Post) Existe un calculo proposicional parcial cuyo pro-
blema de decision es recursivamente irresoluble.

Demostracién: Consecuencia directa de los teorefnd$ P4, 9y 11. [ |

Seao un sistema semi-Thue sobre un alfabeto fitit@on problema de
decisién recursivamente indecidible. Entonces, el calculo proposigancial
B, construido a partir de, también tiene problema de decision recursivamente
indecidible. SedV una palabra ert y considérese el calculo proposicional
parcialR(W) que se obtiene tomando los axiomasBig y adicionalmente los
siguientes tres axiomas especializados:

(B7) W' 2 [p1 O [¢1 D pall]-
(B8) (W' D [lp1 D ler D7)l D [[p1 D @1] D [p1 D mll]l-

(B9) [W' D [[q1 D —p1] D [p1 D a@1]]]-
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Tendremos entonces el siguiente resultado, conocido cornontlexion
relativa de un célculo proposicional parcial incompletatribuido a Linial y
Post.

Teorema 315, W'sy solo siR(W) es completo.

Demostracion: Si g, W', entonces-xyy W’. Luego, aplicando la regla
delmodus ponena los axiomas (B7), (B8), (B9), tendremos que los axiomas de
B, son teoremas d&(WW). Consecuentemente, todas las tautologia® el

ser teoremas dB, seran también teoremas @éWV).

Reciprocamente, supongamos @qRig?’) es completo. Entonces, en par-
ticular tendremos-x(y W’. Ahora, los axiomas (B7), (B8), (B9) son Utiles
como el antecedente de una aplicacion de la reglenddls ponensn la prueba
de W’. Sifuéramos a aplicar la regla d@lodus ponena estos axiomas para
derivar una férmula mas corta, entond&$ o bien el resultado de sustituir en
W' deberan estar disponibles. Pero los axiomas (B1) al (B6) no arrojag un
sultado proveniente de sustituir &1’ excepto a través de la misma prueba de
W’. Luego,W' puede ser demostrado sobre la base de los axiomas (B1) a (B6)
solamente, esto eks@ao w’. [}

La consecuencia de lo anterior es asombrosa: en general no es pesible
cidir mediante un procedimiento mecanico si un calculo proposicional parcial
completo o no es completo. Efectivamente, tendremos:

Corolario 32 (Post) El problema de determinar si un calculo proposicional par-
cial B es 0 no completo, es recursivamente irresoluble.

Demostracion: Es una consecuencia inmediata del teoriema 31. n

Finalizamos este articulo analizando otro problema de decisién clasico, en
relacién a los calculos proposicionales parciales: la cuestion de la irdtpsa
0 no independencia de sus axiomas y el teorema de Linial-Post de 1949.

Definicién 12 Un calculo proposicional parciaB se dice ser independiente si
ninguin axiomaA4 de B es un teorema en el calculo proposicional parcl
obtenido a partir deB suprimiendoA de los axiomas d&.

Seao( un sistema semi-Thue como el anteriormente considerado (con pro-
blema de decision recursivamente indecidible) sobre el alfabetod[1, b} y sea
W una palabra cualquiera sobre Consideremos el célculo proposicional par-
cial By consistente en los mismos axiomas dg B en adicion los siguientes
dos axiomas especializados:
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(B7) —=I[p1 D p1].
(B8) [W' D> —~[p1 D pi]l-

Tendremos, entonces el siguiente resultado, obtenido por Linial y®ast [
1949:

Teorema 33+3, W' siy solo siByy no es independiente.

Demostracién: Supongamos primero qbes, W'. SedDyy el célculo proposi-
cional parcial obtenido a partir d&y al suprimir el axioma (B7’) d&yy. En-
toncest-p,, W’. Luego, aplicando el axioma (B8’) y la regla aebdus ponens
tendremos-o,, ——[p1 D p1], de dondeBy, no es independiente.
Reciprocamente, supongamos Guge no es independiente. Ahora, es rela-
tivamente facil establecer qi&,, es independiente. Mas aun, al adicionarle el
axioma (B7’) aB,, no cambia nada esencial: solamente las palabras obtenidas
por sustitucion directa en el axioma (B7’) seran teoremas nuevos. idego
— —=[p1 D p1], pues ninguno de los axiomas (B1) al (B6) es derivable cuando
el axioma (B8’) se adiciona. Pero—[p; D p;]| no es regular, de donde este
teorema déDy;, debid ser obtenido especificamente del axioma (B8") y la regla
delmodus ponensEn consecuencia, deberemos tener el anteceHQj;;eW’.
Luego,-g, W' |

La consecuencia de este resultado es también asombrosa: en geresral no
posible constatar algoritmicamente la independencia de los axiomas, en un cal-
culo proposicional parcial.

Corolario 34 (Linial, Post) El problema de determinar si un céalculo proposi-
cional parcial B es o no independiente, es recursivamente irresoluble.

Demostracion: Si suponemos lo contrario, entonces existiria un procedimiento
recursivo para establecer la veracidad o falsedad de la afirmaBigmb es in-
dependiente”, del enunciado del teoreméa 33. Pero en consecuemiaén
dispondriamos de un procedimiento recursivo para establecer la \atazid
falsedad de la afirmacion-, W' del mismo teorema 33. Sin embargo,
esto implicaria que el calculo proposicional parcig| Bs completo, cosa que es
falsa de antemano. [
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