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2 0. ACUNA

Resumen

Se prueba que si X es un objeto de un topos elemental entonces las
propiedades siguientes son equivalentes: (a) X es K —finito, (b) para todo
semireticulo con uniones binarias B, la diagonal B — B~ tiene un ad-
junto izquierdo.

Palabras clave: topos; objetos k-finitos; semireticulos; decidibilidad.

Abstract

We prove that for X € |F|, E elementary topos, the following proper-
ties are equivalent: (a) X is K —finite, (b) for every upper semilattice B,
the diagonal B — B™ has a left adjoint.

Keywords: topoi; k-finite objects; semilattice; decidability.

Mathematics Subject Classification: 03G30, 18B25.

1 Introduccion

Sea E un topos elemental arbitrario. Sea (B, <) un objeto parcialmente orde-
nado, B es completo si | segy : B — QF tal que |=| segp(b) = {z/z < b}
tiene un adjunto izquierdo supg : QP — B. Si (B, <) es un objeto parcialmente
ordenado, F': X — QF se dice ser dirigido si:

(a) Existe 5 : Y — X sobreyectivayb:Y — Btalquebe€ SoF.

(b) Paratoda @ : Z — X y todo par by,by : Z — Btalque by € ao F
y by € awo Fexiste 1 : Z1 — Z sobreyectivay b3 : Z; — B tal que
bs € froaoFyfiob; <bsg,parai=1,2.

Si B es completo, defina S(B) como el objeto de los elementos finitos de B
tal que

{b€ B/ VF € QB(F es dirigido Ab < sup(F) = 3z € B(xr € FAb< x))}
B

Denote por S la inclusién de S(B) en 5. Decimos que b : X — B es finito
si b se factoriza a través de Sp. Paratodo X € |E|, QX es un objeto completo,
ordenado, con Uy : Q%" 5 Xel adjunto izquierdo de | segqgx, donde Ux es
definido por:

EUx(F)={ze€X/3uecQ¥ucFAzcu)l}.
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SEMIRETICULOS Y OBJETOS K-FINITOS 3

Definicion 1 Un semireticulo con uniones binarias, en un topos elemental E es
un objeto B € |E| parcialmente ordenado con un orden parcial <C B x B tal
que B posee dos operaciones ) :1 - Byv: B x B — B, conwp : B — 1,
el tinico morfismo de B — 1 siendo adjunto derechode 0 :1 — By Ap: B —
B x B la diagonal de B tal que es adjunto derechode v : B x B — B.

Nota. Si B es un semireticulo completo, entonces S(B) es un semireticulo
con uniones binarias de B.

Sea A un objeto de E, denote por K(A) el méds pequefio subobjeto de Q4
que contienea {}4: A = Q4yaTg, 7 : 1 — Q4 y es cerrado bajo uniones
binarias. A es K —finito si truey : 1 — Q4 se factoriza a través de K(A).

Nota. Si A es un objeto de E entonces S(24) = K(A).
Definicion 2 Un objeto B de un topos elemental y <C B x B tal que (B, <)

es un objeto ordenado. Decimos que (B, <) es reticulo algebraico si (B, <) es
un orden completo tal que el siguiente diagrama conmuta:

_ ()58 1Sg
OFf QS8 OF

L seay L seeg

B idp

Internamente esto se expresa como
= Vb e B,b=sup{a/a € S(B) ANa < b}.
B
Para todo X € |E|, Q¥ es un reticulo algebraico ya que {}y : X — QX
estd contenido en S(Q¥) = K(X),y = Z € QX, Z = Ux{{z}/x € Z}.

Si V' es cualquier semireticulo con uniones binarias en un topos elemental
E, denote por P(V) al subobjeto de

(Ve QV/V'esunideal de V} — QY.
La férmula “V”’ es un ideal de V™ resulta ser:
Vo' eV,VoeV (W eV A <o =veV)Ave VA eV = o e V).

El siguiente Teorema es un resultado de la teoria de reticulos probado por
Birkhoff [3] y Nachbin [4] y elevado a la teoria de topos.
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4 0. ACUNA

Teorema 1 (i) SiV es un semireticulo con uniones binarias en un topos ele-
mental E, P(V') es un reticulo algebraicoy S(P(V)) = V.

(ii) Cualquier reticulo algebraico a en E es isomorfo a P(V') con V un semi-
reticulo con uniones en E.

Proposicion 2 Sea B un objeto completo, ordenado, en un topos E, entonces

existe un tinico morfismo pg(py : K(S(B)) — S(B), tal que el siguiente dia-
grama conmuta:

38(B) suppg

()S(B) (B B
Ksm) Sp
K(S(B)) 113(B) S(B)

La prueba de esta proposicién aparece en [1] (Corolario 1.8).

Proposicién 3 Si X es K —finito, entonces la fila imagen Im : BX — QF se
factoriza a través de K(B).

Prueba. Sea
Lx ={b € Q¥/VR € Q**B(R es funcional A dom(R) = b = codom(R) € K(B))}

(i) {}x:X — QX se factoriza a través de L.
= a € X A R esun funcional A dom(R) = {a}

= dlbe B,(a,b) €

= dbe B, {(a,b)}_

= codom(R) = {b} Adom(R) = {a}
= codom(R) € K(B).

Asi tenemos que,
= a € X = VR(R funcional A dom(R) = {a} = codom(R) € K(B))

entonces = a € X = {a}x € Lx yasi {}x se factoriza a través de Lx.
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SEMIRETICULOS Y OBJETOS K-FINITOS 5

(ii) "¢x ' se factoriza a través de L.
Probemos que = R € Q¥*B(dom(R) = ¢ = R = ¢):

Edom(R)=¢ < 3JPRi(R)=¢
= QPIEPR(R) = QP (9) = 6.
(3PR, F QP = R<QPFB(3PRi(R)) = ¢
= R=2¢.
Asfi
= R funcional Adom(R) =¢ = R=2¢
= codom(R) = ¢
= codom(R) € K(B)
entonces

VR(Rfuncional Adom(R)=¢=-codom(R) € K(B) siysolosi = "¢x € Lx).

(iii)) Lx es cerrado bajo uniones binarias.
Defina R|_y como sigue: = R|, = {(a,b)/ @ € a A (a,b) € R}. Se
tiene que:

= a,b € Lx A Res funcional A dom(R) =aUb

= a,b€ Lx AR|,UR|, =RA R|, es funcional A
R|pes funcional A dom(R|,) = a Adom(R|p) = b
= codom(R)|,) € K(B) A codom(R|,) € K(B)A
codom(R|, U R|p) = codom(R|, Ucodom(R|p))
= codom(R|, U R|p) € K(B)
= codom(R) € K(B).
Entonces = a,b € Lx = Vg(R funcional A dom(R) = aUb = codom(R) €
K(B))yasiFa,be€ Lx = aUb € Lx,y luego por (3), (ii), (i77) se tiene que
K(X) C Lx. Como X es K—finito se tiene que "X ' € Ly, pero" X' € Lx
si 'y solo si I'm se factoriza a través de K(B).
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6 0. ACUNA

2 Resultado principal

Teorema 4 Para X € |E

, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X es K—finito.

(ii) Para todo semireticulo con uniones binarias B, la diagonal A)Bg : B —
BX tiene un adjunto izquierdo.

Prueba. (ii) = (1) K(X) es un semireticulo con uniones binarias entonces
Afg( x) K(X) — K(X)* tiene un adjunto izquierdo Vy, entonces

EfERX)Y = f<A¥x o Vx(f)
= Va(f(a) < A% x) (Vx(f)(a)))
= Va(f(a) < Vx(f))

entonces
FfeKX)* = {ac X/3€ X,a€ f(z)} CVx(f)

En particular = {a € X/ 3z € X,a € {z}} C Vx({}x), pero {a €
X/ 3r € X,a =z} = X, entonces = "X C Vx({}x) y asi tenemos que
E X" =Vx({}x), porlo que "X se factoriza a través de K(X) y entonces
X es K—finito.

(i) = (ii) Sea B un semireticulo con uniones binarias. Defina V5 la composi-
cién Imopup : BX — K(B) — B. Probaremos que VE);( es un adjunto izquierdo
a la funcién diagonal Ag . Sabemos que el siguiente diagrama conmuta, por el
Teorema 1 y la Proposicion 2:

. I5p(R) SUpPp(pg)
O ——— PB—— P(B)

Kg Sp(n)

K(B) i B

Por tanto, = F € QF, F € K(B) = up(F) = supp(p)(F). Por otro lado,
como suppp es el sup para P(B), tenemos que

EFeQP FeK(B)= (sup(F)<aeVbhbe F=b<a))
P(B)
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SEMIRETICULOS Y OBJETOS K-FINITOS 7

y asi
=EFeQP FeEK(B)= (up(F)<a<Vbbe F=b<a)).

Como I'm se factoriza a través de K(B), tenemos que = f € BX = Im(f) €
K(B) por lo que

= fe BX(up(Im(f)) < a< Vbbb e Im(f) = b<a))

y entonces = f € BX (ug(Im(f)) <a < A%(a)). Portanto Imoup = AX.

De esta forma se obtiene el resultado anunciado. =
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